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VORWORT. 


Die  im  vorliegenden  Buche  unternommene  mathematische  Behand- 
lung der  Elasticität,  Akustik  und  Optik  ist  eine  Erweiterung  eines  jeden 
Lehrbuchs  der  Experimentalphysik,  kann  somit  als  ein  selbstständiges  Werk 
angesehen  und  auch  ohne  das  Lehrbuch  der  Physik  von  Dr.  Paul  Reis 
gebraucht  werden.  Um  aber  das  Studium  der  Theorieen  zu  erleichtern  und 
den  Umfang  des  Buches  möglichst  zu  beschränken ,  habe  ich  die  einzelnen 
Erörterungen  an  das  genannte  Lehrbuch  angeschlossen  und  zwar  so,  dass 
die  Ueberschriften  der  einzelnen  Paragraphen  beibehalten  sind  und  das 
dort  nur  Angedeutete  mathematisch  ausgeführt  ist.  Durch  diese  Anordnung 
ist  es  möglich  geworden ,  von  der  Anführung  aller  durch  Beobachtung  ge- 
wonnenen Thatsachen  und  der  experimentellen  Bestätigungen  der  Theo- 
rieen abzusehen.  Da  hier  die  Grenzen  wegfallen ,  welche  einem  Lehrbuch 
in  Bezug  auf  das  zu  verwendende  mathematische  (Material  gesteckt  sind, 
werden  die  einzelnen  Theorieen  so  entwickelt,  wie  sie  von  den  betreffenden 
Forschern  angestellt  worden  sind. 

Das  Lehrbuch  von  P.  Reis  habe  ich  zu  Grunde  gelegt,  weil  der  Ver- 
fasser desselben  überall  mathematische  Deduction  angestrebt  und  das  Be- 
obachtungsmaterial mit  der  grösstmöglichen  Vollständigkeit  gesammelt  hat. 

Zweimal  habe  ich  ftlr  nöthig  gehalten,  Anhänge  anzufügen.  Einmal 
bei  der  Theorie  der  Elasticität,  denn  die  daselbst  behandelten  Gegenstände 
konnten  keinem  Paragraph  des  Lehrbuchs  angeschlossen  werden ,  durften 
aber  wegen  deren  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Schwingungen  in  der 
Akustik  nicht  fehlen.  Dann  findet  sich  ein  Anhang  bei  der  Reflexions- 
theorie, weil  diese  theoretischen  Untersuchungen  einen  Gegenstand  be- 
handeln, dem  sich  die  Forscher  besonders  zuwenden  werden,  nachdem  man 
angefangen  hat,  bei  dem  Uebergang  der  Aetherschwingungen  in  einen 
gleichzeitig  von  Massen-  und  Aethertheilchen  angefüllten  Raum  den  Einfluss 
der  Bewegungen  der  Massentheilchen  zu  berücksichtigen ,  um  dadurch  die 
mathematische  Theorie  der  Lichtschwingungen  in  vollkommene  Ueberein- 
stimmung  mit  den  Beobachtungen  und  den  Hypothesen  über  die  Constitu- 
l     tion  der  Materie  zu  bringen. 


IV  Vorwort. 

Historische  Bemerkungen  und  Angaben  der  Literatur  habe  ich  für 
unnöthig  gehalten,  weil  in  dem  zu  Grunde  gelegten  Lehrbuch  die  Namen 
der  Gelehrten  angeführt  sind,  welche  bei  Erforschung  der  behandelten  Er- 
scheinungen oder  Gesetze  eine  hervorragende  Rolle  spielen ,  so  dass  es  da- 
durch nun  leicht  ist,  mit  Hülfe  eines  biographisch-literarischen  Wörterbuchs 
die  betreffenden  Abhandlungen  zu  finden.  Die  Arbeiten  aber,  welche  bei 
den  einzelnen  Abschnitten  benutzt  worden  sind,  habe  ich  meistens  entweder 
bei  den  einzelnen  Nummern  oder  im  Zusammenhang  bei  den  einzelnen  Pa- 
ragraphen angegeben. 

Ich  hatte  eigentlich  den  Wunsch,  ein  vollständiges  Handbuch  der 
Physik,  welches  alle  Gebiete  eines  Lehrbuchs  der  Physik  einer  theoretischen 
Erörterung  unterzöge,  zu  schaffen  und  habe  mich  deswegen  an  mehrere 
meiner  Herren  Fachgenossen  gewendet,  um  ein  solches  Handbuch  im  An- 
schluss  an  Reis  in  kürzester  Zeit  zu  Stande  zu  bringen.  Leider  konnte  ich 
aber,  obgleich  die  betreffenden  Herren  meistentheils  mit  meinem  Plane  ein- 
verstanden waren,  Niemanden  zum  Mitarbeiten  bewegen.  Ich  musste  des- 
halb das  Unternehmen  beschränken  und  hielt  es  vor  Allem  für  nöthig ,  die 
Lehren  der  Akustik  und  Optik  zu  erweitern,  da  die  theoretische  Behandlung 
der  hierher  gehörigen  Probleme  nicht  in  einem  neueren  Buche  zusammen- 
gefasst  ist,  während  wir  ausführliche  Werke  über  theoretische  Mechanik, 
Wärme,  Electricität  und  Galvanismus  besitzen.  Obwohl  auch  theoretische 
Behandlungen  der  Elasticität  schon  vorhanden  sind,  schien  doch  eine  solche 
auch  in  diesem  Werke  unerlässlich  als  Einleitung  zur  Darstellung  der 
Akustik  und  Optik. 

Das  Buch  soll  zunächst  allen  Lehrern  der  Physik  einen  bequemen 
Ersatz  für  die  oft  schwer  zu  erlangenden  Originalarbeiten  bieten ,  sodann 
besonders  den  Studirenden  auf  Universitäten  und  technischen  Hochschulen 
einen  Dienst  erweisen,  wenn  sie  sich  mit  der  theoretischen  Behandlung 
physikalischer  Probleme  bekannt  machen  wollen. 

Obgleich  nun  weder  neue  Resultate  noch  durchaus  neue  Entwicke- 
lungen  gebracht  werden,  so  ist  doch  die  hier  unternommene  Zusammen- 
stellung mit  Benutzung  des  in  den  Originalarbeiten  verwendeten  mathema- 
tischen Apparates  neu  und  ich  bitte  daher  um  nachsichtige  Beurtheilung, 
wenn  mein  Streben  hinter  den  Wünschen  der  Leser  zurückgeblieben  ist, 
und  um  gefällige  Unterstützung  für  eine  spätere  Verbesserung  und  Ver- 
vollständigung. 

Dresden,  im  October  1877. 

Der  Verfasser. 
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ElatticiUt  und  deren  Oeietie.    (§  64.) 

# 
1.  Aufstellung  der  Gleichungen  des  Gleichgewichtes. 

JDei  der  Aufstellung  der  Gleichgewichtsgleichungen  der  Kräfte,  welche 
an  einem  Körper  angreifen,  wird  im  Allgemeinen  abgesehen  von  einer  Ver- 
änderung der  gegenseitigen  Lage  der  kleinsten  Theile  dieses  Körpers.  Diese 
Vernachlässigung  ist  aber  nur  so  lange  gestattet,  als  sie  sich  auf  Grössen 
bezieht,  die  im  Vergleich  mit  den  zu  besprechenden  als  unmerklich  klein 
erscheinen.  Wenn  wir  nun  aber  einen  Körper  nicht  als  starr,  sondern  als 
elastisch  betrachten,  so  müssen  wir  die  kleinen  Gestaltsveränderungen,  denen 
der  Körper  unterworfen  ist,  berücksichtigen.  Bei  Aufstellung  der  Gleich- 
gewichtsgleichungen unter  Berücksichtigung  dieser  Veränderungen  be- 
gnügen wir  uns  abermals  mit  einer  Annäherung,  indem  wir  die  Verschie- 
bungen der  kleinsten  Theile  des  Körpers  als  so  klein  betrachten,  dass  höhere 
als  die  erste  Potenz  gegen  diese  wiederum  verschwinden.  Indem  wir  fer- 
ner die  Verschiebungen  klein  setzen  gegen  die  Dimensionen  des  Körpers, 
schliessen  wir  aus  unserer  .Betrachtung  alle  die  Körper  aus,  denen  die  Eigen- 
schaft der  Elasticität  im  hohen  Grade  zukommt,  wie  z.  B.  Kautschuk,  da  uns 
für  deren  Studium  die  erfahrungsmässige  Kenntniss  noch  fehlt. 

Wir  denken  uns  aus  dem  Innern  eines  Körpers  ein  sehr  kleines  recht- 
winkliges Parallelepipedum  herausgeschnitten,  und  zwar  durch  Ebenen, 
welche  parallel  sind  den  Coordinatenebenen  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems,  und  bezeichnen  die  Kanten  desselben  mit  dx,  dy,  dz.  Auf 
dieses  Körperelement  wirken  Kräfte  verschiedener  Art,  einmal  nämlich  giebt 
es  solche,  welche  auf  die  Masse  wirken,  z.  B.  die  Schwerkraft,  dann  solche, 
welche  an  dessen  Oberfläche  angreifen.  Letztere,  die  Spannungen,  sind 
hervorgerufen  durch  die  Verschiebungen  der  einzelnen  Moleküle  und  ent- 
gegengesetzt den  äusseren  Kräften ,  sie  sind  also  jedenfalls  verschieden  an 
verschiedenen  Punkten  des  Körpers  und  damit  Funktionen  der  Coordinaten 
des  Punktes,  an  dem  sie  angreifen.  In  Bezug  auf  diese  Spannungen  können 
wir  jedenfalls  die  Annahme  machen,  dass  sie  von  derselben  Ordnung  sind, 
wie  die  Oberflächen,  auf  die  sie  wirken,  so  dass  wir  sie  darstellen  können 
als  ein  Produkt,  dessen  einer  Faktor  die  Oberfläche  und  dessen  anderer  eine 
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Grösse  ist,  welche  die  Kraft  auf  die  Flächeneinheit  bezeichnet.  Analoges 
lässt  sich  bestimmen  über  die  auf  die  Masse  wirkenden  Kräfte,  so  dass  diese 
für  ein  Volumenelement  ein  Kleines  der  dritten  Ordnung  werden. 

Die  OberflächenKräfte  müssen  nun  mit  den  Kräften  auf  die  Masse  im 
Gleichgewichte  sein.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  ersteren  bis  auf  unendlich 
Kleines  sich  selbst  im  Gleichgewicht  halten,  oder  doch  diese  Kräfte  an  ver- 
schiedenen Seiten  des  unendlich  kleinen  Parallelepipedums  nur  um  eine 
unendlich  kleine  Grösse  differiren.  Die  Spannungen  müssen  sich  also  inner- 
halb des  Körpers  stetig  ändern,  da  sie  sich  für  unendlich  kleine  Verände- 
rungen des  Ortes  auch  nur  um  unendlich  Kleines  ändern. 

Im  Allgemeinen  werden  diese  Spannungen  nicht  senkrecht  auf  die 
Oberfläche  wirken.  Wir  zerlegen  jede  in  eine  Kraft  senkrecht  zur  Ebene 
und  in  eine  parallel  derselben.  Die  zur  Ebene  senkrechte  Componente  heisst 
Normalspann ung  und  zwar  entweder  Zug  oder  Druck,  je  nachdem  sie 
die  auf  beiden  Seiten  der  Ebene  liegenden  Theile  zu  entfernen  oder  zu 
nähern  strebt.  Die  in  der  Ebene  selbst  liegende  Componente  heisst  Schub- 
oder  Tangentialspannung.  * 

Die  Spannungen  seien  mit  P  bezeichnet  und  zwar  je  nachdem  sie  wir- 
ken auf  Ebenen  senkrecht  zur  x,  y,  z  Axe  mit  Px,  Py,  Pz.  Die  Normal- 
spannungen werden  mit  N  und  die  Tangentialspannungen  mit  T  bezeichnet. 

Wir  zerlegen  nun  sämmtliche  Spannungen  in  drei  Componenten  pa- 
rallel den  Coordinatenaxen.  NM  N2,  N3  bezeichnen  die  Normalspannungen 
auf  die  Flächeneinheit  der  Elemente,  dydz,  dxdz,  dxdy,  und  Txy,  T„;  Tyx, 
Tyz;  T2X,  Tiy,  die  auf  dieselben  Flächeneinheiten  bezogenen  Tangential- 
spannungen zerlegt  nach  den  Coordinatenaxen,  so  dass  der  erste  Index 
die  Coordinate  bezeichnet,  auf  der  die  Ebene  senkrecht  steht,  in  der  die 
Componente  wirkt  und  der  zweite  die  Richtung  derselben  giebt    Es  ist 

mithin 

Pf  =  N?+Txy  +  TX2, 
PJ  =  NI  +  Ty\  +  T5%, 

P«2  =  N?  +  T&  +  TV 

Die  Kräfte,  welche  auf  die  Masseneinheit  wirken,  sollen  auch  nach  den 
Coordinatenaxen  zerlegt  und  deren  Componenten  durch  X,  Y,  Z  bezeichnet 
werden. 

Nach  den  oben  gemachten  Erörterungen  über  die  Veränderungen  die- 
ser Spannungen  ändern  sich  diese  Componenten  so,  dass  sie  für  Ebenen  des 
Parallelepipedums,  welche  von  den  ihnen  parallelen  um  dx,  dy,  dz  entfernt 
sind,  folgende  Werthe  erhalten : 

*■  +  ff  **>  T>*  +  ^?  «fc  Tr<  +  %'  *1* 
N3  +  |]>  dz,  T„  +  ^  dz,  Tiy  +  ?*3  dz. 
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Diese  Spannungen  wirken  den  ersten  entgegen.  Versetzen  wir  nun 
sämmtiiche  Spannungen  sowie  die  Componenten  der  von  Aussen  wirkenden 
Kräfte  nach  dem  Schwerpunkte  desParallelepipedums,  so  erhalten  wir,  wenn 
wir  mit  dx  dy  dz  dividiren,  als  Gleichgewichtsgleichungen : 

SN,        öTy,      öT„       v_n 


5x         dy  cz 

dTrt       cN3        „       A 


5TX1       ÖTy,       rN3 

~c)x  öy  cte 


Die  Gleichungen,  welche  die  Bedingung  enthalten,  dass  keine  Drehung 
stattfinden  sott,  werden  sich  zusammensetzen  aus  Grossen,  die  unendlich 
klein  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  sind.  Letztere  Grössen  aber  sollen 
unserer  Annahme  nach  wegfallen.  Die  Gleichungen  werden  nach  Division 
durch  dx  dy  dz  folgende : 

Keine  Drehung  um  die  x  Axe :  Tyi  «=  T2y , 

-     -   y   -    :T„  — T, 


IX  * 


Dadurch  reduciren  sich  die  neun  Spannungen  auf  sechs  von  einander 
verschiedene  Grössen. 

Zu  diesen  Gleichungen  kommen  nun  noch  drei  andere,  welche  sich 
auf  die  Körperoberfläche  beziehen;  denn  es  wird  nicht  immer  möglich  sein, 
einen  Körper  in  lauter  Parallelepipeda  zu  zerlegen.  Nehmen  wir  ein 
Oberflächenelement  ABC,  welches  begrenzt  ist  von  Ebenen  parallel  den  Co- 
ordinatenebenen.  Das  Körperelement  begrenzt  von  ABC  und  den  genannten 
drei  Ebenen  hat  die  Form  eines  Tetraeders.  Die  Spannungen  auf  die  den 
Coordinatenebenen  parallelen  Ebenen  sind  dann  Grössen  der  zweiten  Ord- 
nung, ebenso  die  auf  die  äussere  Flache  ABC  wirkende  Kraft,  während  die 
auf  die  Masse  wirkende  Kraft  ein  unendlich  kleines- der  dritten  Ordnung  ist 
und  also  gegen  die  anderen  Kräfte  vernachlässigt  werden  muss.  Sei  nun 
P  die  Kraft,  welche  auf  die  Einheit  der  Körperoberfläche  wirkt,  und  seien 
n,  x,  q  die  Winkel  deren  Richtung  mit  den  Coordinatenaxen,  so  sind,  wenn 
mit  p,  q,  r  die  Winkel  bezeichnet  werden,  welche  die  Normale  zu  ABC  mit 
den  Axen  bildet,  die  zu  den  x,  y,  z  Axen  senkrechten  Begrenzungselemente 
ABC  cos  p,  ABC  cos  q,  ABC  cos  r.  Man  erhält  also  nach  Division  mit  ABC 
die  Gleichgewichtsgleichungen: 

Nj  cos  p  +  Txy  cos  q  -4-  Txl  cos  r  =  P  cos  tt, 

Tyx  cos  p  +  N2  cos  q  +  Tyi  cos  r  =  P  cos  x,  (B.) 

TIX  cos  p  +  T,r  cos  q  +  N3  cos  r  =  P  cos  q. 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  bedeuten  die  Spannungen  auf 
die  Oberfläche  projicirt  auf  die  drei  Axen  und  die  linken  Seiten  die  Projec- 
tionen  der  Kräfte ,  welche  auf  eine  Fläche  senkrecht  zu  den  Axen  wirken, 
auf  die  Normale  derselben  Oberfläche.  Dieses  damit  gefundene  allgemeine 
Princip  heisst:  Sind  AB  und  AC  zwei  beliebige  Richtungen,  so  ist  für  den 
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Punkt  A  die  nach  AB  genommene  Spannung  auf  die  zu  AC  senkrechte 
Ebene  gleich  der  nach  AC  genommenen  Spannung  auf  die  zu  AB  senk- 
rechte Ebene. 

Die  gefundenen  Gleichungen  können  leicht  auf  Bewegung  übertragen 
werden,  wenn  die  Trägheitskräfte  nach  dem  Princip  von  D'Alembert  einge»- 
führt  werden,  nachdem  die  Verschiebungen  bestimmt  worden  sind.  Die 
Untersuchung  der  so  abgeleiteten  Gleichungen  findet  sich  in  der  Wellen- 
bewegung. 

Es  ist  klar,  dass  die  sechs  Gleichungen  (A)  und  (B)  nicht  zur  Bestim- 
mung der  sechs  Spannungen  ausreichen ;  denn  das  System  (B),  welches  an 
der  Obertläche  stattfindet,  kann  nur  zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Con- 
stanten, welche  bei  der  Integration  von  (A)  hereinkommen,  genommen 
werden. 

2*  Einführung  der  Verschiebungen  für  die  Spannungen. 

Wir  bezeichnen  die  Verschiebungen  parallel  den  Coordinatenaxen  mit 
u,  v,  w,  so  dass  durch  Einführung  dieser  Grössen  die  sechs  Unbekannten 
auf  drei  reducirt  werden. 

Die  Coordinaten  der  dem  Anfangspunkt  zugewandten  Ecke  unseres 
Parallelepipedums  seien  x,  y,  z.  Durch  die  Verschiebungen ,  welche  die 
äusseren  Kräfte  bewirken,  werden  die  Coordinaten  dieses  Punktes  x  +  u, 
y  +  v,  z  -f-  w.  Die  Verschiebungen  sind  nun  für  die  verschiedenen  Punkte 
eines  Körpers  im  Allgemeinen  verschieden ,  sie  sind  Functionen  des  Ortes 
desselben,  also  von  x,  y,  z  und  zwar  können  wir  annehmen,  dass  sie  stetige 
Functionen  der  Coordinaten  sind;  denn  wenn  wir  auch  zugeben  müssen, 
dass  jeder  Körper  zusammengesetzt  ist  aus  getrennt  liegenden  Molekülen, 
so  können  wir  dann  noch  die  Verschiebungen  beziehen  auf  die  zwischen 
den  materiellen  Theilchen  hegenden  Punkte  und  diese  durch  u,  v,  w  be- 
stimmen. 

Man  erhält  nun  die  Verschiebungen  der  anderen  drei  Ecken  des  Pa- 
rallelepipedums, welche  an  die  obige  anstossen,  und  die  Coordinaten 

x  +  dx,  y,  z, 

xi        y  +  dy*        z> 

x,  y,  z  +  dz  haben, 

wenn  man  in  den  Funktionen  u,  v,  w  setzt  1)  x+dx  statt  x,  2)  y +dy  statt 
y  und  3)  z  +  dz  statt  z.  Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  sind  demnach 
mit  Berücksichtigung  der  nach  dem  Obigen  erlaubten  Vernachlässigungen 
die  Coordinaten  der  drei  verschobenen  Ecken : 

x  +  dx  +  u  +  ^dx,  x  +  v  +  ^-dx,  z_|-w+^dx, 

öu ,  ,  3v  ,  3w  , 

x  +  u+3y y'  y+dy+v+äydy'       z+w+^dy' 

x-fu-f^dz,  y  +  v+^dz,     z  +  dz-fw  +  ^dz. 
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Man  erhält  dann  die  Projectionen  der  verschobenen  und  verlängerten 
Kanten,  wenn  man  die  Coordinaten  des  verschobenen  ersten  Eckpunktes 
von  den  eben  gefundenen  Werthen  abzieht    Diese  Projectionen  sind: 

1+5i)dx'      £dx«       &dl' 

Die  Quadrate  der  Kanten  sind  nun  die  Summen  der  Quadrate  ihrer 
Projectionen.  Dann  erhalt  man  das  Quadrat  der  veränderten  Kantenein* 
heften,  wenn  man  mit  dx',  dy*,  dz1  dividirt.  Bezeichnet  man  ferner  die 
Längeneinheitsänderung  (speciflsche  Längenänderung)  projicirt  auf  die 
Aien  mit  er,  /?,  y,  so  erhält  man  folgende  Gleichungen : 

('^y+ß)'-^)'-™ 

Wenn  ferner  a,  b,  c  die  Richtungen  der  Kanten  des  ursprünglichen 
und  a',  b',  c'  die  des  verschobenen  Parallelepipedums  und  die  nebeneinander 
gesetzten  Buchstaben  die  Winkel  dieser  Richtungen  bedeuten,  so  ist 

cos  b'c'  =  cos  b'x  cos  c'x-f-cos  b'y  cos  c'y +cos  b'z  cos  c'z=cos  (-=  — g>  j, 
tos  bV  =  cos  b'x  cos  a'x+cos  b'y  cos  a'y +cos  b'z  cos  a'z=cos  [  *-  —  tf>  J, 

cos  cV  =  cos  c'x  cos  a'x + cos  c'y  cos  a'y -|- cos  c'z  cos  a' z  «-  cos  ( -^  —  %\ 

wo  cp,  xp,  x  unserer  Annahme  nach  nur  kleine  Winkel  sein  können.  Die 
cos  der  Winkel,  welche  die  neuen  Kanten  des  Parallelepipedums  mit  den 
Coordinaten  bilden ,  findet  man ,  indem  man  die  unter  (C.)  genannten  Pro- 
jectionen durch  die  Längen  unter  (D.)  dividirt.  Dies  ausgeführt  giebt  die 
folgenden  Gleichungen : 

du  du       (        öv\  3v   .dwf        5w\ 


'2_J\_5lJ* 


/         d\\dv       övr  (        dw\ 

(*+5JÄ  + Tj  [l  +  X) 


+  1  + 


(1+0(1+/) 


608  (i-») 

(du\  du       3v/         d\\       öw  dvf 
du  (        du\       5t  dv   ,   (.   .   cht\  dw 

(n       \      5i[i  +  Si)  +  3V  Fx  +  [i  +  &)-& 
C0SV2~V  (l  +  y)  (i  +  «)  "    • 


6  I.  EUsticität. 

Die  Ausdrücke  in  (D.)  und  (E.)  können  wir  unserer  Annahme  nach 
vereinfachen ;  denn  es  sind  nach  dieser  die  Grössen  <*,  /?,  y,  gp,  %i  V  kleine 
Grössen  und  im  Allgemeinen  auch  u,  v,  w  und  deren  Differentialquotienten. 
Dies  ist  freilich  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  eine  oder  zwei  Dimensionen  des 
Körpers  sehr  klein  werden,  denn  bei  diesen  kann,  wenn  auch  die  Ver- 
schiebungen in  den  Elementen  sehr  klein  sind,  durch  Zusammensetzung 
der  Elementenverschiebungen  doch  die  räumliche  Verschiebung  des  Ganzen 
gross  werden.  Es  sind  ferner,  da  die  hier  genannten  Winkel  sehr  klein 
sind,  dieselben  als  Längen  ausgedrückt,  die  Grössen  der  Verschiebungen, 
so  dass  wir  dann  eine  Beziehung  zwischen  dem  Coefßcienten  der  Ausdeh- 
nung und  Verschiebung  finden  können.  (VergL  §  73,  3.)  Vernachlässigen 
wir  demnach  die  höheren  Potenzen  und  Produkte  der  Differentialquotienten, 
so  erhalten  wir  statt  der  Gleichungen  (D.)  und  (E.)  folgende: 

du  dv       3w 

öw  du   ,    3v 

y  =  ^     *-^  +  s- 

Mit  Hülfe  dieser  Grössen  kann  leicht  die  Aenderung  der  Volumenein- 
heit, die  mit  V  bezeichnet  werden  soll,  berechnet  werden.  Aus  dem  ur- 
sprünglichen Volumen  dx  dy  dz  wird  nämlich 

dxdydz(l+a)(l+/?)(l+y), 
also  ist  aus  der  Volumeneinheit  geworden 

(l+a).(l+fl(l+y). 

Vernachlässigen  wir  nun  bei  der  Entwickelung  die  Produkte,  so  er- 

giebt  sich 

v du       8v       öw 

5x  dy  dz ' 
Zur  Lösung  unserer  Hauptaufgabe,  die  Spannungen  durch  die  Ver- 
schiebungen auszudrücken,  müssen  wir  überlegen,  dass  jedenfalls  die  Ver- 
änderung, welche  die  Entfernung  zweier  benachbarter  Moleküle,  also  die 
Verlängerung  er,  welehe  jede  Längeneinheit  erfährt,  von  der  Spannung,  die 
wir  mit  P  bezeichnen,  abhängt  und  umgekehrt.  Dies  sei  angedeutet  durch 
P  =  f  (a).  Verschwindet  er,  so  muss  auch  P  aufhören.  Weil  ferner  a  eine 
sehr  kleine  Grösse  ist,  so  kann  f  (a)  nach  Potenzen  von  a  entwickelt  werden 
und  in  dieser  Reihe,  in  der  ein  Glied  ohne  a,  da  für  a  =  0  auch  P  =  0, 
nicht  vorhanden  ist,  können  die  höheren  Potenzen  von  a  gegen  die  erste 
vernachlässigt  werden,  so  dass  also  ist  P  =  E.cr.  (cf.  Nr.  6.)  Dasselbe  gilt 
auch  bei  kleinen  Veränderungen,  wie  wir  sie  hier  annehmen,  wenn  a  nega- 
tiv ist,  also  P  nicht  Zug  sondern  Druck  ist.  Eine  diesem  analoge  Betrachtung 
lässt  sich  machen  in  Bezug  auf  die  Spannung,  welche  entsteht,  wenn  die 
einzelnen  Querschnitte  sich  gegeneinander  verschieben.  Es  folgt  daraus, 
dass  die  Spannung,  welche  durch  eine  massig  grosse  Winkelveränderung  q> 
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hervorgebracht  wird,  diesem  Winkel  proportional  geseif  t  werden  kann,  also 
P  »sFqp.  Nach  dem  allgemeinen  mechanischen  Principe  (f  228),  dass  eine 
Reihe  von  Ursachen,  deren  jede  einzelne  eine  sehr  kleine  Wirkung  hervor* 
ruft,  in  ihrem  Zusammentreffen  nur  die  Summe  jener  Einielwirkungen  er* 
zeugt,  wird  man  dann  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (F.)  den 
betreffenden  Spannungen  folgende  Ausdrücke  geben  können. 

In  diesen  Gleichungen,  die  ebenso  für  die  drei  verschiedenen  N  und  T 
aufzustellen  sind,  giebt  es  demnach  36  unbestimmte  Coefficienten ,  die  bei 
homogenen  Körpern  constant  sind,  sonst  aber  von  einem  Punkt  zum  andern 
veränderlich  sind. 

In  diesen  allgemeinen  Ausdrücken  werden  nun  für  Körper  von  con- 
stanter  Elasticität,  wie  unter  5.  gezeigt  werden  soll,  einige  der  Coefficienten 
verschwinden,  andere  einander  gleich  werden. 

3.  Bestimmung  der  Spannungen  bei  vorhandener  Dehnung 

oder  Torsion. 

a)  Unterwerfen  wir  einen  festen  Körper,  der  homogen  und  von  con- 

stanter  Elasticität  ist,  einer  Gestaltsänderung,  so  dass  aUe  Moleküle  parallel 

der  zAxe  proportional  ihrer  Entfernung  von  der  xy  Ebene  verschoben  sind, 

d.  h.  unterwerfen  wir  den  Körper  einer  Dehnung,  so  können  wir  das  Gesetz 

der  Verschiebung  ausdrücken  durch 

u  «=■  o,  v  —  o,  w«czt 
wo  c  constant  ist. 

Bestimmen  wir  nun  die  elastischen  Spannungen  auf  ein  Element  to 
senkrecht  zur  xAxe,  also  die  Grössen  N„  TXI,  Txy. 

Sei  p  (Fig.  1 )  ein  Punkt  des  Elementes  <5,  dessen  Normale  j<N  parallel 
der  x  Axe  ist,  und  m  ein  Punkt  auf  der  einen  Seite  von  w.  Legt  man  eine 
Ebene  durch  die  Normale  /uN  und  die  Linie  pm  und  Fig.  t. 

zieht  in  derselben  eine  Linie  m/u',  so  dass  Z.  m/iN  *» 
Z_m'/<N  ist,  so  muss  sich  in  der  Entfernung  pm'***jum 
in  m'  in  Folge  der  vorausgesetzten  Homogenität  des 
Körpers  ein  materieller  Punkt  befinden.  Geben  wir  „ 
nun  dem  Körper  als  Ganzen  eine  der  Ausdehnung  ent- 
gegengesetzte Bewegung,  bis  fi  in  seine  alte  Lage  zu- 
zückkehrt,  so  kommen  die  Punkte  m  und  m'  nicht  in 
die  ahe  Lage,  sondern  der  eine  Punkt  m  bleibt  noch 
um  ebensoviel  unter  der  alten  Lage  als  der  andere  m'  M* 

Ober  dieselbe  gekommen  ist.  Seien  n  und  n'  die  so  erlangten  Orte  der 
Massenpunkte  m  und  m'.  Die  beiden  Spannungen,  welche  von  den  Punkten 
n  und  'n  ausgehen  und  Folge  der  Verrückungen  von  mn  und  mV  sind,  werden 
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Fig.  2. 


proportional  sein  den  Projectionen  der  Linien  mn  und  mV  auf  die  Linien 
/im  und  /um',  welche  einander  gleich  sind.  Die  beiden  Punkte  m  und  m', 
die  der  Voraussetzung  gemäss  gleiche  Massen  haben ,  bringen  auf  /i  zwei 
gleiche  Anziehungen  hervor,  von  denen  die  eine  in  4er  Richtung  /im,  die 
andere  nach  /im'  wirkt,  so  dass  deren  Resultante  senkrecht  zu  a>  ist.  Das- 
selbe, was  hier  von  den  beiden  Punkten  m  und  m'  gesagt  ist,  muss  gelten 
von  allen  Punktpaaren.  Es  ergiebt  sich  also  das  allgemeine  Resultat:  Wenn 
die  Verschiebung  gegeben  ist  durch  die  obigen  Formeln,  so  sind  von 
den  drei  Spannungen  NM  Txy,  TXI  nur  vorhanden  N,,  während  Tjy,  T« 
sind  =  o. 

b)  Unterwerfen  wir  einen  homogenen  Körper  von  constanter  Elastici- 
tät einer  Drehung  um  die  zAxe,  so  dass  jedes  Molekül  in  einer  Ebene  pa- 
rallel der  xy  Ebene  einen  Bogen  beschreibt,  der  proportional  der  Entfernung 
des  Punktes  von  der  zAxe  und  der  Entfernung  von  der  xy  Ebene  ist. 

Diese  Verschiebung  ist  gegeben  durch  u  =  —  cyz,  v  =  cxz,  w  =  o, 
wo  c  constant  ist. 

Man  suche  dann  die  Grösse  der  Werthe  N,,  Txy,  Txz.  Sei  /i  (Fig.  2) 
ein  Molekül  des  Körpers,  m  und  mf  zwei  in  Bezug  auf  die  Normale  auf  das 

Element  senkrecht  zu  x  symmetrisch 
gelegene  Punkte  in  einer  Meridian- 
ebene. Diese  Punkte  m  und  m'  können 
wegen  der  angenommenen  Homogeni- 
tät des  Körpers  betrachtet  werden  als 
die  Projectionen  je  zweier  anderer  ma- 
terieller Punte  MM,  und  M'M/,  von 
denen  M  und  M'  ebensoweit  vor  der 
Meridianebene  hegen,  als  M,  und  M/ 
hinter  derselben  sind.  Bringt  man  nun 
auf  den  ganzen  Körper,  nachdem  die 
oben  angegebene  Torsion  stattgefunden 
hat,  eine  Rotation  um  die  zAxe  an, 
welche  /i  in  seine  erste  Lage  zurückbringt  und  die  Elasticitätsverhältnisse 
unverändert  lässt,  so  werden  die  Verschiebungen  von  M,  Mf,  M',  M/  in  Be- 
zug auf  /i  Bogen  von  gleichen  Halbmessern  beschreiben,  aber  die  der  Punkte 
M  und  M;  werden  von  hinten  vor  die  Meridianebene  gehen  und  M'  und  M/ 
werden  noch  hinten  bleiben.  Daraus  geht  hervor,  dass  M  und  M/  sich  von 
ja  entfernt  haben,  während  M,  und  M'  sich  diesem  Punkte  genähert  haben. 
Die  Abstände  /iM,  /iM,,  /iM',  /*M/  sind  aber  einander  gleich ;  die  Projectionen 
der  Verschiebungen  auf  diese  Linien  sind  also  auch  gleich.  Die  vier  elasti- 
schen Wirkungen  auf  /*,  welche  von  diesen  Punkten  ausgehen,  haben  dem- 
nach gleiche  Intensitäten,  aber  zwei  sind  Anziehungen,  gerichtet  nach  /<lf 
und  /iM/,  welche  sich  zusammensetzen  auf  der  Normale  zu  cJ,  die  beiden 
anderen  sind  Abstossungen,  gerichtet  nach  M,/i  und  M'/i,  die  sich  auf  der 
Normale  zu  cj  zusammensetzen.  Diese  beiden  Resultanten,  die  absolut  gleich 
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aber  relativ  entgegengesetzt  sind,  heben  sich  demnach  auf.  Zu  demselben 
Resultate  kommen  wir  durch  Betrachtung  aller  denkbaren  Gruppen  von 
Massentheilchen ;  es  ist  daher  die  ganze  Resultante  oder  die  gesuchte  ela- 
stische Kraft  auf  das  Element  senkrecht  zu  x  verschwunden,  d.  h.  Ni  =  o, 
Tiy  =■=  o,  TXI  =  o. 

Ueber  N3,  TIX,  T^  können  wir  bei  Beibehaltung  desselben  Verschie- 
bungsgesetzes auch  ein  Resultat  erhalten.  Nehmen  wir  in  der  Ebene  unseres 
Elementes,  das  der  eingeführten  Bezeichnung  gemäss  senkrecht  zur  x  Axe  ist, 
von  dem  Punkte  (i  einen  Punkt  m  in  Entfernung  pm  in  der  Meridianebene, 
so  können  wir  diesen  als  die  Protection  zweier  Punkte  M  und  M,  ansehen. 
Machen  wir  dann  die  dem  obigen  entsprechende  Zurückdrehung,  so  haben 
wir  zwei  Wirkungen,  die  an  Intensität  gleich,  aber  entgegengesetzt  sind, 
ihre  Resultante  ist  dann  senkrecht  auf  die  Meridianebene  und  horizontal. 
Dasselbe  gilt  von  allen  Gruppen  M  und  M,.  Es  ist  mithin  nur  vorhanden 
T,y,  während  N3  =  o  und  TIX  =  o  ist 

Für  dieses  Verschiebungsgesetz  gilt  also: 

Nt  =  N,  =  Txy  =  T„  —  T„  — >  o  und  bleibt  nur  Tiy. 

4.  Ausdrücke  der  Spannungen  für  ein  anderes  Coordinaten- 

system. 

Das  neue  Coordinatensystem  sei  bezeichnet  durch  x',  y',  z*  und  alle 
Grössen  in  diesem  Coordinatensystem  seien  von  denen  im  alten  unter- 
schieden durch  einen  Accent. 

Werden  dann  die  cos  der  Winkel,  welche  die  Lage  der  neuen  Coordi- 
natenaxen  gegen  die  alten  bestimmen,  mit  m,  n,  p  bezeichnet,  so  geben 
die  bekannten  Transformationsformeln: 

x  —  m,  x'  +  m,y'  +  m3z', 
y  =  n,x'  +  n,y'  +  n3z',  \   (a.) 
z  —  p,x'  +  p,y'  +  p^j 
\jf  =*  nijU  -{-  n,v  +  ptw, 
v*  —  mau  +  n,v  +  ptw,  \    (ß.) 
w'  =  m3  u  +  n3v  +  p,w. 
Man  erhält  nun  die  neuen  Differentialquotienten  als  Functionen  der 
alten,  indem  man  differenzirt  die  Function  u',  v',  w'  als  Functionen  von 
u,  v,  w  nach  (/?.),  welche  sind  Functionen  von  x,  y,  z,  die  wiederum  nach 
(c.)  Functionen  von  x',  y',  z'  sind. 
Diese  Rechnung  gibt : 

du!         .  3u   ,      ,  d\   .      ,  5w  ,  (ö\   ,    öw\ 

C/V      n\v'  Hn' 

TT"  /T7"'  w*rc*  ^ann  aus  TT"  wenn  w*r  statt  des  I^ex  1  setzen  2,  3. 
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cV   t    dw'        -  du    ,    ,  .  N  /dv       dw\ 

^>  +  ^  =  2m*m35-x  +  (n2p3+n3p2)^+^j 

+  2n2n,J  +  (p2m3  +  p3  m*)  (£  +  ^J     (<?.) 

+  2  p2  p3  3-  4-  (m*  n3  +  m3  n2)  f  ^  +  ^  j. . 

t)w'      öu'        öu'      <9v' 
Daraus  folgt  ^t+  h-  und  ^7+  5-,  durch  Vertauschung  der  Indi- 

ces  2,  3  mit  3,  1  und  1,  2. 

Wie  die  N  und  T  sind  die  Componenten  der  Elasticitätskräfte  auf  Ele- 
mente, die  senkrecht  stehen  auf  den  alten  Axen,  so  sind  die  Nf  und  T'  die 
Componenten  auf  Elemente,  die  senkrecht  stehen  zu  den  neuen  Axen.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  Componenten  der  letzteren  Elasticitätskräfte  nach  den 
alten  Axen  durch  X'i ,  Y'-, ,  Z'j ,  so  erhalten  wir  nach  dem  aus  Nr.  1  (B.)  ge- 
schlossenen Satze  folgende  Gleichungen : 

X;  =  mt  N't  +  m2  T'xy  +  m3  T'„  =  m,  Nt  +  n,  Txy  +  Pl  TXI, 
Y;  =  n,  N',  +  n2  T'xy  +  n3  T'„  =  m,  Txy  +  n,  N2  +  Pl  Tyx, 
Z;  =  Pl  N',  +  p2  T'xy  4  p3  T'X2  =  m,  TX2  +  n,  Tyl  +  Pl  N„ 
X'2  =  m,  T'xy  4-  m2N'2  +  m3  T'y2  =  m4  N,  +  n2  T^  +  p2  Txz, 
Y;  =  n,  T'xy  +  n2  K;  +  n8  T'yi  —  m2  Txy  +  n2  N2  +  p,  Ty„  («.) 
Z;  =  i>,  T'xy  +  p,  N'f  +  p3  T'yl  —  ma  TXI  +  n2  Tyi  +  p2  N3, 
X3=  mf  T'„  4-  m8  T'yz  +  m3  N3  =  m3  Nt  4-  n3  Txy  4-  P8  Tö, 
Y;  =  n,  T'„  4-  n«  T'y,  4-  n3  N3  =  m3  Txy  +  n3  N2  +  p,  V 
z;  =  Pl  T'u  +  p2  T'yi  +  p8  N3  =  m3  T„  +  n3  Ty,  4-  p3  N3. 

Man  findet  daraus  die  N'  und  T'  durch  Addition  von  drei  Gleichungen 
einer  jeden  Gruppe,  wenn  dieselben  vorher  respective  durch  mi,  n{,  pi,  wo 
i  nach  der  Reihe  1 ,  2,3  ist,  multiplicirt  worden  sind,  und  man  bedenkt, 
dass  mf  4-  n?  4*  pf  «=*  1  ist. 

1)  N't  —  m?  N,  4-  n*  N,  4  p?  N3+ 2  n,  Pl  T„+ 2  Pl  m,  Txl + 2  m,  n,  Txy. 
Daraus  ergiebt  sich  N2  und  N,  durch  Vertauschung  der  Cos  Indices  1 

mit  2  und  3. 

2)  T'y2  =  m*  m3  N,  4-  n,  n3  N,  +  p.2  p,  N3  4-  (n2  p,  4-  n3  P2)  Ty, 

4-  (Pi  «»3  4-  Pj  m«)  T„  4-  (mt  n3  4-  m3  n2)  Txy. 
Daraus  ergiebt  sich  T„  und  Txy  durch  Vertauschung  der  Cos  Indices 
2,  3  mit  3,  1  und  1,  2. 

Aus  den  Gleichungen  (y.)  folgt  durch  Addition  bei  Berücksichtigung 
der  bekannten  Gleichung  zwischen  den  m,  n,  p,  dass  ist 

du'       d\'       dw* du       dv       öw 

Ä~' +  «57  +  5?  —  5i  +  ^  +  ^SÄV' 

Die  kubische  Ausdehnung  ist  also  stets  gleich  der  Summe  der  drei  zu 
einander  senkrechten  linearen  Ausdehnungen. 
Die  drei  Gleichungen  1)  geben 

Nf  4- K',  +  K',  —  Nt  +  N,  4- Nr 
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5.  Vereinfachung  der  Coefficienten  der  Spannungen  für 
Körper  von  constanter  Elasticitat. 

Die  36  Coefficienten  der  Formel  (G.)  reduciren  sich  zunächst  durch 
folgende  Betrachtung.  Handelt  es  sich  um  N, ,  also  die  Normalspannung  auf 
ein  Element  senkrecht  zu  x,  so  wird  in  Bezug  auf  diese  u  eine  andere  Rolle 
spielen,  als  v  und  w,  und  letztere  werden  wiederum  in  Bezug  auf  diese 
Spannung  denselben  Einfluss  haben ,  es  werden  demnach  erstens  die  Coef- 

C7V  ÖW 

ficienten  von  jr-  und  5-  dieselben  sein,  aber  verschieden  von  dem  Coeffi- 
cienten von  jr- .    Eben  deswegen  wird  ( ^"  +  tt;  )  einen  Coefficienten 

haben,  der  verschieden  ist  von  den  Coefficienten  der  Binome  3-  +  -5-  un& 

ex       dz 

*  +  *-,  die  wiederum  denselben  Coefficienten  haben  müssen.  Da  ferner  bei 

cy    dx 

einer  Umänderung  der  Benennung  der  Axen  N,  entweder  übergeht  in  Ns 
oder  N3,  so  können  die  Coefficienten  der  drei  Normalspannungen  nicht  von 
einander  verschieden  sein,  so  dass  wir  nun  statt  der  dort  eingeführten  18 
Coefficienten  nur  4  von  einander  verschiedene  behalten.  Eine  ähnliche 
Betrachtung  reducirt  die  für  die  Tangen tialspannungen  eingeführten  18 
Coefficienten,  so  dass  wir  im  Ganzen  noch  8  von  einander  verschiedene  be- 
halten, die  sich  wie  folgt  zusammenstellen  lassen  : 


du 

öv 

dx 

dj 

N, 

A. 

B 

N, 

B. 

A 

N, 

B. 

B 

TP  = 

T.r 

3t 

• 

T„  = 

T„ 

» 

% 

Tö  = 

Trx 

». 

» 

B 
B 
A 


dv     dw 


dw     da 
Si~r  dv   dx      di 


D 
E 
E 


du      dv 
dj  +  6i 


E 
D 
E 

e. 


E. 
E. 
D. 

a. 


Mittel  zur  weiteren  Vereinfachung  liefert  3. 

Nach  a)  ist 

=  0,  T„  —  0. 


*i 


Unsere  Tafel  giebt  aber  mit  Berücksichtigung  der  dort  gegebenen 
Werthe  von  u,  v,  w : 


T^  =-  Hc,  T„  —  »c. 


Da  nun  c  nicht  gleich  0  ist,  so  muss  31  =  33  *=  0  sein. 
Nach  b)  ist 

N,  —  0,  N,  —  0,  TXI  —  0,  T„  —  0. 
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Unsere  Tafel  giebt  aber  für  y  =  0  mit  Berücksichtigung  der  dort  an- 
gegebenen Werthe  von  u,  v,  w: 

H%  —  Dcx,  N3  =  Ecx,  Txy  =  Sex,  TXI  =  (gcx, 
folglich  muss  sein  D  =  E  =  6  =  0. 

Es  bleibt  mithin  nur 

»-4" +4; +4" 

t,.  - 1.  -«>(*  +  %) 

r.  -  t.  -  »  ^  +  g), 

T.-T, -»(*  +  *). 

Auf  diese  Ausdrücke  wenden  wir  nun  die  Transformationsresultate 
von  4.  an. 

Wegen  der  vorausgesetzten  Homogenität  und  Constanz  der  Elasticität 
muss  gelten  z.  B.       -,,        .  du'      D  3v'  dw' 

*1=A5?  +  Bö?  +  B5^ 

Man  findet  aber  mit  Hülfe  der  Transformationsformel  (1.)  nach  einiger 
leichten  Umänderung: 


D  /3u'  <V  3w'\  /         ÖU  2  ÖV  8w\ 


2  ©  [■.  p.  (a  +  |J)  +  p>  m«  (ar+ar) + m'n-  (|+l)]' 


+ 


+2  £)  Coeff.,  wenn  4.  (y.)  berücksichtigt  wird. 
'  Setzt  man  dann  2  £)  =  A  —  B,  so  wird 

Ki         n  /^u'    ,    ^v'    ,    dw'\    ,    ,.      D.  du'    ,  .      .         . 

1  =     \3?  +  ~5f  +  81')  +  ( A~"B)  d?'     L  me  vcrlan«t' 

du'  f7\'  €j\1/' 

=  Aä?+B^+BS7- 

Es  bleiben  mithin  nur  zwei  noch  weiter  zu  bestimmende  Coeflicienten 
übrig,  A  und  B. 

6.   Bestimmung  der  Coefficienten  A  und  B. 

Unterwerfen  wir  einen  prismatischen  Korper  einer  Zugkraft  in  der 
Richtung  seiner  Längsaxe,  die  auf  die  Einheit  der  Fläche  =  P  sei,  so  wird 
derselbe  in  seiner  Längsrichtung,  die  mit  der  z  Achse  zusammenfalle,  einen 
Zug  erleiden  und  gleichzeitig  eine  Quercontraction. 
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Die  Verschiebungen  nach  den  Coordinatenaxen  lassen  sich  dann  aus- 
drücken durch: 

u  —  — ax,  v  —  —  ayt  w  —  cz. 
Hit  Berücksichtigung  dieser  Werthe  ist : 

N,  —  N,  —  Bc— (B  +  A)  a,  N,  —  Ac-2  Ba. 
Da  nun  unserer  Annahme  zu  Folge  die  Nt  und  N,  überall  dieselben 
und  an  der  Oberfläche  =  0  sind,  wahrend  daselbst  N3  —  P  ist,  so  gilt : 

Bc— (B  +  A)  a  —  0.    P  —  Ac— 2  Ba. 
Daraus  ergiebt  sich 

BP  P  (B  +  A) 

A  (A  +  B)  —  2  B*f     C  ™  A  (A  +  B)  —  2  B*' 
Nun  ist  nach  §  65  c  —  £P,  also  muss  sein : 

E  A  +  B 

A(A  +  B)— 2B1# 

Setzen  wir  ferner  nach  §  65  a  =*=/^c,  wo  also  p  ist  das  Verhältniss  der 
Quercontraction  zur  Längenausdehnung,  so  finden  wir 

uE— B 

*"*       A  (A  +  B)  —  2  B'# 

Die  Einführung  dieser  durch  Experimente  zu  bestimmenden  Werthe 
von  £  und  \i  ergiebt  dann  mit  Hülfe  der  letzteren  Gleichungen : 

Die  Spannungen  erhalten  dann,  wenn  noch  die  Volumenänderung  V 
eingeführt  wird,  die  folgenden  einfachen  Werthe : 


HJ.  * 


'E(l  +  ft)[ßi'r  1  —  2p 
Nt  — 


B(l+n) 


du 


t* 


„,_•_,  r?+ 


°>   J 


L^  +  rr-2— v 


*=V} 


E{l+fi)l& 

T      —  T      mm  1  fÖV  _1_  dv,\ 

TT  l         /dw   i    ö"\ 

l"  "  T"  ™  iBu+fi)  \di  +  K/ 

T     =       =        *         ^n 


(H.) 


XJ  2  £(14-/i) 

Daraus  findet  man  dann : 


/du       9v\ 


du  rlv         r)\v 

s  =  s  =  E  [N,  -  /t  (N,  +  N,)],  ^  +  ^  =  <p  -  2  £  (1  +/«)  V 
5-i  =  /J  =  £[N8-/«(N34N,)],^4-g  =  Z=2JB(l  +  /i)T„, 
Tl  =  y  =  E  [N3  -,,  (N,  4-  N,)],  gp  4-  Ä  —  V  =  2  £  (1  4-  f«)  T,T. 
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?•  Gleichgewichtsgleichungen  durch  die  Verschiebungen 

ausgedrückt. 

Die  gesuchten  Gleichungen  werden  erhalten,  wenn  die  Werthe  (H.)  in 

(A.)  und  (B.)  eingesetzt  werden.  Wir  führen  statt  des  Elasticitätscoefficien- 

l 
tea  E  ein  den  Elasticitätsmodul.  Nach  §  65  ist  dieser  »=*-,  Wir  setzen 

E 

in  Uebereinstimmung  mit  der  allgemeinen  Schreibweise  statt  m  immer  E. 

e     f*,   »>i   »b       i    av)    x    0 

E       /a'V  I  fV  I  ?V  1        1        aVU  Y  -  0  fAI 

iajw,asw,öv      i    övi 

■  K^+r=^v)C08p+(l+^)C0sq+(ä+^) 

/du  ,  3v\         ,  rt/öv         /i        \  /<9v     <9w\  _         /D, 

■  U+^Jcosp+H^+i32^vjco^+U+^JCO8r=Pc08X' (B) 

/du  ,  öw\  /Sv     5w\  ->/<3w  tf       ,.\ 


E 

2(l+/i) 
E 

2(l+iu) 

E 

2(1+/*) 
E 


cosr=fcos7f, 


2(1  +  /«) 


Somit  sind  statt  der  6  unbekannten  Grössen  N  und  T  nur  noch  3, 
nämlich  u,  v,  w,  verbanden.  Diese  Gleichungen  können  nun  auch  leicht  auf 
Bewegungen  mit  Hülfe  des  Princips  von  D'Alembert  erweitert  werden,  in- 
dem man  statt  X,  Y,  Z  sagt: 

..         d*u   v         d*v  d*w 

X-ddt^'Y-ddP'  Z-ddt*' 
wo  d  die  Masse  der  Volumeneinheit  oder  die  Dichtigkeit  und  t  die  Zeit  be- 
zeichnet. 

Diese  Gleichungen  müssen  auch  noch  gelten,  wenn  eine  oder  zwei 
Dimensionen  gegen  die  noch  übrigen  verschwinden,  nur  gehören  dann  noch 
weitere  Bedingungen  hinzu ,  welchen  die  Verschiebungen  genügen  müssen, 
es  müssen  nämlich  dieselben ,  wenn  man  die  Verschiebungen  des  ganzen 
Körpers  betrachten  will,  so  beschaffen  sein,  dass  derselbe  nicht  zerstört 
wird,  also  die  Continuität  des  aus  Elementen  bestehenden  Ganzen  gewahrt 
bleibe. 

8.   Stellungsfläche. 

Sind  für  einen  Punkt  des  Körpers  die  Grössen  N  und  T  bekannt,  so 
ßndet  man  die  Grösse  und  Richtung  der  Spannung  P  auf  ein  Element  und 
die  Lage  der  Ebene,  auf  die  sie  wirkt,  durch  die  Gleichungen  (B.);  denn 
TT,  x,  q  bestimmen  die  genannte  Richtung  und  p,  q,  r  die  Lage  der  Ebene. 

P2  erhält  man,  indem  man  die  Gleichungen  (B.)  quadrirt,  addirt  und 
bedenkt,  dass 

cosVr  +  cos2*  +  cos2(>  =  1  ist. 
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P=N2  cos  *  p+NJ  cos *  q+NJ  cos  •  r+2  (N,  Txy+N,  Txy+Tu  Tyi)  cos  p  cos  q 

+  2(NlT„+N3Txl+TxyTyf)cosp  cosr  (I.) 

+2(N,TJ1+N»TIf +T,y  Tu)co8  q  cos  r. 
Ist  gegeben  die  Richtung  dieser  Kraft  durch  die  Winkel  n,  x,  q,  so 
bleibt  uns  noch  zu  finden  die  Lage  der  Ebene,  auf  welche  sie  wirkt,  also 
die  Winkel  p,  q,  r,  so  dass  die  cos  dieser  Winkel  aus  der  Gleichung  (I.)  eli- 
minirt  werden  können.  Die  Berechnung  der  Functionen  dieser  Winkel  führt 
dann  zu  folgenden  Ausdrücken : 

N  cos  p  =  P  (A  cos  TT  +  F  cos  x  +  E  cos  g\ 

N  cos  q  =  P  (F  cos  it  +  B  cos  x  +  D  cos  g)y  (K.) 

N  cos  r  =  P  (E  cos  TT  +  D  cos  x  +  C  cos  g), 

wenn  zur  Abkürzung  geschrieben  ist 

N  =  N1N1NJ-2TxyTxxTyi-NlT?1-NtTJI-N3T»xt 
A  =  N,N3-T2I,    D  =  TxlTxy-N1TTlt 
B  =  N3Nt-Tx%,    E  =  Tx,Tyl-N,Txl, 
C  =  N,  N2  —  T|y ,    F  =  TyI  Tx^  —  N3  Txy . 

Diese  Gleichungen  lassen  eine  geometrische  Deutung  zu.  Um  nämlich 
zu  finden  die  Ebenen,  auf  die  eine  der  Richtung  nach  gegebene  Spannung 
wirkt,  denken  wir  uns  um  einen  Punkt  herum  nach  allen  möglichen  Rieh* 
tungen  die  Spannungen  gezeichnet  und  um  den  Punkt  als  Mittelpunkt  eine 
Fläche  f  construirt,  deren  Gleichung  ist: 

Ax2  +  By2  +  Cz2  +  2  Fxy  +  2  Dyz  +  2  Exz  —  Const.  —  f (xy z)  —  0  (L.), 
so  ist  x  :  y  :  z  =  cos  TT :  cos  x :  cos  q. 

Dann  ist 

cos  p  :  cos  q  :  cos  :  r  =  A  cos  n  +  F  cos  x  +  E  cos  q 

:  F  cos  7t  +  B  cos  x  +  D  cos  q 
:  E  cos  it  +  D  cos  x  +  C  cos  q 
=  <?f .  öf  .  <9f 

—  dx  '  8y *  5y* 
Diese  Proportion  ist  aber  das  Kennzeichen  dafür,  dass  p,  q,  r  die  Rich- 
tung der  Normale  an  die  Fläche  (L.)  im  Punkte  x,  y,  z  derselben  bestimmt. 
Somit  ist  die  Tangentialebene  an  die  Fläche  (L.)  im  Punkt  x,  y,  z  diejenige 
Fläche,  auf  welche  die  Spannung,  gerichtet  vom  Mittelpunkt  der  Fläche 
nach  dem  Berührungspunkt,  wirkt. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  folgende  allgemeine  Bestimmung:  Legt  man 
durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  (L.)  eine  Ebene,  so  giebt  der  Radiusvector 
derselben  nach  dem  Berührungspunkt,  der  dieser  Ebene  parallelen  Tangen- 
tialebene die  Richtung  der  darauf  stattfindenden  Spannung  oder  kurz  die 
Richtung  der  elastischen  Spannung  Mt  zusammen  mit  dem  der  Ebene 
conjugirten  Durchmesser. 

Diese  Fläche  (L.)  des  zweiten  Grades,  die  also  jedenfalls  einen  Mittel- 
punkt hat,  aber  nicht  ein  Ellipsoid  sein  muss,  heisse  Stellungs fläche. 
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9«   Elasticitäts-  oder  Spannungsellipsoid. 

Die  unter  7.  gebrauchten  Gleichungen  geben  dann  noch  eine  Vor- 
stellung über  die  Grosse  der  Spannungen.  Tragen  wir  nämlich  auf  den  ge- 
zeichneten Richtungen  der  Spannungen  die  Grössen  derselben  auf,  so  ist 

X  =  P  COS  7T,  y  =  P  cos  x,  z  =  P  cos  Q. 

Dadurch  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (K.)  in 

N  cos  p  =  Ax  +  Fy  +  Ez, 
N  cos  q  =  Fx  +  By  -f-  Dz, 
N  cos  r  =  Ex  +  Dy  +  Cz. 

Werden  diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  so  erhält  man 
N2  «=  (Ax  +  Fy  +  Ez)2  +  (Fx  +  By  +  Dz)*  +  (Ex  +  Dy  +  Cz)*.     (M.) 

Diese  Gleichung  repräsentirt  immer  ein  Ellipsoid,  welches  Elastici- 
tätsellipsoid  (Spannungsellipsoid)  genannt  wird. 

Hiermit  ist  folgendes  allgemeine  Theorem  gefunden :  Wenn  man  durch 
einen  Punkt  eines  Körpers  sämmtliche  mögliche  Ebenen  legt  und  die  auf 
sie  wirkenden  Spannkräfte  der  Richtung  und  Grösse  nach  als  Radien  einer 
Fläche  betrachtet,  so  ist  diese  ein  Ellipsoid. 

In  Verbindung  dieser  Fläche  mit  der  Fläche  (L.)  erhalten  wir  folgendes 
Theorem: 

Nimmt  man  einen  beliebigen  Radius  der  Fläche  (M.)  und  zeichnet  die 
zu  dieser  Richtung  conjugirte  Ebene  in  (L.),  so  ist  dies  die  Ebene,  auf 
welcher  der  Richtung  und  Grösse  nach  die  Spannung  wirkt,  welche  vorge- 
stellt ist  durch  den  obigen  Radius. 

10*   Hauptspannungen. 

Zur  genaueren  Bestimmung  der  Spannungen  dient  ferner  die  Unter- 
suchung, ob  es  Ebenen  giebt,  auf  die  die  Spannungen  senkrecht  wirken, 
die  also  entweder  Zug-  oder  Druckkräfte  werden.  Giebt  es  solche,  so  fällt 
für  dieselben  p,  q,  r  zusammen  mit  jt,  x,  q.  Die  Bestimmung  der  Lage 
dieser  Ebenen  und  der  Grösse  der  betreffenden  Spannungen  muss  also  ge- 
funden werden  aus  den  Gleichungen  (B.),  wenn  statt  /r,  x,  q  gesetzt  wird 

P,  q,  r. 

Die  Gleichsetzung  dieser  Werthe  giebt: 

(Nt  —  P)  cos  p  -j-  Txy  cos  q  +  T„  cos  r  =  0, 
Txy  cos  p  +  (N2  —  P)  cos  q  +  Tyx  cos  r  =  0,  (N.) 

T»  cos  p  +  T,y  cos  q  +  (N3  —  P)  cos  r  =  0. 
Diese  Gleichungen  mit  cos2p  +  cos2q  +  cos2r  =  l  reichen  hin  zur 
Bestimmung  der  vier  Unbekannten  p,  q,  r  und  P.  Die  Elimination  der  Ver- 
hältnisse der  cos  giebt 


N,  -  P      T,y       Txl 

Tjy      N  —  P    Tyi 

=  0  oder 

T«         Tyi    N3  — P 
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0»3(N1-P)(Nt-P)(Ns-P)  +  2TiyTIITyl-(NJ-P)TJT 

—  (H—I^Ti  — (N.-PjTf,  —  0, 
oder  entwickelt 

-©=F_[N1+Ns+N,JP+[NtNH-N1Nrf-N,N1-TJy-TJ1-TJI]P 
+[N, N.N.+T,,  T„  Ty, -  N, TJ, -  N.TJ,  -  N,TL]  -  0. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  P,,  P„  P,  geben  dann  P  nicht  allein 
der  Grosse,  sondern  auch  dem  Vorzeichen  nach,  welches  entscheidet,  ob  Zug 
oder  Druck  vorhanden  ist.  Die  Gleichung  hat  jedenfalls  eine  reelle  Wurzel, 
es  soll  aber  bald  bewiesen  werden,  dass  alle  drei  reell  sind.  Die  aus  dieser 
Gleichung  berechneten  Spannungen  nennt  man  die  Hauptspannungen. 
Diese  Gleichung  giebt  nach  dem  in  der  Theoria  der  Gleichungen  be- 
handelten Gesetz  über  die  Abhängigkeit  der  Coefticienten  von  den  Wurzeln 
sogleich  drei  Relationen  über  die  verschiedenen  Spannungen. 

Da  die  Wahl  der  Coordinatenaien  für  unsere  Entwickelung  gleich- 
gültig ist,  so  würde  man  dieselbe  Gleichung  erhalten,  wie  auch  diese  liegen. 
Bezeichnen  wir  nun  die  Componenten  N  und  T  nach  einem  anderen  System 
mit  Accenten,  so  muss  eine  dem  Obigen  analoge  Gleichung  herauskommen, 
es  müssen  also  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  P  einander 
gleich  sein.  Dies  giebt  drei  Relationen,  von  denen  die  eine  ist 

NJ  +  H5  +  NJ  —  N'J  +  N'J  +  N'ä, 

d.  h.  für  jeden  Punkt  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Normalspannungen 
nach  drei  sich  rechtwinklig  schneidenden  Richtungen  constant.  Dasselbe 
ist  schon  in  5.  gefunden. 

Die  Richtungen  der  Ebenen,  auf  welche  die  Hauptspannungen  wirken, 
findet  man  dann  folgendermassen.  Bestimmt  man  aus  den  drei  Gleichungen 
für  p,  q,  r  das  Verhältniss  der  drei  cos,  so  erhält  man,  wenn  man  erst  die 
erste,  dann  die  zweite  und  dann  die  dritte  weglässt: 

cos  p  :  cos  q  :  cos  r 
=(N1-P)(N,-P)-T*I  :  T7lTtx-Tn(\-P) :  T^-T^-P) 
«TyxT^-T^N,— P)  :  (N,— P)(Nt— P)— Tt :  M^—T^N,— P) 
-T^Ty,— TM (Nt— P)  :  T„  T,, — T^N,— P):(Nt— P)(Nt-P)-T?y. 

Durch  Trennung  dieser  Proportionen  und  Anwendung  des  Satzes, 
dass,  wenn 

a  :  b  =  c  :  d 

a :  ß  wam  d  :  e  ist,  gilt 

acr :  b/S  =  c  :  e,  erhält  man  aus  den  obigen  Pro- 
portionen, dass  die  6  verschiedenen  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  sich 
verhalten  wie  die  Quadrate  und  Produkte  dieser  cos.  Man  kann  demnach 
setzen: 

m  cos*p=(N2— P)(N3— P)— TJ,,  m  cosq  cosr—T«^— Ty, (Nt— P), 
mcosJq=(N3— P)(N,— P)— T£,  m  cosrcosp—TyxTy,—  T„(N2— P), 
mcostr=(N1— P)(N2— P)— T*y,  mcospcosq^TxyTn  — T^N,— P). 

Kl  «in,  Theoria  der  Elatücitit  etc.  2 
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Den  Factor  m  können  wir  dann  bestimmen  mit  Hülfe  der  vierten  noch 
zu  erfüllenden  Gleichung  cos  *p  +  cos  2q  +  cos  2r  =  1.  Dies  giebt: 

m=(N2-P)  (N3_P)+(N3-P)  W-PJ+^-PK^-P) 

86 

rp2  T*  T*    

lyz  1«  Aiy ^p". 

Damit  erhalten  wir: 
cos 


cos 


P  =  J/[(N,  -  P)  (N3  -  P)  -  T*,] :  (-  J|), 
q  -  |/[(NS  -  P)  (N,  -  P)  -  T?J  :  (- JJ), 
-  J/[(N,  -  P)  (N,  -  P)  -  T|y] :  (- ||). 


cos  r 

Die  Vorzeichen  dieser  cos  bestimmen  sich  durch  die  anderen  aus  den 
Proportionen  abgeleiteten  Gleichungen.  Es  bleibt  aber  dann  noch  ein  Vor- 
zeichen unbestimmt.  Dies  thut  aber  keinen  Eintrag;  denn  wenn  man  bei 
allen  cos  das  Vorzeichen  in  das  entgegengesetzte  verwandelt,  so  heisst  dies 
nur,  dass  die  Normale  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  gezeichnet  ist, 
also  die  Lage  der  Ebene  immer  noch  dieselbe  bleibt.  Sei  nun  zu  genauerer 
Bestimmung  der  gegenseitigen  Lage  zweier  Hauptspannungen  Pt  und  P2  mit 
g>  der  Winkel  bezeichnet,  den  sie  miteinander  bilden,  und  pn  q„  r„  p2,  qw  r2 
seien  die  Winkel  derselben  mit  den  Coordinatenaxen.  Dann  hat  man 
cos  q>  =  cos  p,  cos  p2  -f-  cos  qt  cos  q2  +  cos  r,  cos  r2. 

Einen  anderen  Ausdruck  für  diesen  Winkel  erhalten  wir,  wenn  wir  in 
die  drei  Bedingungsgleichungen  (IN)  die  Werthe  P,,  p,,  qt,  r,  einsetzen,  die- 
selben respective  mit  p2,  q„  r2  multipliciren,  dann  addiren.  Diese  Rech- 
nung giebt: 

Pj  cos  q>  =  N,  cos  Pi  cos  p2  +  N2  cos  qt  cos  q,  +  N3  cos  r,  cos  r2 
+  Tyz  (cos  qx  cos  r2  +  cos  r,  cos  q2)  +  T,x  (cos  rt  cos  p2  +  cos  pt  cos  r2) 

+  Txy  (cos  pt  cos  q2  +  cos  q,  cos  p2). 

Wenn  man  aber  in  (N)  die  Werthe  P2,  p2,  q»  rs  einsetzt,  die  Gleichungen 
mit  Pi,  q,,  r,  resp.  multiplicirt,  so  erhält  man  links  P2  cos  q>  und  rechts 
denselben  Werth  wie  für  P,  cos  q>.  Es  ist  mithin 

P,  cos  q>  =  P2  cos  q>. 

Wofern  also  nicht  Pt  — P2  ist,  muss,  damit  diese  Gleichung  richtig  ist, 
g>  =  90°  sein,  d.  h.  je  zwei  Hauptspannungen,  wenn  sie  nicht  einander 
gleich  sind,  müssen  aufeinander  senkrecht  stehen,  mithin  stehen  alle  drei 
aufeinander  senkrecht. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung 

0  =  cos  Pt  cos  p2  -f-  cos  qt  cos  q2  -f-  cos  r,  cos  r2, 
welche  die  Bedingung  q>  =  90°  giebt,  lässt  sich  nun  beweisen,  dass  die 
Gleichung  0  =  0,  welche  die  drei  Hauptspannungen  giebt,  drei  reelle 
Wurzeln  haben  muss.    Wären  nämlich  P,  und  P2  conjugirt  imaginär,  so 
müssten  es  auch  die  ihnen  entsprechenden  cos  pt  und  cos  p2  etc.  sein.  Die 
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Produkte  zweier  conjugirter  Werthe  geben  aber  die  Summe  zweier  Quadrate, 
esmüssten  also  die  Summen  von  Quadraten  gleich  0  sein,  was  unmöglich  ist 

11.  Vereinfachung  der  gewonnenen  Gleichungen. 

Alle  Entwicklungen,  die  bis  jetzt  gemacht  worden  sind,  waren  ganz 
unabhängig  von  der  Wahl  des  Parallelepipedums,  wir  können  dasselbe  also 
auch  so  nehmen,  dass  dessen  Kanten  parallel  den  Hauptspannungen  sind. 
Dann  sind  zum  Gleichgewicht  nur  nöthig  Zug-  oder  Druckkräfte,  es  ver- 
schwinden mithin  alle  die  Kräfte,  welche  mit  T  bezeichnet  sind,  und  die 
N,,  N„  Ns  werden  nun  ersetzt  durch  P,,  P,,  P,.  Dadurch  vereinfachen 
sich  die  A,  B,  C,  D,  E,  F  in  8.  und  es  wird 

N  =  P1PlP„  A  =  P8P3,  8  =  ?,^,  C  =  PtPaundD  =  E  — F  — 0. 
<   Diese  Vereinfachung  giebt  dann  statt  der  Gleichungen  (L.)  und  (M), 
wenn  die  neuen  Coordinaten  mit  £,  17,  f  bezeichnet  werden, 

PTPf^Pj 

Die  Wahl  der  hier  auftretenden  Const.  ist  nur  abhängig  von  der  Art 
der  Hauptspannungen.  Sind  dieselben  gleichartig,  also  entweder  lauter  Zug- 
oder Druckkräfte  *  d.  h.  alle  positiv  oder  negativ,  so  ist  die  Stellungsfläche 
einElHpsoid,  dessen  Hauptaxen  proportional  den  Quadratwurzeln  der  Haupt- 
spannungen sind.  Ist  eine  der  Hauptspannungen  den  anderen  entgegen- 
gesetzt, so  erhält  man  je  nach  der  Wahl  der  Constanten  ein  hyperbolisches 
(mit  einer  Schale)  oder  elliptisches  (mit  zwei  Schalen)  Hyperboloid,  die  ge- 
trennt werden  durch  deren  Asymptotenkegel 

p/ p+p, 

Dass  es  bei  der  Construction  der  Stellungsfläche  nicht  auf  einen  be- 
stimmten Werth  der  Constanten  ankommt,  ist  selbstverständlich,  da  für  alle 
mit  veränderten  Constanten  construirten  Flächen  die  Lage  der  Ebenen  mit 
ihren  conjugirten  Durchmessern  dieselbe  ist. 

Der  eben  genannte  Kegel  ist  noch  besonders  durch  Folgendes  inter- 
essant. Für  einen  Radius  des  Elasticitätsellipsoides,  der  mit  dieser  Kegel- 
oberfläche zusammenfällt,  ist  die  Ebene  durch  ihn,  welche  den  Kegel  be- 
rührt, conjugirt  und  es  wirkt  mithin  die  Kraft  tangential.  Deshalb  nennt 
man  diesen  Kegel  Gleitungskegel. 

Wie  der  Gleitungskegel  alle  Ebenen  giebt,  in  denen  Tangentialkräfte 
wirken,  so  entscheidet  auch  die  Fläche  (L)  ganz  allgemein  über  die  Art  der 
elastischen  Spannungen ,  wenn  die  Art  der  Hauptspannungen  bekannt  ist. 
Wenn  nämlich  der  beliebig  gezogene  Radius  des  Elasticitätsellipsoides  trifft 
das  Hyperboloid  mit  einem  Mantel,  so  repräsentirt  er  eine  Kraft,  wie  die  ist, 
welche  doppelt  in  den  Hauptspannungen  vorkommen.    Trifft  der  Radius 

2* 
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das  andere  Hyperboloid,  so  entspricht  er  einer  Kraft,  wie  sie  unter  den 
Hauptspannungen  nur  einmal  vorkommt 

12.  ElasticitätsfUche. 

Die  Einführung  der  Hauptspannungen  und  der  neuen  Goordinaten 
vereinfacht  auch  den  Ausdruck  (L).  Es  ergiebt  sich  nämlich  dann 

P*  =  PJ  cosfp  +  PJ  cos*q  +  PJ  cos*r. 

Die  Grosse  dieser  Kraft  ist  gleich  dem  auf  der  Ebene,  auf  die  sie  wirkt, 
senkrecht  errichteten  Radiusvector  einer  Fläche,  deren  Gleichung  ist 

(£*  +  >?*  + fT  =  P?  r  +  r?  •?*  + PS  £*• 

Denn  es  ist  dann  das  Quadrat  eines  solchen  Radiusvectors 

ferner  ist 

cos  p  =  ~,  cos  q  =  ^,  cos  r  =  p,  also 

f  =  P  COS  p,    T]  ass  P  COS  q,    £  =  P  COS  T, 

Setzt  man  diese  erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung  der  Elasticitäts- 
fläche  ein,  so  erhält  man 

(P^cos^p+P^os^+P^cos^'^PJP^os'p+PJP'cos^+PiPcos^r, 
oder  nach  Division  mit  P*,  und  da 

cos  *p  -f-  cos  *q  +  cos  *r  =  1  ist, 
P*  =  p;  cos  *p  +  PI  cos  6q  +  PJ  cos  *r, 
wie  zu  beweisen  war. 

Diese  Fläche  heisst  Elasticitätsfläche.  Sie  ist  der  Ort  der  Fuss- 
punkte  der  Senkrechten  vom  Mittelpunkte  des  Elasticitätseüipsoides  auf  die 
Tangentialebenen  an  dasselbe.  Es  ist  nämlich  die  Gleichung  der  Berührungs- 
ebene im  Punkte  §',  if,  g 

pa    i     p2  T  pa         x» 

mithin  die  Länge  des  Perpendickels  vom  Mittelpunkt 

1 
P  — 


r    PJV   P*      P34 


und  die  cos  der  Winkel,  welche  diese  Linie  mit  den  Axen  bildet,  sind  einmal 


und  dann 


mithin  ist 


p2  P»  p2  P»  p»  P> 


7 


P  P  P 


ff-FsP1.  9-Jjrt      f=||P2><>der 

eri  ^f«  £M 

pjfiJ H_  n4  P2  r)* -i—  n4        P2  F2 =— D4 

Mb    —  piP»  r»  V    — j>¥  P  >       r3  b   — pa  P  • 
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Diese  Gleichungen  geben  durch  Addition  mit  Rückgicht  auf  die  Glei- 
chung des  Elasticitätsellipsoides 

13«  Hauptschubspannungen. 

Nach  (B)  ist  die  Nonnalcomponente  von  P : 

P  cos  n  cos  p  +  P  cos  x  cos  q  +  P  cos  q  cos  r. 
Es  ist  aber  für  unser  Coordinatensystem  nach  (B.) 
P  cos  7t  =  P,  cos  p,    P  cos  x  *-■  Ps  cos  q,    P  cos  ?  —  Pt  cos  r, 
mithin  für  dasselbe  Coordinatensystem 

9i  —  Pt  cos *p  -f-  Pt  cos *q -f- P,  cos  fr. 
Die  Tangentialspannung  SE  findet  sich  dann  unter  Berücksichtigung 
des  in  12*  gefundenen  Ausdruckes.  Es  ist 
5Ca=P*  —  5R* 

«Pfcos^+PJcos^+PJcos^— (Plcos,p+P1costq+P3cos,r)1. 
Zur  Bestimmung  des  Max.  und  Min.  von  %  ist  dieser  eben  gefundene 
Werth  als  Function  von  p,  q,  r  zu  betrachten.  Die  Untersuchung  der  sin- 
gulären  Werthe  von  %  führt  zu  folgenden  Bedingungsgleichungen: 
[(Pt  —  Pa)cos2p  +  2(P1—  PJcos*q]sin2p  —  0, 
(P,  —  P,)  cos  2  q  +  2  (P,  —  PJ  cos  f  q]  sin  2  q  —  0. 
Daraus  lassen  sich  die  folgenden  ausgezeichneten  Werthe  von  pt  q,  r 
zusammenstellen,  welche  diesen  Gleichungen  genügen: 


P 

q 

r 

1) 

0 

90 

90 

2) 

90 

0 

90 

3) 

90 

±45 

±45 

4) 

90 

90 

0 

5) 

+  45 

90 

+  45 

6) 

±45 

±45 

90. 

Von  diesen  Werthen  geben  1),  2),  4)  ein  Min.;  denn  diese  Richtungen 
bestimmen  die  Axen,  in  denen  es  nur  Normalspannungen  giebt.  3),  5),  6) 
geben  Maxima,  also  befinden  sich  dieselben  in  den  Ebenen,  von  denen  jede 
durch  eine  Axe  des  Spannungsellipsoides  geht  und  die  Winkel  der  anderen 
halbirt.  Diese  Haupttangenualspannungen  oder  Hauptschubspannungen 
sind:  1)  fürp  =  90  V   =i(P2  —  PJ, 

2)  -    q  =  90  Z"  —  i(P8  —  Pt), 

3)  -    r=90  2"'  =  i(Pt  —  PJ. 

14*  Specielle  Fälle  der  Hauptspannurfgen. 

1.  Es  seien  zwei  der  Wurzeln  der  Gleichung  0  «■=  0  einander  gleich, 
d.h.  zwei  Hauptspannungen  seien  einander  gleich,  aber  nicht =0  und  von 
der  dritten  verschieden. 


22  L  EUsücitat. 

Wir  bezeichnen  diese  beiden  einander  gleichen  Spannungen  mit  P1S 

und  die  ihren  Ebenen  zugehörigen  Winkel  mit  ptl ,  q„,  ria,  so  muss  auch 

dQ 

__  =  0  sein,  d.  h.  der  Factor  m=0  von  9.,  und  damit  verschwindet  auch 

der  Zähler  der  Ausdrücke  unter  der  Quadratwurzel  für  die  Cos  von  pllt  qts, 
r12.  Die  dritte  Hauptspannung  steht  senkrecht  auf  deft  einander  gleichen ; 
denn  es  ist  mit  den  früheren  Bezeichnungen 

P3  cos  q> = P3  (cos  pt,  cos  p,  +  cos  qlt  cos  q3 + cos  rlt  cos  rj  =  PtJ  cos  g>, 
mithin,  da  P,  nicht  gleich  Pia,  cos  q>  =  o,  d.  h.  q>  =»  90°. 

Das  Elasticitätsellipsoid  und  die  Stellungsfläche  sind,  wenn  wir  nun 
die  in  10.  eingeführten  Coordinaten  mit  x,  y,  z  bezeichnen: 

x'  +  y8      z* 
-^H-p—Const. 

Beides  sind  demnach  Rotationsflächen,  deren  Rotationsaxe  mit  der 
Richtung  der  ungleichen  Spannung  zusammenfällt,  während  die  anderen 
unbestimmt  hegen  in  der  zu  ihr  senkrechten  Richtung. 

Die  Richtung  der  ungleichen  Hauptspannung  kann  nun  folgender- 
massen  gefunden  werden.  Da  m=0  für  die  gleichen  Spannungen  gefunden 
worden  ist,  so  erhält  man 

iv p  A*y  A»»  iv p  -r-  A*y  Ay  n   p  1o1»« 

n| Ml rp    1   X12    *11      T    '    8    *!! -"""  ~~7p 


T'   *'2     *  1*       T    »   *"8     *  IS       rn 
JZ  *  XI  *  XJ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (N)  ein,  so  erhält  man  die  eine  Gleichung 

Tx,  TXI  cos  pw  -f-  Txy  Ty,  cos  qlt  +  T„  Tyx  cos  rw  =  0. 
Da  ferner  die  ungleichen  Spannungen  senkrecht  aufeinander  stehen, 
muss  sein 

cos  p3  cos  p1Ä+  cos  q3  cos  q„  +  cos  r3  cos  rlt  =  0, 
mithin  können  wir  schreiben 

Txy  T„  =  s  cos  p3,  Txy  TJ3  =  s  cos  q3,  TM  Tyx  —  s  cos  r3, 
wo  s  ein  Factor  ist,  der  gefunden  wird  durch  Quadriren  und  Addiren  dieser 
Gleichungen,  nämlich 

s. t  . 

°  T*   Ta  _!_  T*   T*  _LiT*  T*   # 

*xy  *xx~f"  *xy  *yx  ~P  *xx  *yx 

So  haben  wir  also  die  Grössen  p3,  q3,  r3  bestimmt,  durch  deren  Ein- 
setzung in  (N)  man  endlich  erhält 

p  p     _j_  Axy  Ax«-f  Axy  *y«-r  *xi  *y« p      . 1 

r*         r«    i  T     T     T  "  '    nJT     T     T     * 

*xy  *xi  *yi  u    *xy  *xi  *yx 

2.  Seien  alle  drei  Hauptspannungen  einander  gleich,  dann  werden  die 
den  elastischen  Zustand  charakterisirenden  Flächen  Kugeln,  deren  Gleichun- 
gen sind,  wenn  die  Hauptspannungen  mit  P  bezeichnet  werden, 

x2-f  yf  +  z*  =  P*, 

x2  -f-  y*  -}-  z*  =  P.  Const. 


Die  EltaÜcitit  und  deren  Geselle.  (|  64.)  23 

Die  Richtung  der  Ebenen,  auf  denen  nur  Normabpannungen  wirken, 
sind  aber  ganz  unbestimmt,  es  wirken  also  auf  alle  Ebenen  senkrechte  Kräfte, 
es  ist  mithin 

N,—  Ift  —  N,  — P,    Tn— T„  —  T,,—  0. 

3.  Sei  eine  der  Hauptspannungen  —0,  während  die  anderen  unter- 
einander verschieden  sind.  In  diesem  Falle  giebt  es  eine  Ebene,  auf  welche 
keine  elastischen  Kräfte  wirken,  nämlich  diejenige,  welche  senkrecht  tu  der 
Richtung  ist,  wo  die  Hauptspannung  ■  0  ist.  Da  nun  nach  1.  die  elasti- 
schen Spannungen  auf  jede  andere  Ebene  projicirt  auf  die  Normale  dieser 
Ebene  gleich  sein  muss  der  Projection  dieser  Spannung  auf  die  Normale 
einer  jeden  solchen  Ebene  und  diese  Projection  immer  0  ist,  so  müssen  alle 
elastischen  Spannungen  in  der  Ebene  liegen,  auf  welche  keine  Spannung 
ausgeübt  wird. 

Die  Betrachtung  der  Grosse  der  Spannungen  auf  beliebig  gelegte  Ebe- 
nen vereinfachen  wir,  wenn  wir  die  Ebene  der  elastischen  Spannungen  zur 
xy  Ebene  nehmen,  dann  sind  N,  =»  T^  —  Tu  —  0. 

Dasselbe  Resultat  giebt  auch  Gleichung  8,  denn  wenn  eine  Wurzel 
derselben  =  0  sein  soll,  so  muss 

N1NlN,  +  2TiyTMTyI-NtT?1-NtTJ1-N3TxV-0 
sein.  Dies  aber  kann  erstens  stattfinden  bei  N,  =»  o,  wenn  Ty,  —•  T„  —  0 
ist,  und  zweitens ,  wenn  N,  —  0,  N3  —  0,  Ty,  —  0.  Dieser  zweite  Fall  soll 
im  Nächsten  (4.)  untersucht  werden. 

Die  vorhandenen  Spannungen  Pt  und  P„  welche  senkrecht  zu  einander 
sein  müssen,  mögen  die  Richtung  der  x  und  y  Axe  haben.  Die  charakteri- 
sirenden  Gleichungen  sind  dann 

x1      y*  x*     ys 

pt+jii—  *  und  p +pr  —  Const. 

Sind  die  Spannungen  übereinstimmend,  Zug  oder  Druck,  so  ist  die 
Slellungsfläche  eine  Ellipse,  sind  sie  aber  entgegengesetzt,  Hyperbeln  mit 
den  Asymptoten. 

Untersucht  man  also  in  diesem  Falle  die  Grösse  und  Richtung  der 
Spannung  auf  eine  Ebene,  so  kommt  es  nicht  an  auf  die  Neigung  derselben 
gegen  diese  Ebene,  welche  alle  Spannungen  enthält,  sondern  nur  auf  deren 
Spur  in  dieser  Ebene. 

4.  Ist  eine  Hauptspannung  =  0  und  die  beiden  anderen  gleich  gross, 
so  combiniren  sich  die  »Resultate  von  2  und  3.  Aus  der  Gleichung  8  folgt 
dann     NlNaN3  +  2  T^T«^  —  Nt  Tfr  — N.TL  — N.TJy  —  0, 

Nt+N,  +  N3  =  0. 
Dies  ist  erreicht,  wenn 

Nt=N,  =  N3  =  0,  T^T^-O. 
Es  bleibt  also  nur  Tu ,  mithin  haben  wir  dann  reine  Scbubspannung  oder 
Torsion  und  es  ist 

—  P*-f-PTJ,  =  o,  aboPt  —  0,  Pf3=  +  T„,  P,  —  —  T„. 
Von  den  beiden  Hauptspannungen  ist  demnach  die  eine  ein  Zug,  die 
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Da  nun  aber  die  Differentialquotienten  Von  u,  y,  w  klein  gegen  1  sind, 
so  wird  man  nur  einen  Fehler  höherer  Ordnung  begehen,  wenn  man  in 
den  Gliedern,  wo  diese  stehen,  h,  k,  1  vertauscht  mit  h',  k'  1',  so  dass  man 
erhält 


>-+"('-D-s"-a'. 

'— "s-"»+'('-s)- 


Werden  nun  diese  Werthe  in  die  ursprüngliche  Kugelgleichüng  ein- 
gesetzt, so  erhält  man 


£* 


+ 


+ 


\1-3i),'-3j*-Sr 


('"*)] 


(PO 


als  die  gesuchte  Gleichung  des  Verschiebungsellipsoides,  die  sich  bei  Ver- 
nachlässigung kleiner  Grössen  der  zweiten  Ordnung  umformen  lässt  in 

£-('-4")"'-<S+t)1' 


+ 


+ 


(• -4;)  "-<>£)"  " 


f-j^+Dvk-, 


oder  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  von  2. : 

£*  =  (1  — 2cr)h'2—  2<pk'i' 
+  d  —  2/9)  k'2  —  2^1' h' 
+  (1—  2y)l'*  —  2<//h'k'. 

Wie  in  14.  kann  aus  (P.)  gefolgert  werden,  dass  die  Parenthesen  =  0 
gesetzt  und  h',  k',  V  als  laufende  Coordinaten  gedacht,  Ebenen  bedeuten, 
deren  Schnittlinien  conjugirte  Durchmesser  sind.  Vor  der  Verschiebung 
sind  die  Gleichungen  dieser  Ebenen  h'  =  o,  k'  =  0,  V  —  0,  also  die  Coor- 
dinatenebenen  selbst  und  deren  Schnittlinien  die  Coordinatenaxen.  Die  Co- 
ordinatenaxen  sind  aber  nach  unserer  ganz  willkürlich  genommenen  Lage 
derselben  irgend  drei  zu  einander  senkrechte  Linien.  Der  hierdurch  ge- 
fundene Satz  heisst:  Durch  die  Verschiebung  wird  aus  einer  Kugel  ein 
Ellipsoid  und  zwar  so,  dass  je  drei  senkrechte  Linien  nach  der  Verschiebung 
conjugirte  Durchmesser  werden.  Da  nun  dieses  Ellipsoid  noch  drei  senk- 
rechte conjugirte  Durchmesser  hat,  so  müssen  auch  drei  senkrechte  Ebenen 
sich  nicht  geändert  haben,  d.  h.  es  muss  drei  Ebenen  geben,  die  keine  Ver- 
schiebung erleiden. 
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Um  nun  die  Lage  des  Verechiebungsellipsoides  mit  dem  des  Elasticittts- 
ellipsoides  zu  vergleichen  fuhren  wir  in  dasselbe  die  Spannungen  ein.  Nach 

6.  erbalten  wir  dann 

+2  T„  k'  l'+2  T„  V  h'+2  T^  Y  k'. 
Beziehen  wir  diese  Flache  auf  das  Coordinatensystem,  welches  bestimmt 
ist  durch  die  Hauptspannungen,  so  ist 

Ty,  —  T„  —  Txy— oundNt  —  Pt>  Na  — P„  N3  —  P„ 

also 

£iÄ(hM+k'*+n(l+2^-^ 

Es  fallen  also,  da  in  diesen  Gleichungen  die  Produkte  h'k',  h'l',  k'Y 
nicht  mehr  vorkommen,  die  Hauptaxen  des  Verechiebungsellipsoides  mit 
denen  des  Elasticitätsellipsoides  zusammen. 

Aus  den  letzten  Gleichungen  ergeben  sich  den  Hauptspannungen  ana- 
log die  Hauptausdehnungen  (Hauptlängenänderungen) 

AI  E  ZI,  .  J  Pt-Al(P!  +  P3)\ 

^E^2Pa+2fi(Pl+P3)  H  +  E  /• 

AI  «  m        .         r(t  i  P.-ftt+P.fl 

^E-2P,+2/i(P1+P1)  fc  V  "*"  E  ;• 

Analog  Dem,  was  über  die  Hauptspannungen  gesagt  ist,  lassen  sich 
Folgerungen  über  Hauptgleitungen  aufstellen. 
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Zug-  und  Druckelaiticität  (Voraalalastieit&t).   (§.  65.) 

Ausser  einer,  am  Ende  des  Körpers  angebrachten  Kraft 

wirke  auf  das  Innere  eine  Kraft. 

Wir  setzen  hierbei  voraus,  dass  alle  Punkte  eines  Querschnittes  gleiche 
Spannungen  erfahren ,  dass  also  die  am  Ende  angebrachte  Kraft  P,  welche 
+  ist,  je  nachdem  sie  zu  verlängern  oder  zu  verkürzen  sucht,  und  auch 
die  auf  das  Innere  wirkende  Kraft  über  die  Querschnitte  sich  gleichmässig 
vertheilt,  damit  die  ebenen  Querschnitte  ihre  Form  nicht  ändern.  Dies  wird 
um  so  mehr  erfüllt  sein,  je  kleiner  der  Querschnitt  ist.  Die  auf  die  Einheit 
des  Volumens  bezogene  Kraft  sei  mit  U  bezeichnet.  Beziehen  wir  dann 
unseren  Körper  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  im  festen 
Ende  ist  und  dessen  Längsaxe  mit  der  xAxe  zusammenfällt,  so  ist  die  Aus- 
dehnung dx'  eines  Längselementes  dx  zu  berechnen  durch  die  Proportion 

1 
dx :  dx'  =  Eq  :  P  -f-/JIqdx,  also 

X 

dx' =  ^P +/JIqdx)  dx, 

wo  E=  i  (§  64,  6.)  =  m  ist. 

Die  Gesammtausdehnung  J\  des  Stabes  von  oben  bis  zu  x  ist  demnach 

^-/Ä(p+/JIqdx)dx- 

Dies  giebt  für  einen  constanten  Querschnitt: 

a)  Der  Stab  befinde  sich  in  verticaler  Stellung  und  sei  ausser  der  am 
Ende  angebrachten  Kraft  P  der  Schwere  unterworfen.  Wenn  dann  y  das 
Gewicht  der  Volumeneinheit  bedeutet,  ist  JI==  +  y,  je  nachdem  das  freie 
Ende  nach  unten  oder  nach  oben  gewandt  ist.    Dann  ist 

und  damit  die  Gesammtausdehnung 

A       Eq-2E" 
Wenn  wir  endlich  G,  das  Gesammtgewicht,  statt  y  einführen,  so  ist 

also  die  Ausdehnung,  die  man  erhalten  würde,  wenn  am  Ende  die  Kraft 
P  +  i  G  wirkte. 


Zag-  und  DnickeiasticitiL  (|  65.)  —  Biegungselasticität.  (|  67.) 
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b)  Ein  zu  einer  Drehungsaxe  senkrecht  gestellter  8ub  sei  mit  einem 
Endpunkte  fest  in  dieser  gelegen  und  drehe  sieh  gleichförmig  mit  einer 
Winkelgeschwindigkeit  w  um  dieselbe.   In  dieser  Lage  befinden  sich  die 

Speichen  eines  rotirenden  Rades.  Dann  ist  /!*■■  —  w"x,  mithin 


^=/El(p+/Tw,xdx)dx- 


Die  Gesammtausdehnung  ist  dann 

X- 


tKH 


Eq  "^  3Eg' 


Vergleiche*  hierzu  Anhang  I.  A.  Nr.  8. 


BiegnngselatticitÄt.    (§.  67.) 

1.    Aufstellung  der  Gleichung. 

Wir  beziehen  einen  prismatisch  geformten  Balken  von  der  Länge  I, 
der  an  einem  Ende  fest  eingefügt,  am  anderen  frei  ist,  auf  ein  rechtwink- 
liges Coordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  in  dem  festen  Punkte  des 
Balkens  ist  und  dessen  x  Axe  mit  der  ungebogenen  Lage  des  Balkens  zu* 
sammenMt. 

Sei  P  (Fig.  3)  die  am  freien  Flg  8 

EndeB  des  Balkens  angreifende 
Kraft,  die  den  Z-  <p  mit  der 
horizontalen  Richtung  macht.  n 
In  Folge  der  Biegung  entstehen 
in  den  Fasern  oberhalb  und 
unterhalb  der  neutralen  Schicht 
Spannungen,  von  denen  die 
oberen  mit  pt,  p2...,  die  unte- 
ren mit  p/,  pt'...  bezeichnet 
werden  mögen. 

Seien  ferner  an  a,..., 
<*,',  a2'...  die  Winkel,  welche 
die  Tangenten  an  die  geboge- 
nen Fasern  mit  der  x  Axe  bilden, 
so  erhalten  wir  folgende  Gleichungen : 

P  COS  q>  +  2  pn  COS  «n  +  2  Pn  COS  (*„'  =  0, 

P  sin  q>  +  Jpn  sin  on  +  2prn  sin  ara  =  0. 
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Die  Momentengleichungen  sind,  wenn  unter  z  die  Entfernungen  der 
Angriffspunkte  der  Spannkräfte  von  der  xAxe  und  v  die  von  der  y  Axe  ver- 
standen werden:  P  sin  q>  (1  —  x)  —  J?PnZn  — -2p£z£  — 0, 

«SPnVn  —  ^pizi==0. 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  muss  von  selbst  erfüllt  sein,  wenn  wir 
annehmen,  dass  P  in  der  xy  Ebene  liegt  und  der  zu  biegende  Körper  gegen 
diese  Ebene  symmetrisch  ist.  Diese  Bedingungen  sollen  im  Folgenden 
immer  erfallt  sein  und  ausserdem  wollen  wir,  um  die  Untersuchung  weiter 
zu  vereinfachen,  annehmen,  dass  die  durch  diese  Kraft  hervorgebrachte 
Biegung  so  gering  sei,  dass  die  Winkel  a  als  sehr  klein  betrachtet  werden 
können.  Die  zweite  der  oben  aufgestellten  Gleichungen  wird  dann 
P  sin  q>  =  0.  Wenn  wir  nun  zunächst  diese  Gleichung  ganz  unberück- 
sichtigt lassen,  so  heisst  dies,  es  soll  ganz  abgesehen  werden  von  einer  Ver- 
schiebung der  Querschnitte  gegen  einander.  Wenn  wir  ferner  also  nur 
Biegung  betrachten,  so  müssen  wir  auch  noch  q>  =  90°  setzen.  Dadurch 
reduciren  sich  unsere  Gleichungen  auf 

0  — Xpn,   P(l  —  X)  =  XpnZn. 

Die  weitere  Untersuchung  muss  sich  zunächst  auf  die  Grössen  p  er- 
strecken. Diese  Kräfte  entstehen  durch  Verlängerung  und  Verkürzung  der 
Fasern,  sind  also  den  Gesetzen  der  Normalelasticität  unterworfen.  Setzen 
wir  nun  zunächst  voraus,  was  für  viele  Materialien  richtig  ist,  dass  diese 
beiden  Spannungen  gleich  sind,  und  bezeichnen  wir  mit  S  die  Spannungen 
der  Querschnittseinheit  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  der  neutralen 
Schicht,  so  ist  pn=ISqnzI1,  wenn  q*  den  Querschnitt  der  Faser  in  der 
Entfernung  zn  bezeichnet.  Damit  werden  unsere  Gleichungen : 

0  —  S2qnzn,  P(l  — x)==  S^qnzns. 

Ohne  nun  weiter  den  Werth  S  zu  kennen,  folgt  aus  der  ersten  Glei- 
chung, da  S  eine  constante,  von  dem  Materiale  und  der  angebrachten  Kraft 
abhängige  Grösse  ist,  nach  den  Lehren  vom  Schwerpunkte  von  Ebenen, 
dass  die  neutrale  Schicht  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts  geht. 

Zur  Bestimmung  von  S  nehmen  wir  noch  an,  dass  jeder  ebene  Quer- 
schnitt nach  der  Biegung  eben  bleibt,  bezeichnen  dann  die  Länge  eines 
Stückes  der  Faser  in  der  Entfernung  z0  von  der  neutralen  Schicht  und 

An  deren  Verlängerung,  so  ist  A„  :  X  =  Sz„  qn:EqQ,  also  Sz„  =  -y*-.E. 

Ferner  ist,  wenn  q  den  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie  be- 
deutet !  •»  «>       i       An         Zn        .  .  . 

q  :  a  =  zn :  An  oder  -y-  = — ,  mithin 

Sz0  =  — -.  E,  also  S= — . 
Q  Q 

Die  zweite  noch  weiter  zu  erörternde  Gleichung  verwandelt  sich  da- 
durch in  die  folgende : 

E 

P(l—  x)=— .  2qnZnf  odereP(l  —  x)  =  E.  2q„zü*. 
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Die  Grösse  E2qaiD%,  die  wir  mit  ET  oder  W  bezeichnen  wollen,  ist 
eine  Grösse,  die  erstens  wegen  E  vom  Material  und  zweitens  wegen  ^„Zn* 
Ton  der  Form  des  Querschnittes  abhängt.  Die  Berechnung  der  Grössen  T 
für  solche  Querschnitte,  die  in  der  Lehre  von  der  ElasticiUt  und  Festigkeit 
häufig  vorkommen,  siehe  14.  Die  Grösse  ET  nennt  man  das  Biegungs- 
moment des  Körpers.  Entsprechend  der  Grösse  P(l  —  x),  welche  man 

ET 

Kraftmoment  nennt,  giebt  man  der  Grösse  —  den  Namen  Spannungs- 

moment,  so  dass  demnach  die  obige  Gleichung  heisst:  das  Kraftmoment 
ist  gleich  dem  Spannungsmoment.  Vergl.  Anhang  I.  A.  6.,  8. 

Wir  haben  hier  und  im  Folgenden  meistens  eine  Kraft  P  eingeführt 
und  wenn  vom  Moment  gesprochen  wird,  diese  Kraft  mit  dem  Hebelarm 
multiplicirt.  Man  hat  auch  statt  dessen  für  das  Moment  den  Buchstaben  M 

eingeführt,  so  dass  dann  P  ist  -p. 

3.  Gleichung  der  elastischen   Linie,  wenn  der  Balken  mit 

einem  Ende  fest  eingefügt  ist. 

Wir  gehen  aus  von  der  in  1.  entwickelten  Gleichung,  wenn  wir  den 
Anfang  der  xAxe  an  das  freie  Ende  versetzen, 

pPx  — EJqoZo1  — W. 
Diese  erhält,  nachdem  q  durch  Einführung  des  Coordinaten  eines  Punktes 
der  Curve  ausgedrückt  ist,  folgende  Form: 

T3 


KFen 


Px  — W. 

dx* 
Berücksichtigen  wir  nun  die  oben  angegebene  Annahme,  dass  die 

dv 
Krümmung  des  Balkens  nur  eine  sehr  geringe  sein  soll,  so  ist  —  gegen  1 

verschwindend  klein.  Die  obige  Gleichung  reducirt  sich  damit  auf 

ndx*      "' 

Die  Integration  dieser  Gleichung  liefert,  wenn  zur  Bestimmung  der 

dv 
Constanten  beachtet  wird,  dass  für  x  «=  1,  ist  -p-  ~  0  und  y  =—  0. 

wy-¥p(3x,-llx+H 

Nehmen  wir  nun  wieder  den  Coordinatenanfang  an  dem  festen  Punkt 
des  Balkens,  so  müssen  wir  statt  x  schreiben  1  —  x  und  es  wird  aus  der 
obigen  Gleichung 

Wy-Ipx-(l-0 
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Hiernach  finden  wir  die  Herabbiegung  des  äussersten  Punktes  des 

1    Pla 
Balkens  f,  Pfeil  genannt,  wenn  x'  =  1  ist,  f=  —  .  -=r. 

3    YV 

Nach  Berechnung  des  betreffenden  T  nach  §  133  und  §  67, 14.  folgt, 

wenn  der  Querschnitt  ist 

P  P 

1)  rechteekförmig,        ^==^hh3pr' 

4    l3     P 

2)  kreisförmig,  f===  3"^?E' 

l3         P 

3)  hohlrechteckförmig,  f  =  4 ,    3 ,  ,3  ^, 

4)  kreimngfönmg,       f - 1. ^pL^fi  J- 

Ist  der  Balken  einer  gleichförmig  vertheilten  Last  unterworfen  oder 
ist  das  Gewicht  des  Balkens  die  biegende  Kraft,  so  ist,  wenn  G  die  ganze 
Last  ist,  die  wir  uns  selbstverständlich  am  Schwerpunkte  angreifend  denken 
müssen,  w  d2y       G  (1  —  x'*)  . 


dx'2       1 

2 

• 

Daraus  folgt: 

G  /lax/2 

3 

1  3.4 

mithin 

f      3    Gl 

8*  W 

Ist  ausserdem  noch  die  Kraft  P  am  Ende  angebracht ,  so  müssen  wir 
die  eben  gefundenen  Werthe  von  y  addiren. 

Sind  mehrere  Kräfte  an  verschiedenen  Angriffspunkten  angebracht,  so 
hat  man  die  einzelnen  Stücke  des  Balkens  zwischen  den  Angriffspunkten 
besonders  zu  betrachten  nach  der  Art,  wie  es  in  den  folgenden  Nummern 
geschieht. 

• 

3.  Elastische  Linie  eines  an  den  Endpunkten  unterstützten 

Balkens. 

Sei  AB«=1  (Fig.  4)  die  Länge  des  Balkens,  der  erstens  durch  eine 
gleichförmig  vertheilte  Last  G,  dann  durch  eine  in  D,  welcher  Punkt  um  e 
von  der  Mitte  entfernt  ist,  wirkende  Kraft  P  gebogen  werde. 

Fig  4.  Wir  beriehen  die  ela- 

r  stische  Linie  auf  ein  Co- 

B      ordinatensystem,     dessen 

~/T      Anfangspunkt  in  dem  ver- 

J  jt  gehobenen  Punkt  D  liegt, 

dessen  xAxe  mit  der  Rich- 
tung des  nicht  gebogenen 
Stabes  zusammenfällt  Um 
nun  diese  Untersuchung  auf  2.  zurückzuführen,  denken  wir  uns  den  Punkt 
D  fest  und  lassen  auf  den  Balken  die  in  A  und  B  ausgeübten  Druckkräfte 
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als  biegende  Kräfte  wirken.    Bezeichnen  wir  diese  mit  Pb,  Pa,  so  ist  zu 
deren  Bestimmung  nach  den  Gesetzen  der  Statik: 


+gI, 


Pb  4-  P«  —  P  •+■  G,  mithin 

'— i '+*•-* . 

Wenn  wir  nun  die  beiden  Theile  des  Balkens  DB  und  DA  besondere 
betrachten,  so  haben  wir  in  den  Formeln  von  2.  nur  tu  setzen  die  Werthe 
Pa*  Pb>  4  1+e,  11  —  e  für  P  und  1.  Bedenken  wir  ferner,  dass  der  Balken 
in  D  für  beide  Theile  dieselbe  Tangente  hat  und  nennen  wir  e  den  vor- 
läufig noch  unbekannten  Winkel  dieser  Tangente  mit  der  Abscissenaxe,  so 
ist  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  für 


DA: 


Wr_(pi^+.o([(i,-.)|-_i'] 


DB: 


-r[T^1-e),x,-i(i,-e)x,+ix4]+Wlte8". 

Die  hierin  noch  enthaltene  Unbekannte  e  kann  berechnet  werden,  wenn 
berücksichtigt  wird ,  dass  die  Punkte  A  und  B  in  der  Horizontalen  liegen 
müssen,  dass  also  AE  —  BC  ist.  Diese  Werthe  erhält  man,  wenn  man  in 
die  Gleichungen  für  DA  und  DB  setzt  i  1  +  e  und  i  1  —  e.   Die  Rechnung 

giebt  dann 

P2e(H»-e«)       Ge   /l  1    \ 

**  W         31  21WU  3  7 

Leicht  lässt  sich  diese  Untersuchung  verallgemeinern  für  den  Fall,  dass 
mehrere  Kräfte  wirken.  Es  mögen,  um  den  Gang  der  Rechnung  anzudeuten, 
an  einem  Balken,  AB  =  1  (Fig.  5) 
die  Kräfte  Pt,  P„  P,  respective  in 
den  Entfernungen  et,  et,  e,  vom 
Mittelpunkte  M  angreifen.  Wir 
denken  uns  den  Mittelpunkt  fest 
und  führen  statt  des  in  A  und  in 
B  stattfindenden  Druckes  Pa  und 
Pb  die  entgegengesetzten  Kräfte  als 
Biegungskräfte  ein.  Wie  oben  ist 

Pb.l-P.^l-e^  +  P.^l+e^  +  P.^l+e,), 
Pb  +  P.  —  P,  +  P,  +  P,. 

Klein ,  Theorie  der  Eltsücitil  etc.  3 
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Man  findet  nun  die  Gleichung  für  MI : 

Wy  =  ipi(elX*-|)-ip.(|lx»-ix«)  +  xtgc, 

worin  jetzt  noch  tg  e  unbekannt  ist.  Daraus  lässt  sich  dann  finden  FI  und 
tg  en  wenn  mit  et  die  Neigung  der  Tangente  an  I  gegen  die  xAxe  be- 
zeichnet wird.  Mit  Berücksichtigung  dieser  Werthe  ist  dann  gegeben  die 
Gleichung  der  Linie  AI: 


Wy  — Ip, 


(jl  —  et)  x*-ix8]  +*  tg  8i  +FL 


2  ia 
Daraus  kann  man  dann  AE  berechnen. 

Ebenso  findet  man  auf  der  anderen  Seite  von  M  die  Gleichungen  der 
einzelnen  Curventheile  und  endlich  den  Werth  BC.  Die  noch  unbestimmte 
Grösse  e  ergiebt  sich  endlich  aus  der  Gleichung  AE  =  BC. 

Es  ist  dann  eine  rein  geometrische  Untersuchung,  den  tiefsten  Punkt 
des  gebogenen  Balkens  zu  finden.  Bei  einer  beweglichen  Kraft  P  ist  e  als 
veränderlich  zu  betrachten. 

4.   Die  elastische  Linie  eines  an  einem  Endpunkte  unter- 
stützten, am  andern  fest  eingefügten  Balkens. 

Fig.  6.  Der  Balken  AB  =  1  (Fig.  6)  sei  in  A 

^4  fest  eingeklemmt  und  liege  in  B  auf.  Es 

D       £ \n   wirken  die  Kräfte  Pt ,  P2 in  den 

Entfernungen  et,  e2,....  von  A  und 
o      p  ausserdem  die   gleichförmig  vertheilte 

^        z  Last  G. 

Wir  führen  statt  des  unbekannten  Druckes  auf  die  Stütze  B  die  dem- 
selben entgegengesetzte  Kraft  JI  ein,  so  ist  zunächst  für  AD : 

WS™P»(e«~x)+P»fe  —  x)+'''+Ä(l  — X)1""ir(1~x)' 
Daraus  ergiebt  sich  durch  Integration  mit  Rücksicht  darauf,  dass  für 

x  =  0ist-^  =  y  =  0. 
dx       J 

Wy-P1(ye1x»-Ix8)  +  P2(ieaxa-ix3)  +  .... 

+Ä(lltxl-ilx8+^x4)-i2({lxl-H 

Hieraus  berechnet  man  die  tg  des  Winkels,  den  die  Tangente  an  die 
elastische  Linie  am  Angriffspunkt  von  P,  mit  der  xAxe  bildet  und  auch  die 
Herabbiegung  des  Punktes  D.  Mit  Hülfe  dieser  Werthe  kann  man  dann 
weiter  wie  oben  die  Gleichung  für  das  nächste  Stück  bestimmen.  Es  ent- 
halten aber  alle  diese  Gleichungen  die  Unbekannte  IT,  die  dann  aus  dem 
letzten  Stück  berechnet  "werden  kann,  da  B  in  der  Horizontalen  liegt. 
Nehmen  wir  nur  eine  Kraft  Pt,  so  gestaltet  sich  die  Rechnung  wie  folgt: 
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Für  AD  ist 

Wy»P,(|e1x»-*x»)+i1(|i»x»-iu.+^^)-n(|i,«-lx»). 

Die  Neigung  der  Curve  in  D  ist  dann  gegeben  durch 

Die  Herabbiegung  dieses  Punktes  ist 
,      Pe3    ,     Ge1    /Älf       ..     ,     ft       n  (\  .  ,      1   A 
f=W+^W  (61  -4,C  +  e)- w(2lc-6CJ- 

Für  den  zweiten  Theil  der  Curve  ist  dann 

wÖ~Ti(,-x),~,T(,~x)- 

Dies  giebt  integrirt  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Werthe 

Setzen  wir  hier  x  =  L,  so  muss  y  =  0  werden.  Dies  giebt 

Die  Discussion  der  erhaltenen  Gleichung  giebt  dann  den  tiefsten  Punkt 
und  auch  die  Lage  des  einen  vorkommenden  Wendepunktes. 

« 

5.  Die  elastische   Linie  eines  an   beiden  Endpunkten   fest 

eingfügten  Balkens. 

Damit  es  bei  diesem  Falle  noch  eine  neutrale  Faserschicht  geben  kann, 
müssen  wir  annehmen ,  dass  wenigstens  das  eine  Ende  horizontal  gleiten 
kann.  Wenn  nun  eine  Biegung  des  Korpers  wirklich  stattfindet,  so  wird 
die  Einfügung  bei  B  z.  B.  bewirken,  n   7< 

dass  die  Tangente  an  die  elastische  * 

Linie  in  diesem  Punkte  horizontal  ist,     t%%z\    -fy      -&* 

T 


dass  ferner  in  B  ein  Druck  nach  unten 
ausgeübt  wird  und  das  Ende  des  Bal- 
kens in  der  Einfügung  nach  oben  -v       -£ 
drückt.    Statt  dieser  noch  unbekannten  Kräfte  nehmen  wir  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Kräfte,  von  denen  JI  nach  oben  und  IV  in  Entfernung 
BC  =  a  nach  unten  wirkt.    Dann  ergeben  sich  mit  den  oben  schon  ge- 
brauchten Bezeichnungen  für 

AD,:wg=^^°  PB(en_  x)+|i(l-x)1-JI(l-xH-/Z'(a+l-x), 
D'D»:  WS— ^11  PB(en-  x)+^(l-x)*-H(l-xH-n'(a+l-x), 


M:W2=ri(1-x)'-n(I_x)+JI'(a+1-x)- 


3* 
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Bei  der  Integration  ist  dann  zu  bedenken ,  dass  beim  ersten  Theil  der 

dy 
Curve  für  x  =  0  ist  y  =  -^  =  0.   Für  den  zweiten  Theil  hat  man  dann 

dx 

dy 
die  aus  dem  ersten  Theil  gewonnenen  Werthe  von  y  und  •=*  einzusetzen, 

die  man  erhält,  wenn  man  nimmt  x  =  e,  u.  s.  f. 

Zur  Berechnung  von  JT  und  TV  dient  dann  die  letzte  Gleichung,  in  der 

dy 
für  x  «■»  1  sein  muss  y  =  -^  —  0. 

J       dx 

Selbstverständlich  müssen  wir  zu  demselben  Resultate  kommen,  wenn 
wir  in  B  beginnen  und  in  A  die  Kräfte  P  und  P'  mit  der  Entfernung  b  ein- 
führen. 

Die  angedeutete  Rechnung  gestaltet  sich  für  nur  eine  Kraft  wie  folgt: 

+jr(|[a+i]x*-Ix»). 

Die  Neigung  der  Curve  an  D  ist  gegeben  durch: 

Die  Herabbiegung  dieses  Punktes  ist: 

f—JL  e8        G   /1V     le8      e4\      Zilie2      e8\     lT/[a+13 e*      <*\ 
W'3+21WV2        3+12/      VW  2       6/+wV      2  &)' 

Hierdurch  erhält  man  nun  durch  Einführung  der  berechneten  Werthe 
von  tg  e  und  f  als  Gleichung  für  DB: 

+JI'(i[a+l]x»-Ix8). 

dy 
Setzt  man  nun  x  =  I,  so  muss  y  ==  ~  =  o  sein.  Dies  giebt : 

1    Gl  e*l e8 

Die  Untersuchung  der  Wendepunkte  und  der  tiefsten  Herabbiegung  ist 
dann  rein  geometrisch. 

Die  Betrachtung  der  elastischen  Linie  bei  mehreren  Stützpunkten  oder 
Einfügungen  ist  dann  ebenso  wie  die  der  speciellen  Fälle,  die  neuen  Stützen 
oder  Einfügungen  geben  Bedingungen  zur  Bestimmung  der  Constanten,  die 
bei  der  Integration  der  einzelnen  Abtheilungen  hereinkommen. 
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Fig.  8. 


6.  Die  elastische  Linie,  wenn  die  Richtung  der  Kraft  den 
Querschnittt  nicht  symmetrisch  theilt. 

Das  Coordinatensystem  liegt  ebenso  wie  in  den  vorhergehenden  Unter- 
suchungen, d.  h.  die  xAxe  hat  die  Richtung  des  ungebogenen  Balkens, 
während  die  y  und  z  Axe  mit  den  Hauptaxen  des  Querschnittes  zusammen- 
fallen. Die  angebrachte  Kraft  befindet 
sich  nun  weder  in  der  xz,  noch  in  der 
xy Ebene,  sie  sei  so  bestimmt,  dass  die 
Axe  ihres  Momentes  OF  (Fig.  8)  mit  der 
z  Axe  den  Z_  %  bildet.  Die  Biegung  findet 
dann  im  Allgemeinen  wiederum  um  eine 
andere  Axe  statt,  diese  heisse  OG  und 
bilde  mit  Oz  den  unbekannten  Winkel  t//, 
der  auch  für  die  verschiedenen  Quer- 
sshnitte  ein  verschiedener  sein  wird.  Mit 
Beibehaltung  der  unter  1.  aufgestellten 
Bezeichnung  ergeben  sich  dann  als  Gleich- 
gewichtsbedingungen : 

P  cos  q>  +  2  p'„  cos  aü  -f-  2  p' n  cos  a'n  —  0, 
P  sin  <p  -f-  2\>n  sin  a„+  -2p'n  sin  a'n=  0, 
P  sin  q>  cos  %  —  2 pn  zn  —  2 p\,  z'„=  0. 
—  P  sin  q>  sin  %  —  2  p„  yn  —  2  p'„  y'n  —  0. 
Von  diesen  Gleichungen  findet  zunächst  die  zweite  hier  keine  Berück- 
sichtigung, da  die  in  dieser  vorkommenden  Kräfte  nur  eine  Verschiebung 
der  Querschnitte  bewirken,  von  der  abgesehen  werden  soll.     Mit  Hülfe 
der  Annahme  über  Ausdehnung  und  Zusammenziehung,  wie  sie  1.  gemacht 
ist,  können  diese  Gleichungen  geschrieben  werden : 

P  cos  <p  =     .       2  S  qn , 
Px  sin  q>  cos  %  =  2  Sqn zn , 
—  Px  sin  q>  sin  %  =  2  S  qn  yn . 
Bezeichnen  wir  nun  mit  rj  die  Entfernung  der  Punkte  von  der  Bie- 
gungsaxe  OG  und  mit  q  den  Krümmungshalbmesser  der  Biegungscurve,  so 
werden  diese  Gleichungen  £ 

P  cos  q>  =  —  2  qn  v , 
Q 

E 

Px  sin  q>  cos  #  =  —  .2  qn  17  zn , 

E 

—  Px  sinjy  sin  %  =  —  2qnr]  yn . 

Setzen  wir  y =90°,  d.  h.  nehmen  wir  nur  senkrecht  wirkende  Kräfte, 
so  wird  die  erste  Gleichung       Q  =  2qür], 

i  h.  die  Biegungsaxe  geht  «wie  oben  durch  den  Schwerpunkt  des  Quer* 
schnktes.  Da  nun  ausserdem 

rj  =  z  cos  if>  —  y  sin  #, 
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so  sind  die  noch  übrigen  Gleichungen 

E  E 

Px  cos  x  =—  cos  V  ^<IZ* sm  V  ^ qyz, 

E                         E 
—  Px  sin  #=-= — cost^qzy sin  tp  <2qy*. 

Weil  nun  unsere  Coordinatenaxen  durch  die  Hauptaxen  des  Quer- 
schnittes gelegt  sein  sollen ,  so  erlangen  unsere  Gleichungen,  wenn  die  zu 
den  Axen  gehörigen  Hauptträgheitsmomente  ^qz*  und  2qy*  mit  T  und  V 
bezeichnet  werden,  folgende  Form: 

E 
Pxcosx  =  — cost^T, 

E 
Px  sin  y  =  —  sin  \p  V. 

9 

Deren  Division  liefert  die  Unbekannte  ip,  nämlich 

V 

tg  X  —  -j"tg  tp. 


Die  Elimination  von  xp  giebt: 

E  —  iwl/cös1*      sin'g 

T—     r    t1  ^  r» 


oder  näherungsweise 


d»y  =  Px 

dX  1  /rna  *v        «|q  * 


E|/^L48in-« 


Diese  Gleichungen  gelten  nun  auch  noch,  wenn  nicht  blos  eine  Kraft 
P  wirkt,  sondern  mehrere  nach  verschiedenen  Seiten  senkrecht  zur  Axe 
des  Balkens,  auch  wenn  zu  den  verschiedenen  Kräften  die  Widerstands- 
kräfte vorhandener  Stützen  hinzugerechnet  werden.  Statt  Px  hat  man  dann 
nur  die  Summe  der  Momente  aller  einzelnen  Kräfte  zu  setzen.  Daraus  geht 
aber  zugleich  hervor,  dass  der  Z-  %  für  die  verschiedenen  Querschnitte  ein 
verschiedener  ist,  wodurch  bewiesen  ist,  dass  die  Biegungscurve  im  Allge- 
meinen eine  Curve  doppelter  Krümmung  ist.  Ist  T  <T'  oder  ^qz*<5qys, 
so  ist  zugleich  T  das  kleinste  und  T'  das  grösste  aller  Trägheitsmomente, 
dann  ist  eine  Biegung  um  die  zAxe  mit  dem  kleinstmöglichen  Widerstände 
verbunden.  Man  nennt  dann  die  zAxe  die  Axe  der  leichtesten  Biegung. 
Man  kann  daher  sagen,  wenn  die  Axe  des  biegenden  Momentes  nicht  mit 
einer  Hauptaxe  des  Querschnittes  zusammenfällt,  dass  die  wirkliche  Bie- 
gungsaxe  zwischen  der  Axe  der  Kraftmomente  und  der  der  leichtesten  Bie- 
gung liegt,  und  zwar  wird  sie  nach  der  letzteren  bei  demselben  %  um  so 
mehr  abgelenkt,  je  mehr  die  Dimensionen  des  Querschnittes  in  zwei  aufein- 
ander senkrechten  Bichtungen  und  somit  auch  die  Hauptträgheitsmomente 
T  und  T  verschieden  sind.  So  kann  es  kommen,  dass  bei  einer  sehr  dünnen 
Platte  die  Biegungsebene  beinahe  senkrecht  zur  Kraftebene  ist,  d.  h.  wenn 
X  nahezu  90  °  ist,  kann  doch  xp  nahe  —  0  sein. 
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Die  Gleichung,  welche  die  Lage  der  Biegungsaxe  bestimmt, 

T 

tag*  —  nj-tagv, 

lässt  eine  geometrische  Deutung  zu.  Seien  e  und  e'  die  Trägheitsradien  von 
T  und  T'.  Man  construire  nun  eine  Ellipse,  deren  Axen  mit  den  Hauptaxen 
des  Querschnittes  zusammenfallen  und  den  Längen  e  und  e'  proportional 
sind.  Die  Gleichung  einer  solchen  Ellipse  ist 

y»      z* 
e't  +  e*      1# 
Suchen  wir  nun  den  Punkt  derselben,  dessen  Normale  mit  der  Biegungs- 
ebene parallel  ist,  dessen  Normale  also  mit  der  y  Axe  den  Z.  xp  macht.   Die 
lang  des  Winkels  der  Normale  mit  der  yAxe  ist 

dz  e*y 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  obige  Gleichung,  so  erhält  man 

e"    e'y       y 

d.  h.  der  Radiusvector  nach  dem  betreffenden  Punkt  der  Ellipse  liegt  in  der 
Kraftebene.  Es  ist  also  die  Normale  der  Biegungsebene  parallel  der  im 
Durchschnitt  der  resultirenden  Kraft  mit  der  Ellipse  an  diese  gelegten  Tan- 
gente, oder  sie  ist  die  conjugirte  Richtung  zu  der  Richtung  der  resultiren- 
den Kraft,  so  dass  folgender  Satz  gilt:  Trägt  man  den  Trägheitsradius  jeder 
Hauptaxe  senkrecht  gegen  dieselbe  vom  Schwerpunkt  aus  an  und  construirt 
über  diese  Strecken  als  Axen  eine  Ellipse,  so  ist  die  der  resultirenden  Kraft 
in  Bezug  auf  dieselbe  conjugirte  Richtung  die  Normale  der  zugehörigen 
Biegungsebene. 

7.  Die  elastische  Linie  bei  ungleichmässig  vertheilter  Last. 

Wir  nehmen,  um  sogleich  den  allgemeinsten  Fall  zu  erörtern,  einen 
Balken,  der  mit  seinen  beiden  Enden  fest  eingefügt  ist.  Die  ungleichmässig 
vertheilte  Last  kann  auch  so  viel  bedeuten,  als  dass  der  Körper  einen  ver- 
änderlichen Querschnitt  hat  und  das  Gewicht  desselben  zu  berücksichtigen 
ist.  Der  Einfachheit  wegen  sehen  wir  hier  ab  von  einer  isolirten  Last,  da 
die  Berücksichtigung  dieser  nach  den  vorhergehenden  Nummern  leich  hin- 
zugefügt werden  kann.  Um  eine  Rechnung  anzustellen,  muss  das  Gesetz 
der  Querschnitts-  oder  Belastungsänderung  gegeben  sein.  Bezeichnen  wir 
nun  die  Last  für  die  Längeneinheit  im  Abstände  £  von  A,  dem  einen  Ende,  mit 
q,  wo  q  ist  eine  Function  von  £,  so  ist  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen 

der  vorhergehenden  Nummern  das  Biegungsmoment  für  einen  Querschnitt 

l 
in  der  Entfernung  x  von  A  :/  qd§  (£  —  x)  — ■  X,  und  demnach 

WS— X  —  (n  —  IV)  (1  —  x)  -  JZ'a. 
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Durch  einmalige  Integration  erhalten  wir  dann 

XXX 

Bedenkt  man  nun,  dass 

0 

so  findet  man 

J  -  x/#  _  (n-m  x/^  dx+il'a  x/  $ 

XXX 

0  0  0 

Zur  Bestimmung  der  willkürlich  genommenen  Grössen  haben  wir  dann 

dy 
wieder,  dass  -p  =  0  ist  für  x  =  ©  und  x  ■■■  1;    y  =  0,  für  x  —  0  und 

x  ob  1.  Dies  gäbe  eigentlich  vier  Bedingungen  zur  Bestimmung  von  nur 
zwei  Unbekannten  JT  — 17  und  Jl'a.  Es  würden  also  zwei  Bedingungen 
ausreichen.  Will  man  alle  vier  Bedingungen  benutzen,  so  könnte  man  die 
Gleichung  noch  ableiten,  vom  anderen  Endpunkte  anfangend  und  müsste 
dann  zwei  neue  Unbekannte  für  das  Ende  A  einfuhren. 

8.    Zusammengesetzte  Elasticität. 

In  den  Gleichungen,  die  in  1.  aufgestellt  worden  sind,  ist  erstens  ein 
Biegungsmoment  vernachlässigt  worden,  welches  sich  ergiebt,  wenn  eine 
Biegung  eingetreten  ist,  ferner  ist  in  den  darauf  folgenden  Betrachtungen 
qp  =  90  °  gesetzt  worden.  Wenn  wir  nun  den  allgemeineren  Fall  betrachten, 
also  die  dort  auftretenden  Grössen  nicht  mehr  vernachlässigen,  und  anneh- 
men, die  Biegung  im  äussersten  Punkte  sei  f,  so  erhalten  wir  statt  der  dort 
aufgestellten  Gleichungen  folgende  mit  Beibehaltung  der  eingeführten  Be- 
zeichnung : 

1)  P  sin  q> ««* -Spn  sin  an  4-  2  p;n  sin  o'n, 

2)  P  cos  tp  =  2  pn  cos  an  +  2  p'„  cos  a'„ , 

3)  Psiny(l  — x)  +  Pcosg)(f— y)  =  ^pnZn  +  Jp'„z'n. 
Die  im  Obigen  schon  benutzte  Annäherung  über  die  Winkel  a  giebt  nun 

P  COSy— ejpn  +  ^p'n, 

Pgin  q>(L  —  x)  +  P  cos  q>  (f — y)  *=  2  p0  Zn  +  J2  p'0  Zfn . 

Die  aus  1)  folgende  Gleichung  P  sin  q>  =  0  muss  aus  demselben  Grund 
wie  unter  1.  vernachlässigt  werden. 

Durch  Einführung  der  Spannungen  statt  der  Kräfte  p  lassen  sich  diese 
Gleichungen  unter  der  Annahme,  dass  durch  Druck  und  Zug  gleiche  Span- 
nungen hervorgerufen  werden,  mit  leicht  verständlicher  Bezeichnung  so 
schreiben 
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Pcosy— /Sdq,  ' 

P  sin  <p  (1  —  x)  +  P  cos  <f  (f  —  y)  — /zn  S  dq. 

Es  ist  nun  ror  Allan  nöthig,  die  Spannung  8  auszudrücken  durch  den 
Elasticitätsmodul  E  und  den  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie. 
Hit  den  oben  schon  gebrauchten  Bezeichnungen  ist 

S-TE- 

Bedeutet  nun  ^  die  Längenänderung  in  der  Axe  des  Balkens,  denn  es 
geht  hier  nicht  wie  in  1.  die  neutrale  Schicht  durch  den  Schwerpunkt,  so  ist 

i  +  K  :  *  +  An  «—  9  •  9  +  «b  i 

*n~  ±K  +  ß±K)— »also 

c        i?  I  .X  Ao  ,    ^»iAo  Zn    I 

s*"EL~r+"A"7"J' 

Zur  Berechnung  der  noch  unbekannten  Grosse  X^  dient  die  erste  der 
obigen  Gleichungen,  die  sich  nun  umformten 

P  cos  y  —  P  ^ydq  +  E~^yzndq. 

Da  nun  das  zweite  Integral  wegen  der  Lage  der  Axe  durch  den  Schwer- 
punkt verschwindet,  so  ist 

Pcosy»""^    ,also+a»—     EO^' 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  Spannung  ein,  so  erhalten  wir 

e       Pcosqp      EQ-f-Pcosgp  zn 
8 ^+ p j. 

Nit  Hülfe  dieses  Ausdrucks  verwandelt  sich  die  zweite  Gleichgewichts- 
gleichung in 

u  •      n        \  •  n           ic       \      /*Pcoscp     ,        fE Q+P cos w »J dq 
Pany(l  — x)+Pcosg)(f— y)— y— ^zndq+y -^ --V*i 

ET      PcosjpT 

Diese  Gleichung  ist  anders  angeordnet : 

1        P  sin  q>  (1  —  x)  +  P  cos  y  (f  —  y) 
Q^—  T(EQH-Pcosg>)  * 

Hit  Hülfe  dieses  Ausdrucks  ist  es  nun  möglich,  die  Lage  der  neutralen 
Schicht  gegen  die  Ebene  durch  die  Schwerpunktsaxe  zu  bestimmen.  Führen 
wir  nämlich  diesen  Werth  von  q  in  die  Spannung  ein,  so  erhalten  wir: 
c       P  cos  ff  t  P  sin  g>  (1  —  x)  +  P  cos  g>  (f —  y) 

Bezeichnet  nun  z  die  gesuchte  Entfernung  der  neutralen  Schicht  von 
der  Axe  der  Schwerpunkte,  so  ist,  da  für  diese  S  =  0  ist, 

0r^Pcosy     Psin  q>  (1  —  x)  +  P  cos  q>  (f—  y)      ^ 
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z 


Q[a-x)tg9>  +  f-y]' 

Ist  q>  =■=  90°,  so  ist,  wie  in  1.  bewiesen  ist,  z  =  0. 

Die  Lage  der  neutralen  Schicht  ist  demnach  nicht  abhängig  von  der 
Grösse  der  Kraft,  sondern  nur  von  deren  Richtung.  Da  1  —  x  und  f —  y 
immer  positive  Grössen  sind,  so  hängt  das  Vorzeichen  von  z  auch  im  All- 
gemeinen von  (p  ab. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  Richtung  der  Kraft  bilde  mit  dem  Prisma 
einen  spitzen  Winkel,  also  q>  sei  zwischen  0  und  90°,  so  ist  z  immer  negativ, 
also  liegt  die  neutrale  Schicht  immer  unter  der  Schwerpunktsaxe.  Es  ver- 
dient bemerkt  zu  werden,  dass  für  unsere  Entwickelung  vorher  das  Vor- 
zeichen von  X0  ganz  unbestimmt  gelassen  worden  ist,  also  hierdurch  das 
negative  Zeichen  von  X0  als  unrichtig  nachgewiesen  ist.  Es  werden  also 
mehr  Schichten  ausgedehnt  als  zusammengezogen.  Wenn  nun  aber  die  an- 
gebrachte Kraft  nach  der  anderen  Seite  wirkt,  also  q>  ein  stumpfer  Winkel 
ist  so  wirken  die  Momente  entgegengesetzt.  Um  diese  Betrachtung  zu  ver- 
einfachen schreiben  wir  dann,  indem  wir  den  spitzen  Nebenwinkel  qf  von  q> 
einführen,  also  q>  =  180  —  q>r, 

P  sin  qf  (1  —  x)  —  P  cos  q>f  (f  —  y)  ssss/%zn  S  dq. 

Somit  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

P  sm  qy  (1  —  x)  —  P  cos  qr  (f  —  y)  =  -\ jr1- — ,  also 

J_      P  sin  qf  (1  —  x)  —  P  cos  q'  (f  —  y) 
Q^  +T(EQ  — Pcosy') 

c     i  ^ cos  vf  \? s*n *p' 0 — x)  —  ^ cos <p' ff — y) 

ö  —  +  — q       I  y.  Zn' 


S  =  o,  wenn  zn  =  — 


Q[(l-x)tg(p'-(f-y)]- 
Dieser  Werth  von  z0  wird  auch  immer  negativ  sein,  da  mit  q>'  auch  f 
abnimmt.    Also  sind  auch  dann  noch  selbstverständlich  mehr  ausgedehnte 
als  zusammengedrückte  Schichten  vorhanden. 

Aus  dem  eben  berechneten  Werth  von  z  geht  noch  hervor,  dass  die 
Entfernung  der  Punkte,  in  denen  keine  Spannung  ist,  von  der  Axe  nicht 
überall  dieselbe  ist,  dass  sie  sogar  ausserhalb  des  Körpers  zu  liegen  kommt 
und  für  x  ss  1  und  x  =  f  im  Unendlichen  liegt.  Es  kann  also  hier  eigent- 
lich von  einer  neutralen  Schicht  nicht  gesprochen  werden. 

9«    Die  Biegungscurve  der  Axe,  wenn  es  ausser  einem  Bie- 
gungsmoment noch  einen  Druck  giebt. 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  derselben  ist  die  in  der  vorigen  Nummer 

aufgestellte  Gleichung,  wenn  noch  die  Bedingung,  dass  0  >  q>  >  90°  ist, 

hinzugenommen  wird. 

T(QE  +  Pco8?0       D   .        _        ,  ,  D  n        . 

— i 2Z  =  P  gm  fp(\  —  x)  +  P  cos  q>(f —  y). 
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Dies  vereinfacht  sich,  wenn  erstens  zur  Abkürzung  — - ^ 2z  mit 

V  bezeichnet  und  dann  die  Biegung  so  gering  angenommen  wird,  dass 

1      d*v 

— a*— V  gesetzt  werden  kann.  Es  wird 

q      dx* 

V^-PsinyO-^  +  PcosyCf-y). 

Um  das  Integral  dieser  Gleichung  zu  finden,  betrachten  wir  zuflächst 

dfy       P  cos  q>  „        v 

deren  Integral  können  wir  setzen 

y  «  f  -f-  A  cos  ßx  +  B  sin  ßx. 
Die  Einführung  dieses  Werthes  in  diese  Differentialgleichung  giebt 

P  COS  CD 

ß1  =  — v"?  ehrend  A  und  B  noch  ganz  willkürlich  bleiben.  Betrachtet 

man  nun  A  und  B  als  zwei  Veränderliche,  so  können  wir  zunächst  für  A 

dy 
und  B  eine  beliebige  Bedingung  setzen,  diese  sei,  dass  ~  dieselbe  Form  wie 

oben  erhält.  Die  Ausführung  der  Differentiation  giebt 

J  =  —  kß  sin  ßx+Bß  cos  ß*+-r~  cos  ßx  +  -r-sin  ßx, 
also  nach  der  ersten  Bedingung*!* 

d^cos/fc  +  ^sin/Jx-O. 

dsy  .  ~,        ^        am*/»         dAA.Ä.dBA         . 

^=  —  kß1  cos  ßx  —  B/P  sin  ß*  —  -faß  *in  /**  + ä~"  ß  cos  ßx* 

also  nach  der  zweiten  Bedingung  und  mit  Berücksichtigung  der  schon  er* 

haltenen  Gleichungen  

dA   .    0     ,   dB        a        n       ,l/Psin,o) 

—  -r—  sin  ßx  +  -r-  cos  ßx  — ■  (1 — x)  1/  r. *-• 

dx        r         dx        r        v  r    V  cos  q> 

Daraus  erhält  man 
dA  .1/Psin*a>   .     .  dB       n        .  1/Psin*a>        . 

—  «  —  (l  —  X)!/  rr ^-Sin  0X,  —  =(1  — X)  I/r. ^  cos  tfx, 

dx  v  r    V  cos  qp       r  dx  '  r    V  cos  qp       r 

Mithin  I  «  /p  ein*/« 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Linie  ist  also : 

y — f + A,  cos  /»x+B0  sin  /»x+cos  ßxf(l  —  x)  |A  *in*9>  »in  tfxdx 

y  r    V  cos  qp       r 

l  


-  sin  ßxf([-  x)  l/P£ü!2  cos/Sxdx, 
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oder  nach  Ausführung  der  Integration : 

y  ■=  f  +  A£  cos  fix  +  B£  sin  fix  —  (1  —  x)  tag  qp, 
wo  AJ  und  BJ  die  Integrationsconstanten  sind,  verbunden  mit  den  durch 
die  Ausführung  der  Integration  hereingekommenen,  und  f  die  Grösse  der 
Ausbiegung  bedeutet. 

Zur  Bestimmung  dieser  Grössen  haben  wir  zunächst,  dass  für  x  =  l 
sein  muss  y  =  f,  also  ist 

0  =  A0  cos  ß\  -f-  B0  sin  ßl    © 

Weitere  Bedingungen  erhalten  wir  durch  die  vorgeschriebene  Be- 
festigung. 

a)  Das  Prisma  sei  mit  dem  einen  Ende  fest  eingefügt.    Dann  ist  für 

dv 
x  =  0  auch  y«^  =  0,  also 

0  — f  +  AJ  —  Itgp,     0  =  BJ/S  +  tg  p. 
Dies  giebt  mit  Hülfe  der  schon  gefundenen  Gleichung  0 : 

*•  ß    '    .°  ß        '     i  —  igy^        ß  y 

Setzt  man  aber  q>  =  0,  so  erhält  man 

AJ  =  —  f,  BJ  =  0und  =  —  f  cos/Jl. 
Diese  letzte  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  f=0  ist,  wie  es  der  Natur  der  Sache 
entspricht,  denn  es  kann  dann  keine  Biegung; eintreten.  Der  Bedingung  ist 

aber  genügt  durch  cos  ßl  =  0  oder  ß\  =  1/  — =-£  1  = ^t —  n%   Es 

würde  dann  der  Gleichung  genügt  durch  jede  beliebige  Grösse  von  f,  was 
offenbar  ein  absurdes  Resultat  ist.  Dies  kann  nur  so  gedeutet  werden,  dass 
für  diesen  Fall,  wenn  doch  in  Folge  irgend  welcher  theoretisch  nicht  vor- 
gesehener Fälle  eine  Biegung  eintritt,  die  obige  Vernachlässigung,  nach  der 

1       d*y 

-"™"T«  fet  und  die  Winkel  a  als  verschwindend  angenommen  sind,  nicht 

passen,  dass  also  die  eintretende  Biegung  nicht  mehr  als  klein  betrachtet 
werden  kann. 

b)  Sei  für  x  —  0,  y  =  0,  ^  =  tg  e.  Dann  ist 

A°  =  — f+Itgp,  tg*  —  ßB0  +  tg<p. 
Diese  Gleichungen  verbunden  mit  0  geben : 

BS==±(tg*-tg9>),       A;  =  -M(tg£_tg9), 

f  =  l  tag  9>  +  M(tg  €_tg  <p). 

Die  Gleichung  der  Biegungscurve  für  den  blossen  Druck,  also  q>  =  0, 
ist  dann 


ß 


[sin  ßi  +  tg  ß\  (1  —  cos  ßi)]. 
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Man  übersieht,  dass  der  oben  angegebene  Weg  auch  noch  passt,  wenn 
statt  P  sin  q>  (1  —  x)  ganz  allgemein  ein  Biegungsmoment  M  gegeben  ist, 
dann  hat  man  zu  setzen: 


B 


/»        M 

—  /./vp         -COS/gx  +  B». 

J  J/V.Pcosy 


10.  Biegungscurve   der   Axe,   wenn   es   ausser  dem  Bie- 
gungsmoment einen  Zug  giebt. 

Als  Ausgangspunkt  haben  wir  dieselben  Gleichungen  wie  oben,  nur 
müssen  wir  hier  q>  zwischen  90°  und  180°  nehmen,  oder  wenn  wir  auch 
hier  für  q>  den  spitzen  Winkel  nehmen ,  setzen  die  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen beim  cos.  Es  ist  demnach 

T(QE  —  Pcosop)      n   .        n        x      n  tt 

-^ — ^- ^~  PsmyO  —  x)  —  Pcosqp(f—  y), 

oder  mit  denselben  Abkürzungen  und  Annäherungen  wie  oben 

V  j^-=Psinqp(l  —  x)  —  Pcosg>(f  —  y). 

Wir  untersuchen  zunächst  die  Gleichung: 


Deren  Integral  sei 


V^ Pcos^f-y). 


y  «=  f  -f-  Ae^+Be    ax. 


Die  dem  Obigen  analogen  Rechnungen  geben  dann 

Pcosjp 

*        vT"» 

dA    cd  ,    dB    —  ax      ~ 

e    +-T—e       —0, 


dx  dx 


Mithin  ist 


dA    ax      dB    — ax      n        Xl/Psin*g> 

-r— e r-e       =(1  —  x)|/v r- 

dx  dx  r    V  cos  q>. 

dA    ax      i/i        ^  1  /Psinfg> 


dB    -ax 
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Die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist  also 

1 


y-sf+A0eax+B0c-ax-eax  /c_aIi  (1  -  x)  l/E^Üdx 

\  r    V  cos  g> 

l  


,      — an 


j  r    V  cos  g>     ' 


oder  nach  Ausführung  der  oben  angedeuteten  Integration 

y-f  +  AJe^+Bje-^-tgyfl-*). 

Die  Bestimmung  der  darin  noch  vorkommenden  Unbekannten  geschieht 
nun  analog  dem  Obigen. 

dv 

a)  Der  Stab  ist  unten  fest  eingefügt,  also  für  x  =  0  ist  y=0,  ~  =  0 

dx 

und  für  x  »:  1  ist  y  =  f,  so  ist 

0— f+A'0+B£— tg  <pl9  0~«(AS-BS)+tg  <p,  f^f+AJe^+Ke"""1. 
Setzt  man  aber  q>  =  0,  so  erhält  man 

AJ  =  BJ  =  f=0, 
also  kann  eine  Biegung  unter  diesen  Umständen  nicht  stattfinden,  wenn 
nicht  irgend  eine  andere  Kraft  dieselbe  bewirkt. 

dv 

b)  Ist  für  x  «  0  auch  y  =  0  und  -p  «■  tag  e  und  für  x  =  1,  y  =  f, 

so  ist  0  =  f  +  AJ  +  BJ,  tg  e  =a(K—  BJ)  und  f— f +AJeal+BJe~al. 
Dies  giebt  dann 

ol         — ctl  .  — ol  «1 

,_tg*e  — e    _       A;  =       tg  e  e  ß,  _  ee 


ua+e  al^e+e       )  a\e  -j-  e      ^ 

Setzt  man  dann  y  =  0,  also  nur  Zug,  so  ist 


O  «1  .      — a\ 


e  -j-e 
Dieselbe  Bemerkung  wie  zu  10.  kann  hier  gemacht  werden.  Es  ist  dann 


— fyr. 


1     M 


Pcosqp 
1        M 


dx  +  A0, 


B=      /jvn       =ecxdx  +  B0. 
t/yV.Pcosqp  ° 

11.    Excentrischer  Druck. 

Die  Ausgangsgleichung  in  9.  lässt  sich  sofort  übertragen  auf  einen 
excentrischen  Druck,  wenn  wir  setzen  cp  =  0  und  mit  b  bezeichnen  die 
Entfernung  des  Angriffspunktes  von  der  Axe.  Diese  Grösse  b  ist  nach  den 
obigen  Betrachtungen  einzuführen,  da  sonst  eine  Biegung  nur  mit  Hinzu- 
nahme einer  anderen  Kraft  stattfinden  kann.  Die  zu  integrirende  Gleichung 
ist  dann 
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T(QE  +  P)      D/f  ,.         ,     .  v      T(QE  +  P)., 

■       q   — -  =  P  (f +  b  —  y),  oder,  wenn  V«—         q        '  ieL> 

V^-P(f+b-y). 

Deren  Integral  setze  man  y  «* (f  +  b)  +  A  cos  ßx  -J-  B  sin  /?x,  wo  nach 

p 
den  obigen  Rechnungen  sich  ergiebt  /F— -y- . 

Zur  Bestimmung  der  noch  unbekannten  Grössen  A  und  B  haben  wir, 
wenn  der  Stab  unten  befestigt  ist, 

y  =  0,  -^  —  0  für  x  —  0  und  y  —  f  für  x  —  b,  also 

0  =  f+b  +  A,  0  — B/?,  f—  f+b  +  Acos/fl  +  Bsin/fl. 

Dies  giebt 

b 

cos/91 
also  ist 


4__^,B_o,r-b(^, 


COS 


4/l(l-co8j/Ix). 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  kann  berechnet  werden : 
1)  Wie  gross  muss  die  Entfernung  des  Angriffspunktes  der  Kraft  von 
der  Axe  sein,  damit  der  Balken  eine  gewisse  Ausbiegung  erfährt? 


fcosl 


v\ 


2)  Wie  gross  muss  die  Kraft  sein,  welche  bei  gegebener  Verrückung 
vom  Schwerpunkte  den  Balken  um  eine  bestimmte  Grösse  durchbiegt? 

P EQ 


(arccos^) 


3)  Wie  gross  muss  die  Länge  des  Korpers  sein,  der  unter  gegebenen 
Verhältnissen  eine  bestimmte  Durchbiegung  erfahrt? 

PQ 


V— 

.      1  -'  (2Q 


+  1)T 


arccos 


b  +  f 

Für  die  Lage  der  Schicht,  in  der  keine  Spannung  existirt,  erhalt  man 
hier  nach  8. :  1  P§ 
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12.    Excentrischer  Zug. 

Der  Natur  der  dann  entstehenden  Biegung  zufolge  ist  hier  die  in  11. 
eingeführte  Grösse  b  von  f  abzuziehen,  so  dass  wir,  wenn  die  im  Obigen 
eingeführten  abgekürzten  Bezeichnungen  beibehalten  werden,  als  Gleichung 
erhalten: 

vö — p(f-b-y>- 

Deren  Integral  ist  nach  10. : 

y  =  f  — b  +  Ae^+Be"""*,    aa  =  |-- 

dy 
Zur  Bestimmung  von  A,  B  und  f  haben  wir  y  =  0,  -p—  0  für  x  =  0 

und  y  =■  f  für  x  ==»  1,  also 

0  — f—  b  +  A  +  B,   0  =  a(A  —  B),    f=f  —  b  +  Ae^+Be"""1. 
Dies  giebt 

A  =  B  =  4(b-0,     f-b-        "    ^ 

e   +e 

b- -J*V*    -*Y*     ) 


13.  Excentrisch  schräg  wirkende  Kraft. 

1)  Die  Componente  in  der  Richtung  des  Balkens  ist  eine  Druckkraft. 
Mit  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnung  ist 

V  pa  =  P  sin  <p  (1  —  x)  +  P  cos  cp  (f  + b  —  y) 

und  nach  9. 

x  =  f  -{-  b  +  A0  cos  ßx  +  B0  sin  ß\  —  tg  q>  (1  —  x). 

2)  Die  Componente  in  der  Richtung  des  Balkens  ist  eine  Zugkraft. 
Nach  10.  ist  dann 

V  jpj-  =  P  sin  q>  (1  —  x)  —  P  cos  y  (f  —  b  —  y). 
y  =  f  _  b  +  A0  eax+  B0e~ax-  tg  <pj\  -  x). 


14.  Berechnung  der  Trägheitsmomente. 

1 
In  §  134  findet  sich  die  Berechnung  des  T  für  ein  Rechteck  =  —  h3b. 

Da  dann  ist  Q  =  bh,  so  erhält  man  T  =  r-r .  Q  h2. 

12 
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1)  Kreuzförmiger  Querschnitt.   Fig.  9. 

Die  Dimensionen  des  Querschnittes  seien  so  wie  es  an  der  Figur  an- 
gedeutet ist  bezeichnet  und  die  Linie  T  bedeute  immer  die  Axe,  auf  die 
das  Trägheitsmoment  bezogen  wird. 

-b')h"}- 

Flg.  10. 


2)  Doppelt  -  T  förmiger  und  hohler  rechteckiger  Querschnitt.  Fig.  10. 

T-l{bh.-b-h'.}. 

3)  Doppelt-rechteckiger  (Idealer  Ifor-  >*■•«■ 
miger)  Querschnitt.  Fig.  11.                                 .tZZfZZ 

Hierbei  hat  man  sich  natürlich  beide  ^W}^'0- 

Theüe  durch  eine  Verstrebung  verbunden  f',    ' 

ia  denken,  die  wegen  ihres  geringen  Ein-    r 

Hasses  auf  das  Trägheitsmoment  vernacb- 

T~^b(h*-h»),  I 

4)  Kreisförmiger  Querschnitt. 

—  r      0 

T— ji-— jOrt 

5)  Hohlkreisförmiger  Quer- 
schnitt 

T— j  IT  &*  —  !"). 

6)  Elliptischer  Querschnitt. 
Fig.  12. 

T— .4/yx*dt 

Klein,  Theorie  der  ElasliciiSt  «IC.  4 


Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  ist 

y  =  bcc«9>,  x  =  asiny>,  dx  =  a  cos  <f<\q>, 


T  =  4 /a'b  sin'iy  eosV/  de/-  =  4asb  -^n 
Ist  a  ■-  b  =  r,  so  kommt 


7)  Einfach-T  förmiger  Querschnitt.   Fig.  13. 


T  =  -r  [a  (h  —  e)s  +  aea  +  bea  —  (b  —  a)  (e  —  d)»]. 
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An  dem  einen  Ende  eines  cylinderförmigen  Korpers  von  der  Lange  I, 
der  mit  dem  anderen  Ende  fest  eingefügt  ist,  denken  wir  uns  eine  Kraft  am 
Hebelanne  a  senkrecht  zur  Längsaxe  angebracht,  die  den  Körper  zu  drehen 
sucht.  Es  sollen  die  Gleichgewichtebedingungen  der  angebrachten  Kraft 
und  der  Torsionsspannung  aufgestellt  werden.  Durch  diese  Kraft  wird  der 
freie  Querschnitt  so  verdreht,  dass  nun  jede  vorher  gerade  Faser  die  Form 
einer  Schraubenlinie  hat.  Wir  können  uns  die  Elemente  dieser  Schrauben- 
linie wie  die  Stufen  einer  Wendeltreppe  vorstellen.  Jedes  Element  hat 
gegen  das  vorhergehende  eine  kleine  Seiten  Verschiebung  erfahren,  deren 
Grösse  durch  den  Z_.  ip  gemessen  wird,  wenn  wir  mit  ifi  den  kleinen  Winkel 
bezeichnen,  um  den  die^vorher  gerade  Faser  sich  gedreht  hat.  Die  dadurch 
hervorgebrachte  Spannung  S  können  wir  diesem  Winkel  und  dem  Quer- 
schnitt der  Faser  dq  proportional  setzen,  also  S  =  tii/jd*j,  woGdenSchub- 
elasticitatsmodul  bezeichnet.  Der  Zusammenhang  dieser  Grosse  G  mit  E  Ist. 
§  73,  3.  erörtert. 

Wenn  nun  r  der  Halbmesser  des  verdrehten  Querschnittes  ist  und  3) 
rj© 
1 

sein  wird,  selbst  wenn  ü)  gross  ist,  denn  im  letzteren  Fall  wird  dann  1  gegen 
r  sehr  gross  sein, 

rS> 

v=-r- 

Dadurch  gebt  der  obige  Werth  S  Ober  in: 
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Alle  Fasern  des  letzten  Querschnittes,  an  dem  die  Kraft  P  angreift, 
streben  in  ihre  natürliche  Lage  zurück  mit  Kräften,  welche  durch  den  ge- 
fundenen Ausdruck  dargestellt  sind  und  dem  Querschnitt  parallel  und  gegen 
r  senkrecht  wirken.  Das  ganze  Drehungsmoment  dieser  Spannung  muss 
nun  im  Fall  des  Gleichgewichtes  dem  von  Aussen  wirkenden  Moment  gleich 
sein.  So  erhält  man 


Pa 


D/4.,        G© 
TyrMq— j-T. 


Obgleich  diese  Formel  nur  streng  für  einen  kreisförmigen  Querschnitt 
gilt,  lässt  sich  dieselbe  doch  angenähert  auch  auf  andere  Querschnitte 
fibertragen,  aber  nur  so  lange,  ab  man  die  Verschiebung  innerhalb  der 
Querschnitte  vernachlässigen  darf.    Genaueres  siehe  Anhang  A.  8.,  9. 

Die  Einführung  der  T  für  die  verschiedenen  Querschnitte  giebt  also 
näherungsweise,  wenn  derselbe  ist: 

1)  ein  Rechteck:    Pa  — y  G(P-f-h*)||, 

©        1 

2)  ein  Kreis:         Pa  =  -.  «G.-r- nx\ 

©        1 

3)  ein  Kreisring :  Pa  =  -=-  .  G  —  it  (r4  —  r,4). 
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1.  Maximalbelastung,   wenn    ausser   einer   am  Ende   ange- 
brachten Kraft  eine  auf  das  Innere  wirkt. 

Nach  §  65  ist  die  Spannung  auf  die  Querschnittseinheit: 

l 

-±-/jTqdx. 

q     q/ 

Dieser  Ausdruck  ist  zur  Bestimmung  des  Maximums  der  Kraft,  die  dem 
Körper  zugemuthet  werden  darf,  gleichzusetzen  entweder  dem  Tragmodul  t 
oder  dem  Festigkeitscoefficienten  F. 

Erwähnt  muss  werden,  dass  diese  Formeln  nur  richtig  sind,  wenn  die 
Spannung  sich  gleichmässig  über  den  Querschnitt  vertheilt.  Dies  ist  um  so 
mehr  erreicht,  je  kleiner  die  Querschnitte  sind. 

a)  Ist  die  auf  das  Innere  wirkende  Kraft  das  Eigengewicht  des  Körpers, 
so  ist  die  Spannung: 

P       ' 


-±/yqdx, 


1      X 

also  bei  unveränderlichem  Querschnitte: 

P 

-±yq(i  —  x). 

4* 
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'   Diese  ist  also  am  grössten, 

1)  wenn  P  und  y  nach  derselben  Seite  wirken,  bei  x  «b  0.  Die  Festig« 
keitsgleiehung  ist  dann : 

Daraus  ergiebt  sich 

P  ob  (t  —  y\)  q  als  das  Maximum  von  P. 

Ist  nun  t^yl  oder  1^>— ,  so  wird  der  Körper  durch  sein  eigenes 

Gewicht  zur  oder  über  die  Elasticitätsgrenze  ausgedehnt. 

2)  Wenn  P  und  y  nach  entgegengesetzten  Seiten  wirken,  ist  die 
Spannung  I_yq(i_x) 

am  grössten,  wenn  x  =  1  ist,  es  muss  also 

p 
t  [Fl  «■»  —  sein. 

b)  Die  auf  das  Innere  wirkende  Kraft  ist  eine  Centrifugalkraft,  dann 
ist  nach  §  65  die  Spannung 

r g       2 

Das  Maximum  der  Spannung  tritt  hier  ein,  weil  P  dasselbe  Zeichen  hat 
wie  die  Centrifugalkraft,  am  festen  Ende  des  Stabes,  wo  x=0  ist;  dann  ist 

P      vwM* 

L   J       q      g   2 
Ist  P  as  0,  so  ist  demnach  das  Maximum  der  Winkelgeschwindigkeit 


*-w- 


2gqt 


2.   Maximalbelastung  bei  excentrischem  Zug. 

Nach  §  67;  12.  ist 

8       *  +  **=!*,„, TCEQ-P) 


Q^      Q        f'""*  QT(f— b  — y)' 

Das  Minimum  des  absoluten  Werthes  von  q  ist  demnach  da,  wo  y— =0 
ist,  also  an  der  Befestigung  und  ist  dieses 

T(EQ  — P) 

*— QP(f_b)' 
Also  ist 

_P    t  P(f-b)c 

t_Q"1  T       • 

Nach  Einführung  des  für  f  gefundenen  Werthes  ist  dann 

P        P        2bc  1/T 

Q  +  Teol+e-al'    C  =  F     V- 
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3*   Untersuchung  des  Drahtes. 

Einen  Draht  haben  wir  uns  zu  denken  als  einen  Kern,  der  umgeben 
ist  von  einer  Kruste,  die  durch  das  Ziehen  fester  geworden  ist.  *  Sei  d  der 
Gesammtdurchmesser  und  <?  die  Dicke  der  Kruste.  Bezeichnen  wir  nun  die 
Spannungen  der  Querschnittseinheit  des  Kernes  mit  St  und  die  der  Kruste 
mit  S9,  ferner  die  entsprechenden  Elasticitätsmoduli  mit  E,  und  E,  und  mit 
P  die  angebrachte  Kraft,  dann  ist : 

P  =  S,7r(d(J  —  W  +  ^ttfj  —  dY. 

Da  nun  die  Ausdehnungen  J\  von  Kern  und  Kruste  wegen  des  bleiben- 
den Zusammenhanges  dieselben  sind,  so  ist 

^1  =  ^  —  ^,  alsoSt:St  —  E,:E8. 
Es  ist  demnach 

s.  =  -  PE- 


{  E,  (d<i  -  «5») +  E,(| -<*)*} 


S,- 


n 

PE, 


«{  E,  (cW  -  «5») +  E,(.|j- -<*)*} 

Denken  wir  uns  den  Tragmodul  t  im  ganzen  Querschnitt  constant,  so 

/d\2 
muss  P  =  in  (  ^  1  sein,  setzen  wir  aber  den  Tragmodul  des  Kernes  allein 

tx,  so  muss  bei  der  Maximalbelastung  St  =  t„  sein.  Es  ist  mithin 

tTTl 


(i)'-. 


„{  E,  (dd  -  «5») +  E,(| -<*)*} 
also  näherungsweise,  wenn  <P  gegen  d<?  vernachlässigt  wird, 

i-t.+4'"'|--E'),  roigiich 

P  ist  demnach  selbstverständlich  grösser,  als  wenn  wir  den  Gesammt- 
tragmodul  tÄ  nehmen. 

4.  Körper  von  gleichem  Widerstände.    Schachtgestänge. 

Wenn  wir  den  Querschnitt  des  Körpers  veränderlich  setzen,  so  werden 
die  in  §  65  gemachten  Voraussetzungen  noch  gelten,  wenn  wir  nur  die  Di- 
mensionen des  Querschnittes  klein  nehmen.  Wir  behalten  also  die  Annahme 
bei,  dass  im  ganzen  Querschnitt  die  Spannung  überall  dieselbe  sei,  und 
stellen  uns  die  Aufgabe:    Nach  welchem  Gesetze  müssen  sich  die  Quer- 
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schnitte  eines  Körpers  ändern,  wenn  alle  gleich  stark  in  Anspruch  genom- 
men werden  sollen.  Körper,  die  dieser  Bedingung  genügen,  nennen  wir 
Körper  von  gleichem  Widerstände. 

Nach  §  65  erhalten  wir,  da  die  Spannung  im  Querschnitte  q  sein  muss 
tq,  die  Gleichung 

tq  =  P+/iiqdx, 

X 

wo  nun  q  veränderlich  ist. 

Aus  der  eben  aufgestellten  Gleichung  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

tdq  =  —  JTq.dx,  oder  —  = -~  dx. 

Deren  Integral  ist 


log  q  —  ~/tf<lx  +  C. 


X 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  bedenke  man,  dass,  wenn  Q  den 
letzten  Querschnitt,  wo  JT=0  ist,  bezeichnet,  gelten  muss  tQ=P.  Also  ist 

logQ  =  C  =  log~. 

Das  gesuchte  Gesetz  ist  also  enthalten  in  der  Gleichung: 

P       1  r 
log  q  —  log  —  =  -T-  /  Udx,  oder 

X 

l  1 

n     -rlll&X  -r  I  ildx 

q-jeV         -Q.eV 

Es  ist  demnach  die  Form  der  Querschnitte  gleichgültig,  wenn  nur  die 
Schwerpunkte  derselben  auf  der  Längsaxe  liegen. 

a)  TL  =»  y,  so  ist 

p  i(1-x)    n  *£*-? 

q  — Ye  "-Oe 

_0(1+2r^+£pü£Sf]'....). 

b)JT=^w'x, 

g 

q  =  — e     6  =Qe       8 

_o(l+^(,_J,^[^(I._4....). 

Eine  leichte  Rechnung  giebt  den  genäherten  Werth  der  Material- 
ersparnis^ wenn  solche  Körper  von  gleichem  Widerstand  statt  prismatischer 
genommen  werden. 
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5*  Scbachtgestänge. 

Wie  gross  sind  die  Querschnitte  der  n  Stücke  von  der  Lange  1  eines 
Gestänges  zu  verfertigen,  wenn  die  Beanspruchung  am  oberen  Ende  eines 
jeden  prismatischen  Stückes  dieselbe  sein  soll. 

Mit  Beibehaltung  der  oben  eingeführten  Bezeichnungen  ist,  wenn 

l»  <k»  <t  •  •  •  <In  die  Querschnitte  von  unten  nach  oben  sind, 

p 

P  +  qiiy  —  tq,,  qi  — __f 

P  +  q,iy  +  qaiy  — 1%.  *— «i^  +  r— iy)' 

P  +  qtiy  +  qity  +  qaiy  —  ^     q3  —  q*  (i  +  izziy)  • 

u.  s.  w.,  also 

6.  Kettenbrücke  und  Telegraphendrähte. 

Sei  bei  einer  Kettenbrücke  G  das  Gewicht  der  Längeneinheit  der 
Brückenbahn  sammt  deren  Maximalbelastung  mit  Einschluss  des  auf  die 
Längeneinheit  reducirten  Gewichtes  der  Tragstangen. 

Wir  beziehen  die  Bahncurve  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen  An- 
fangspunkt im  tiefsten  Punkt  liegt  und  dessen  xAxe  horizontal  ist.  Mit 
Beibehaltung  der  oben  eingeführten  Bezeichnungen  sind  demnach  die 
Gleichungen,  welche  die  Kettenlinie  bestimmen : 

d(s"d7)""0  UBd  d(s-|)-rq<fe  +  GdX. 

Die  Integration  der  ersten  Gleichung  liefert,  wenn  man  mit  0  den 
Winkel  bezeichnet,  den  die  Tangente  mit  der  zAxe  bildet,  und  mit  S0  die 
Spannung  im  tiefsten  Punkte : 

Ssin  ©  —  S0. 

dx 
Dies  in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt  giebt,  da  sin  0  *-»  —  ist, 

.    S0d  (Ä  — y qds  +  Gdx. 


Die  Integration  dieser  Gleichung  führt  auf  transcendente  Ausdrücke« 

Wir  begnügen  uns  deshalb  mit  einer  Näherungsrechnung.  Wir  setzen  zu- 

dz 
nächst  -r-  =  z',  so  wird  die  Gleichung 


S0dz'  —  (yqj/l  +  z"-fG)dx, 
mithin 


0  / .  =  x  +  Const. 
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Da  nun  im  Allgemeinen  bei  der  scharf  gespannten  Kette  die  Ketten- 
linie eine  flache  Curve  sein  wird  und  der  Winkel  0  nur  wenig  von  90° 
entfernt  ist,  mithin  auch  cot  0  =  z'  sehr  klein  gegen  1  ist,  so  können  wir 
z"  gegen  1  vernachlässigen  und  erhalten 

dz' 

=  x  -f-  Const», 


<•/-. 


yq  +  G 


S°         dZ=x+Const. 


yq  +  G  'dx 

Hier  ist  nun  zunächst  Const.=  0,  denn  für  x  —  0  muss  z'  =— :  0  sein, 
woraus  folgt,  da  auch  für  x  «=  0  z  =  0  ist, 

*- Tip  "'•""> 


-<\fcWW!- 


Daraus  kann  nun  berechnet  werden  der  nöthige  Querschnitt,  wenn  die 
Spannung  nicht  den  Tragmodul  überschreiten  darf. 

Sei  die  Entfernung  der  beiden  durch  eine  Kettenbrücke  zu  verbinden- 
den Punkte  2  a,  ferner  die  grösste  Herabbiegung  b,  welche  in  der  Regel 

Vi  4  bis  Vi  2  der  Spannweite  beträgt,  so  ist 

,  G  +  yq    ,    (* 
b  2S0      *'  U 

mithin  die  grösste  Spannung  im  Aufhängepunkt: 

also,  wenn  diese  grösste  Spannung  auf  die  Querschnittseinheit  gleich  dem 

Tragmodul  gesetzt  wird,  

f_SavWL4b^ 
aq 
Mit  Hülfe  der  Gleichung  (*)  kann  dann  S0  entfernt  werden,  so  das» 

man  erhält:  

4       (G  +  yq)V/a5,+  4bta 


2bq 
aG  |/a»  +  4  V 


,  also 


2tb  — ay|/af  +  4b*' 
Für  Telegraphendrähte  ist  G  =  0  und,  da  für  diese  0  sehr  wenig  von 
90°  entfernt  ist,  so  ist  Sa  wenig  von  S0  verschieden.    Für  dieselben  folgt 
also  aus  (*) 

b==2T'°dert""2b- 

Es  ist  klar,  dass  bei  der  obigen  Berechnung  der  Querschnitte  für  die 

Kettenbrücke,  wo  also  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Kette  überall  denselben 

Querschnitt  behalte,  erstens  zu  viel  Material  verwendet  und  zweitens  auch 

dadurch  die  Sicherheit  vermindert  wird.    Es  mag  daher  im  Folgenden  ein 
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näherungsweises  Gesetz  gefunden  werden  für  die  Veränderung  der  Quer- 
schnitte, wenn  überall  die  Spannung  dieselbe  sein  soll. 
Die  zu  erfüllende  Bedingung  ist  also 

Sft       S 

<lo  <I 

Daraus  ergiebt  sich  nach  den  obigen  Gleichungen 

a,!ü!.     S<k *-~a  ^5  —  0.1/14^ 

q       S0       Ssin©      sin©      ^dx      <fcK1  +  z  • 


Fuhrt  man  diese  Werthe  in  die  zweite  Differentialgleichung  ein,  so 

erhält  man 

S.ÖV  —  [yq.jl+*")  +  G]<k, 

./;*■  ':       \ »rctag. /-  ,         —  x-f-Const. 

Für  x  «=  0  ist  z' *-»  0 ,  also  ist  Const.  —  0. 

Es  ist  nun  durch  Reduction  auf  z*  und  nochmaliger  Integration: 


f     yq.    ^  s< 


'o 


s.,og8ecxf^(G+^:) 


yqo  s0 

Durch  Einführung  von  a  und  b  ist  darnach 

b-iMogsec'^qf+rgo). 

yq.  *  s0 

g 

Da  nun  t  «=  —  sein  soll,  so  ist 

b_!iog8et»-i£S±Ä 
y  tq. 

wo,  wenn  a  und  b  gegeben  sind,  q,  die  einzige  Unbekannte  ist,  die  man  wie 
folgt  berechnen  kann.  Man  setze 

»l/yqo(G+yü) 

tqT"^  *' 

wo  der  Hülfswinkel  im  Bogenmaass  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

log  sec  g>  ==  — £-. 
Dann  ist 

,  8,,  —  t.q^ 


Diese  Werthe  in  (**)  eingesetzt  geben  z'  und  damit  endlich  nach  der 
oben  aufgestellten  Gleichung  für  q  dieselben  für  die  zugehörigen  x. 
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(§  71.) 

1.    Bruchmoment.    Widerstandsmoment. 
Nach  §  67,  1.  ist  die  Spannung  in  der  Entfernung  zn  von  der  neutralen 

Schicht  in  der  Querschnittseinheit  S .  zn  =  -^— .  Daraus  geht  hervor,  dass 

Q 
diese  Spannung  am  grössten  ist  in  der  von  der  neutralen  Schicht  am  meisten 

entfernten  Schicht.   Sei  diese  Entfernung  c,  so  ist  S.c  = — .E. 

Q 
Diese  Spannung  darf  nun  entweder  den  Tragmodul  t  oder  den  Coeffi- 

cienten  der  absoluten  Festigkeit  F  multiplicirt  mit  dem  Sicherheitscoeffi- 

cienten  n  nicht  überschreiten.  Es  ist  demnach  t  =  — .  E. 

Q 
Im  Folgenden  ist  immer  t  gesetzt,  will  man  dann  F  und  n  einführen, 

so,  hat  man  statt  dessen  nur  nF  in  die  Formeln  einzusetzen. 

Setzt  man  nun  diesen  Werth  E  =  —  in  dem  §  67, 1.  Biegungsmoment 

genannten  Ausdruck  ein,  so  erhält  man  T— ,  d.  h.  das  Bruchmoment. 

c 

Aus  der  Gleichung 

t  =  _  E,  oder  o  =  — 
Q  t 

ergiebt  sich  der  kleinstmögliche  Werth,  den  q  annehmen  kann.  Man  wird 
demnach,  wenn  die  Biegungslinie  bekannt  ist,  den  gefährlichsten  Punkt, 
den  Bruchpunkt,  finden,  wenn  man  sucht,  wo  q  ein  Minimum  ist. 

c  ET 

Setzt  man  in  t  =-=—  E  statt  g  den  Werth  aus  §  67,  1.  o  =  -=r-,  se 

q  *        Px 

t.T 
erhält  man  Px  =  — —  als  das  grösste  Moment,  welches  der  Körper  ertragen 

kann.  Dieses  Moment  nennt  man  Widerstandsmoment. 

2*  Maximalbelastung. 

a)  Der  Balken  ist  an  einem  Ende  eingefügt. 

W 

Nach  den  Formeln  §67,  2.  ist  q=  p-,  also  ist  der  Bruchpunkt  bei 

tT 

x=-=l,  d.  h.  am  Befestigungspunkt,  dann  ist  P  =  -y. 

c  1 

Dies  giebt,  wenn  die  T  aus  §  67,  14.  genommen  werden,  für  ver- 
schiedene Querschnitte: 

1)  recht eckförmig :  ^===*a'  ~r_t' 

1    Ttr3 

2)  kreisförmig:  P  =  —.— -t, 
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3)  hohlrechteckförmig :     P  —  — . '  '■  ( , 

1    r«  —  r  » 

4)  kreisringförmig :  P  —  -j  —  t. 

Ist  ausser  P  eine  gleichförmig  vertheilte  Last  G  gegeben,  so  ist  der 

Q 

Bruchpunkt  auch  am  Befestigungspunkt  und  es  ist  nun  zu  setzen  -^  statt  P 

r 

oder,  wenn  beides  wirkt,  P  +  -^  statt  P. 

b)  Der  Balken  ist  an  beiden  Enden  unterstütz!.  Nehmen  wir  zuerst 
an,  der  Balken  sei  durch  eine  einzige  Kraft  nicht  in  der  Mitte  belastet,  dann 
ist  nach  §  67,  3. 

W 

für  AD:  P  —  fTTTi TriT V 

x      Pk(il  — e)  [11— e  — x] 
Dieser  Werth  wird  ein  Minimum,  wenn  x—0  ist,  also  im  Punkte  D.  Dann  ist 

W 

^"PttP-eV 

W 

Für  BD  :  q  —  „m rrrri v 

*      P  (i  l  —  e)  [il  +  e  —  x] 

Dieses  wird  auch  ein  Minimum  im  Punkte  D  und  zwar 

W 

Der  Bruchpunkt  ist  also  im  Auf  hängepunkt  des  Gewichtes  und  es  er- 
giebt  sich  als  Maximalbelastung: 

P= YL t 

Ec(H2  — e*) 
Dieselben  Betrachtungen  gelten  für  den  Fall,  dass  die  Last  P  beweg- 
lich ist;  dann  ist  aber  e  veränderlich  und  wir  erhalten  den  kleinstmftglichen 
Werth  von  P,  wenn  wir  nehmen  e»0,  Trägt  also  der  Korper  für  e  =»  0 
die  Last  P,  so  wird  keine  Gefahr  des  Bruches  sein,  wenn  die  bewegliche 
Kraft  sich  an  irgend  einem  anderen  Punkt  befindet. 

Wenn  ausser  der  isolirten  Kraft  noch  eine  gleichmässig  verbreitete 
Last  wirkt,  so  ist  nach  §  67,  3. : 

für  DA:  g,  =  ,      .  _  ^r j; , 

(P^  +  yjttl  +  e-^-ilttl  +  e-x)- 

W 

für  DB:  ga  —  ,    . .   , jtt 7; ■ . 

-(p^e+§)(u— D-^öi-—^ 

Man  findet  dann,  dass  gt  ein  Minimum  wird,  wenn 

P(U— e) 
e ^— = — -  =  x  ist. 
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Dies  Minimum  kann  nur  existiren,  wenn 

P 
e>-g  (41  — e)  ist, 

da  die  Curve  nur  bis  zu  x  =  0  geht.    Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  erreicht  gt 
sein  Minimum  bei  x  —  0.  Die  sich  hieraus  ergebenden  Werthe  von  Qt  sind : 

W 


"  '(pV+!)["+ö"«'-«>J-Tfl"+?«'-«'J!' 


W 


(p  +  ljdl'-e1) 


Die  Rechnung  würde  für  das  Minimum  p,  geben 

P 

x—  —  e  —  —  (il  +  e). 

Diesen  Werth  kann  es  nicht  geben,  da  die  Curve  nur  bis  x  —  0  geht    Da 

aber  q7  eine  mit  x  stetig  abnehmende  Grösse  ist,  so  wird  q%  zu  einem  Min., 

wenn  x  =  0  ist.  Dann  ist: 

W 


1       /         G\  ' 


M.  „£fi^S,   „der  jJ^-SF, 

so  ist  in  D,  dem  Angriffspunkt  der  Kraft,  der  Bruchpunkt  und  man  erhält 
zur  Berechnung  der  Maximalbelastung: 

Wt         _p,G 

Ec(H2  —  e*)         "*"  2* 

eG  ' 

Ist  aber  P  <  —. ,  so  ist  o[  vorhanden  und  man  findet  dann  leicht 

il  —  e  x 

ti  <C(>f>  so  dass  also  q\  das  absolute  Minimum  ist.    Zur  Berechnung  der 

Maximalbelastung  dient  dann 

Ec       W_ 

1  >ü^+f)["+^]-£["+M^r 

c)  Ist  der  Körper  auf  der  einen  Seite  fest  eingefügt,  auf  der  anderen 
nur  unterstützt,  so  müssen  wie  vorhin  die  Curvenstücke  besonders  betrachtet 
werden  und  zwar  ist  dann  der  Wendepunkt  ein  Grenzpunkt  eines  Curven- 
stückes.  Zur  Berechnung  der  Maximalbelastung  ist  dann  das  absolute  Min. 
zu  nehmen. 

1)  Ist  nur  eine  gleichförmig  vertheüte  Kraft  angebracht,  so  ist  das 

8  Wt 
kleinste  o  bei  x  ™  0  und  dann  erhält  man  G  =  11?    . 

IHiC 

2)  Ist  nur  in  der  Mitte  eine  Kraft  angebracht,  so  erhält  man  das  kleinste 

q  bei  x  =■=  0  und  dann :   P  =  tttft-  • 
r  21Ec 
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d)  Ist  der  Körper  beiderseits  fest  eingefügt,  so  werden  d|e  Rechnungen 
wegen  der  zwei  Wendepunkte  complicirter. 

1)  Ist  P  =  0,  so  ist  der  Bruchpunkt  an  den  Befestigungspunkten  und 

12  Wt 
die  Maximalbelastung  G  =  — =q — . 

2)  Ist  G=0,  so  ist  der  Bruchpunkt  an  dem  der  Last  zunächst  gelege- 

Wl2t  Wl2t 

nen  Ende  und  es  ist  P  =  „  a .    ' — r—  oder 


Ee2(l  — e)c         Ee(l  — e)2c* 


3.    Körper  von  gleichem  Widerstand. 

Das  Prisma  sei  mit  einem  Ende  befestigt.  Der  Körper  sei  symmetrisch 
gegen  die  Horizontalebene,  die  Schwerpunktsaxe  falle  mit  der  xAxe  zu- 
sammen, deren  Anfang  im  Befestigungspunkt  hege.  Wir  nehmen  ferner  an, 
dass  die  Druckspannung  gleich  der  Zugspannung  ist.  Da  T  eine  veränder- 
liche Grösse  ist,  so  haben  wir  nach  §  67,  1.: 

P(l_x)  —  S.Ti_xundPl=S.T, 
wo  T|__x  abgekürzt  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  der  Ent- 
fernung 1  —  x  vom  Befestigungspunkt  bedeutet.    Soll  nun  die  Spannung 

überall  gleich  sein,  so  ist 

1— x.       Ti_x 

1      —     T     ' 

1)  Der  Körper  habe  zum  Querschnitt  ein  Rechteck  mit  überall  gleicher 

Breite  b.  Dann  ist  also 

\-x_b.f_f 

1  b.h2~  h2' 

d.  i.  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Scheitel  im  Endpunkte  liegt. 

2)  Die  Querschnittsrechtecke  mögen  überall  dieselbe  Höhe  haben, 

dann  ist 

1  —  x zh2  _  z 

— I-  —  bF  —  ¥' 

also  eine  gerade  Linie.  * 

Wirkt  eine  gleichmässig  verbreitete  Last  G,  dann  ist 

^L(i_xr-ST,_Sf  ^P-S.T,   also^=^-Iip-. 

(1  —  x)2        V2 

l)  v— p-^-— Y'  2Gerade' 

2)    (LzJi£«.JL,  Parabel. 

Ist  der  Körper  anders  unterstützt,  so  wird  man  die  Rechnung  diesem 
analog  vornehmen  müssen. 
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Druckfestigkeit.  Zusammengesetzte  Festigkeit  Schubfestigkeit.  (§  73.) 

1.   Druckfestigkeit. 

Die  Erörterung  dieser  Festigkeit  schliesst  sich  an  §  70,  1.  an,  indem 
in  den  dort  aufgestellten  Formeln  dem  P  das  entgegengesetzte  Zeichen  zu 
geben  ist. 


P        C 
a)  Die  Spannung  ist 1-  /  yqdx. 


Die  dort  gefundenen  Resultate  müssen  auch  hier  passen,  nur  bezieht 
sich  1.  hier  auf  eine  stehende  und  2.  auf  eine  hängende  Säule. 

b)  Die  Kraft  P  ist  jetzt  der  Centrifugalkraft  entgegengesetzt,  wir  haben 
die  zu  erfüllende  Gleichung 

t[F] L.  +  L^L—L,  also 

L  J  q      g  2 


'-«(f-'-rH 


In  der  Praxis  wird  man  hier  nicht  das  Maximum  von  P  bestimmen 
wollen,  denn  es  bedeutet  unser  P  die  Festigkeit  des  Radkranzes.  Diese 
Gleichung  wird  vielmehr  dazu  dienen,  für  ein  gegebenes  P  das  Maximum 
der  Drehgeschwindigkeit  zu  berechnen. 

2.   Maximalbelastung  bei  excentrischem  Druck. 

Wir  müssen  hierzu  die  Gleichungen  von  §  67,  11.  benutzen.  Nach 
diesen  findet  man 

P       EQ+P2-  T(EQ  +  P) 

S      Q+      Q       e'       *~QP(f+b-y)- 

Dieses  q  erreicht  sein  Minimum  für  y  =  0,  also  am  Befestigungspunkt. 
Es  ist  mithin  zur  Maximalbelastung 

P    ,   P(f+b)c 
Q  "*"         T 
oder  nach  Einführung  des  Werthes  f 

4        P    ,  Pbc 

*  =  TT  + 


T  cos  1  1/y 


3.    Allgemeine  Beziehungen  zwischen  Zug  und 

Verschiebung. 

Nennen  wir  r  das  Maximum  der  ertragbaren  Verschiebung  eines  Ma- 
terials und  die  Kraft,  welche  diese  Maximalverschiebung  hervorbringt,  den 
Coefficienten  der  Schubfestigkeit,  T,  so  ist  T=rG,  wo  G  nach 
§  68  den  Coefflcient  der  Schubelasticität  bezeichnet.    Es  ist  nun  ein  Zu- 
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sammenhang  zu  finden  zwischen  rund  -p,  zwischen  G  und  E  und  damit 

dann  endlich  zwischen  T  und  t. 

Suchen  wir  zunächst  irgend  eine  Verschiebung  y  eines  Körpers  in  der 
Entfernung  1  Ton  der  neutralen  Schicht  auszudrücken  durch  die  Verlänge- 
rung X  der  Länge  1. 

Sei  AB  (Fig.  14)  =  1  ein  Stück  eines  Fi*  »• 

einer  Verschiebung  unterworfenen  Körpers, 
dessen  Richtung  mit  der  z  Axe  einen  Winkel 
q>  macht  und  dessen  Projection  auf  die  neu- 
trale Schicht,  die  xy  Ebene,  mit  der  xAxe 
den  Winkel  xp  einschliesst.  Das  Coordina- 
tensystem  ist  so  gelegt,  dass  die  Verschie- 
bung BB,  des  Punktes  B  der  x  Axe  parallel 

BB 
ist.  Es  ist  dann  y  =  --r1  •  Aus  AB  ist  ge- 
worden AB, .  Die  Verlängerung  finden  wir, 

da  die  Gesammtveränderung  wie  früher  klein  genommen  ist,  wenn  wir  BB, 
auf  AB  projiciren.  Es  ist  also 

X  =  BC  =  BB,  cos  B,BC  —  BB,  cos  xAB  —  BB,  sin  <p  cos  t/S  also 

X       yöz  sin  w  cos  xp       y    .    Ä 

,  a=e- Y —  =  ir  «n  2 q>  cos  ty. 

Diese  Grösse  erhält  den  grössten  Wertb,  wenn  qp=-r45°  und  t/>  — 0  ist. 
Es  ist  also,  wenn  J\  das  Maximum  der  Verlängerung  bedeutet, 

1         2  lm 

4\        t  t        1  T 

Nun  ist  aber  —  =  =.,  mithin  =-  =  —  r.    Da  ferner  r—*  jr  gilt,  so 

istT=2t-=r. 

Um  eine  Beziehung  zwischen  G  und  E  zu  finden,  gehen  wir  von  einem 
rechtwinkligen  Parallelepipedum  aus,  dessen  Kanten  a,  b,  c  sind,  und  unter- 
werfen dasselbe  Kräften,  welche  parallel  den  Kanten  a  und  b  sind  und  auf 
die  Tier  zu  ab  senkrechten  Ebenen  wirken.  Die  hier  vorhandenen  Kräfte- 
paare verwandeln  das  Beckteck  ab  in  ein  Parallelogramm,  dessen  Winkel 
90  +  v  werden.  Die  Grösse  dieses  Winkels  ist  von  der  Grösse  der  die  Ver- 
schiebung bewirkenden  Kraft  P  sowie  von  der  Natur  des  Körpers  abhängig, 
und  da  durch  eine  massig  grosse  Kraft  P  nur  ein  kleiner  Winkel  hervor- 
gebracht wird,  so  kann  man  P  mit  v  proportional  setzen,  also  P  =  G.r. 

Denken  wir  uns  einen  Würfel,  dessen  Kante  a  ist  durph  eine  Kraft  p 
auf  die  Querschnittseinheit  ausgedehnt  und  dann  durch  eine  Diagonalebene 
ein  dreiseitiges  Prisma  abgeschnitten.  In  Fig.  15  stelle  ABCD  den  ursprüng- 
lichen Schnitt  unseres  Würfels  dar  und  AB'C'D'  den  des  ausgedehnten. 
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Die  Schnittebene  geht  durch  die  Linie  AC.  Damit  nun  das  abge- 
schnittene dreiseitige  Prisma  in  der  angenommenen  Gleichgewichtslage 
bleibe,  müssen  auf  die  Schnittebene  Kräfte  wirken,  die  Normal-  und  Tan- 

gentialcomponenten  haben.  DieTangentiakomponente 
auf  der  Einheit  des  Querschnittes  %  muss  der  nach 
derselben  Richtung  betrachteten  Componente  von  p 
das  Gleichgewicht  halten.  Die  Componente  von  p  ist 
p  cos  45  =  p  j/  i .  Die  Schnittfläche  ist  a2 }/  2,  mit- 
hin ist 

T.aYI*  p.  j/I.  a*  oder  x  =  \. 

Eine  Gerade  DB,  welche  vor  der  Verschiebung 
senkrecht  auf  dem  Schnitte  AC  war,  d.  i.  die  Diagonale 
des  Quadrates,  wird  in  Folge  der  Zugkraft  verschoben 
in  D'B',  so  dass  sie  nun  einen  Winkel  90  —  v  mit  der 
jß'  ß  Schnittebene  bildet,  d.  i.  die  neue  Diagonaleres  ist 
also  Z-  D'EC =90 — v.  Zur  Berechnung  von  v  haben 
wir  nun  nach  dem  Näherungsgesetz  der  Schub  elasticität,  wenn  statt  %  der 

erhaltene  Werth  ~  gesetzt  ist 

2 

iP 
"  =  -&■ 

Dieser  Winkel  v  soll  nun  bestimmt  werden  aus  p,  E,  und  n,  dem  Contrac- 
tionscoefficienten.  Die  Verlängerung  der  Seite  a  ist  -—  a,  die  Contraction 

^r-a,  also  ist 


tgB'IKA 


Das  ist  näherungsweise 


M) 


_ 2_ 

V 

'+2 


1  — 


E 


1  + 


£2 

£ 


woraus  wiederum  durch  Vernachlässigung  von  kleinen  Grossen  höherer 
Ordnung  folgt 


mithin  ist 


|(1+//),    alsoG 


E 


2G       Ev~   '  **" 2(l  +  /<)' 

d.i.füriu— |-;-J-,G  — |E;|e. 

Wird  dieser  Werth  von  G  oben  eingesetzt,  so  erhält  man 

__L_    a  ■  <•„  1     *     rr      3t.  4t 

— ,  d.i.für„  =  T;T,  i--=T;y 


T  = 
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4.   Bestimmung  der  Tangentialspannungen  in  einem 
horizontalen  und  verticalen  Querschnitt. 

Indem  wir  die  im  Früheren  gebrauchten  Bezeichnungen  beibehalten, 
beziehen  wir  den  stabfOnnigen  Körper  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen 
xAxe  mit  der  Längsaxe  zusammenfällt,  und  verlegen  den  Anfangspunkt  in 
den  Befestigungspunkt.  Die  y  Axe  soll  mit  der  Biegungsaxe  zusammenfallen. 
Nach  $  67, 1.  ist  die  Spannung,  welche  ein  Querschnittsstreifen  in  der  Ent- 
fernung z  von  der  xy  Ebene  und  der  Dicke  dz  erfährt, 

Szyd2  =  ^_  Pi^dz 

Gehen  wir  nun  zum  nächsten  Querschnitt,  der  um  dx  von  diesem  ab- 
steht, so  erhalten  wir 

Diese  beiden  Spannungen  sind  selbstverständlich  einander  nicht  gleich, 
es  würde  also  der  zwischen  ihnen  Hegende  Körper  durch  den  Ueberschuss 
beider  Spannungen  verschoben  auf  der  Ebene  parallel  der  xy  Ebene  in  der 
Entfernung  z,  wenn  der  Körper  nicht  in  Folge  der  Schubfestigkeit  Wider- 
stand leistete.  Bezeichnen  wir  dem  S  analog  mit  r  die  Tangentialspannung 
in  der  Entfernung  z  auf  die  Querschnittseinheit,  so  ist 

Tydx  =  Szydz  —  S'zydz, 
Pyzdxdz 

—  rn  j     aiSO 

Pyzdz 

*y — %-• 

Mithin  ist  die  Gesammttangentialspannung  im  Querschnitt  von  z  bis  c 

Pyzdz 
T     ' 

oder,  wenn  P,  T,  y  constant  sind, 

C  A 

Py /-_.,_  _p 


/ 


-  j  zdz  — ^  /  zdq. 


T 

I  I 

Ebenso  lässt  sich  beweisen,  dass  auch  eine  Spannung  senkrecht  auf 
die  Länge  stattfinden  muss,  welche  also  die  benachbarten  Querschnitte 
gegen  einander  verschiebt.  Aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Elasticität 
folgt,  dass  diese  Spannung  der  vorhergehenden  absolut  genommen  gleich  ist. 


5.   Tangentialspannungen  für  verschiedene  Querschnitts- 
formen. 

1)  Der  Querschnitt  des  Körpers  sei  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  parallel 
den  Coordinatenaxen  sind,  b  die  Breite  und  h  die  ganze  Höhe. 

Klein,  Theorie  der  Elasticität  etc.  5 


66  L   Elasticitat. 

h  b_ 

3  ,.     * 


Da  nun 


z  z 


ist,  so  erhält  man 

_  3    P  /        4z*\ 

Hier  ist  für  z  =  0 

xi  3    P 

Daraus  ergiebt  sich  für  einen  ringförmig  rechteckigen  Querschnitt: 

Max-T=¥p(i~^)' 

2)  Der  Querschnitt  ist  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  r  ist.«  Dann  ist 

r  r 

fz  dq  =  /j/r2— z2z  dz  =  y  (r8  —  z2)* . 

z  z 

Da  ferner  T  ■=  -r-  &r\  Q  =  /rr2,  so  ist 


=  Pt(r*  —  zg)}==4    jV.       ^\ 


4    P 
also  für  z=0  das  Max.  *=?:  —  .—. 

3)  Der  Querschnitt  sei  ein  Quadrat,  dessen  Diagonale  2  c  die  Drehungs- 
•  axe  ist. 

c  c 

fzdq  =  fz  (2c  —  2z)  dz  =  j  c8  —  czs  +  y  zs. 

s  z 

(r'-cz,+H?  (1+^-2g)p 

2(c-z)Ic<  Q 

1  9    P 

Hier  ist  für  z  «=-7- c  das  Max.  t™-?-«-^-« 

4  8    Q 

.  4)  Der  Querschnitt  ist  doppelt  T  förmig.  Wir  bewifcen  die  iu  Fig.  10 

angezeichneten  Buchstaben. 

h  v  b 

/zy  dz  =  (b  —  b')/zdz  +  b/zdz, 

z  i  tf 

2 


-^  6f)-'H[©-G9T- 
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[(b  —  b')  (hn  —  4  z')  +  b  (h*  —  h")] 


8(b  — l/)T 


Da  nun  T  =  ~  (bha  —  b'h"),  Q  «  bh  —  bV  ist,  so  ist  für  z  —  0 

3  P  (bh2  —  b'h")  (bh  —  b 'h') 
T—    2Q(b  —  b')(bh3  —  bW»)   ' 

6«   Vergleich  der   Biegungsspannungen   und   horizontalen 
Schubspannungen  in  einem  Normalquerschnitt. 

Wenn  man  von  den  verschiedenen  Punkten  eines  Querschnittes  die 
entsprechenden  Werthe  der  Normalspannungen  und  Tangentialspannungen 
als  gerade  Linien  senkrecht  auf  die  z  Axe  auftragt,  so  liegen  die  Endpunkte 
der  Linien,  welche  den  Normalspannungen  entsprechen,  auf  einer  Geraden, 
die  durch  den  0  Punkt  geht,  da  dieselben  proportional  der  Entfernung  von 
der  xAxe  zunehmen.  Die  Endpunkte  der  Tmgentialspannungen  liegen  auf 
einer  krummen  Linie,  die  nach  5.  für  einen  rechteckförmigen  oder  kreis- 
förmigen Querschnitt  z.  B.  eine  Parabel  ist,  deren  Hauptaxe  mit  der  xAxe 
zusammenfällt.  Die  Gesammtspannung  wird  sich  dann  ergeben,  wenn  beide 
addirt  werden.   Sie  ist  ganz  allgemein 

Sz  +  t  =-»  y  fxz  +  Y^zdzJ, 

d.  i.  für  ein  constantes  y,  also  einen  rechteckftrmigen  Querschnitt, 

also  ist  der  Einfluss  der  Tangenttalspannung  um  so  unbedeutender,  je 
grösser  x  ist. 

Es  kann  nun  gefragt  werden,  wie  gross  muss  das  1  wenigstens  sein,  da- 
mit man  bei  Berechnung  des  Bruches  die  Tangentialspannung  ganz  ver- 
nachlässigen kann.   Für  einen  rechteckförmigen  Querschnitt  ist 

Ph*  P-l--y 

max.  v  ■-  -^f  und  max.  Sz  ™  — = — .   Nun  ist 

Ol  1 

1 
max.  t=T und  max.  Sz »=  t  und  T= 1  nach  3. 

Wenn  demnach 

™<-i_t 

so  kann  die  Tangentialspannung  vernachlässigt  werden,  d.  h.  wenn 

Ph*  1        P1T  h 

iT<r+7i--^r0derI>(1+^T 

Für  einen  kreisförmigen  Querschnitt  giebt  die  analoge  Rechnung 
-Y-<rT7I.-T-oderl>(l+M)F 

5* 
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Die  hier  erhaltenen  Werthe  von  1  sind  sehr  klein,  so  dass  es  gerecht- 
fertigt ist,  bei  den  Untersuchungen  §  71,  3.  von  den  Schubspannungen 
ganz  abzusehen. 

7.  Zusammenstellung  der  Normal-  und  Tangential- 
Spannungen  auf  Querschnitte,  die  nicht  vertical  oder 

horizontal  sind. 

Sei  wiederum  die  yAxe  die  Biegungsaxe,  so  können  nur  Querschnitte, 

die  der  yAxe  parallel  sind,  hier  betrachtet  werden.   Der  Schnitt  sei  nun  so 

gelegt,  dass  er  mit  der  xy  Ebene  einen  Winkel  a  bildet  und  die  Grösse  eines 

Streifens  in  der  Entfernung  z  sei  yds,  also  seine  Projectionen  auf  die  yz- 

und  yx Ebene  ydz=»yds  sin  a,  ydx  =  yds  cos  a.    Wir  erhalten  dann 

die  Tangentialspannung  und  Normalspannung  auf  den  Elementarstreifen 

yds,  wenn  wir  die  gleichgenannten  Kräfte  auf  y dz  und  ydx  zerlegen  nach 

den  Richtungen,  welche  senkrecht  und  parallel  dem  Streifen  yds  sind.  Nach 

dem  Früheren  -wirkt  nun  auf  ydz  eine 

v  z  •  Px  v  z  Px 

Normalspannung       =  ^= —  dz  = J  T    ds  sin  a  und 

Pdz    C 


Pdz   C 
Tangentialspannung  =  — ;=—  /  yzdz. 

z 

Auf  ydx  wirkt  nur  eine 

Pdx  r 
Tangentialspannung  =  -=—  /yzdz. 


Die  Normalspannung  ist  je  nach  der  verschiedenen  Lage  gegen  die 
neutrale  Schicht  positiv  oder  negativ. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Tangentialspannung  und  die  Normalspannung 
auf  die  Flächeneinheit  des  Elementarstreifens  mit  T  und  N,  so  ergiebt  sich 
durch  die  eben  genannte  Zerlegung : 

c  c 

Tyds  =  =-fjr-  ds  sin  a  cos  a  —  -«r  ds  sin2«  /  yzdz+^ds  cos*cr  /  yzdz, 


2Vryds==^«-dssinasina+7jrdssinacosa/yzdz-|--dscosasina/yzd^ 

z  z 

Daraus  ergiebt  sich  durch  eine  einfache  Transformation 

_        PT       .    ^      ,2  cos  2a  r     .  "I 
2T   ZXSm       "^ y — j  yZ       ' 

N=2T   zx(1~  cos2g)+     S1°    ^yzdz    • 

Diese  Werthe  sind  Functionen  von  a,  z,  x  und  bei  veränderlichem 
Querschnitte  noch  von  y. 
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Betrachten  wir  zunächst  die  Abhängigkeit  von  dem  Z_  er.    Dann  ein- 
halten wir  für 

tag  2a»— ^-, 
2/yzdz 

I 

also  für  zwei  Winkel  von  er,  die  sich  um  90°  unterscheiden, 


P/yzdz 

Max.  T=  +  -^-= 

—       Ty 


wo  die  beiden  Vorzeichen  dem  spitzen  und  stumpfen  Winkel  entsprechen. 
Ferner  verschwindet  T,  wenn 

2/yzdz 

tang2a1« - , 

°       ■  xyz 

also  für  ein  er,  welches  liegt  zwischen  45°  und  90°  und  zwischen  135°  und  180°. 

2/yzdz 

Pur  tg  2  a"  — - —  —  cot  2  a'  ist 

°  xyz 

fc»-wl±l,+(3S-)V+4 

Setzen  wir  ferner  die  Spannung  abhängig  von  x,  indem  wir  y  und  z 
als  von  x  unabhängig  betrachten,  so  erhalten  wir  das  Max.  Tftür  x  ■■*  I  und 

Min.  T  für  x  =  0. 

c 

P/yzdz  -  / = . 


r/yzuz  -   / = 

Max.  T=  i  -^r~  \  1  +  l-T—^  US  2  c' 

17  \2Zyzdzy 


e 

2/yzdz 

P/yzdz 
Min.  T=  +  -*-= ,  tag  2  er,  =  0,  d.  h.  ö,  —  0,  90e. 


Torsionsfestigkeit.   (§74.) 

In  §  68  ist  die  Spannung  auf  die  Querschnittseinheit  in  Folge  der 

Torsion  gefunden  worden: 

r5D 
S  —  G.^. 

Bezeichnen  wir  nun  das  Max.  des  Winkels,©  mit  q>  und  dem  ent- 
sprechend die  grösste  dazu  gehörige  Spannung  mit  T,  so  ist 

•  1 
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Das  diesem  entsprechende  grösstmögliche  Drehungsmoment  ist  nach  §  68 : 

Pa—  <&r+A«  —  <±2l 


G9>  C^a        ti<f>1 


Setzen  wir  hier  statt  q>  den  eben  berechneten  Werth  ein,  so  ergiebt  sich 

Pa= . 

r 

Dies  giebt  für  verschiedene  Querschnitte  natürlich  nur  näherungsweise, 

wie  §  68  schon  angegeben  ist: 

1)  Kreisförmiger  Querschnitt  mit  dem  Radius  r. 

Pa  =  l^. 
4 

2)  Quadratischer  Querschnitt,  dessen  Seite*  b  ist.  Für  die  entfernteste 
Faser  ist  r  =  b  |/|,  mithin 

Fa  12     ' 

Die  genauere  Untersuchung  befindet  sieb  im  Anhang  A,  11.  für  einen 
elliptischen  und  rechteckigen  Querschnitt. 


Anhang  zn  §§  64—74 

L  Anwendung  der  allgemein«!  Vormein  der  Elaiticitftt  auf  gerade 

stabformige  Körper. 

A.  Die  Querdimensionen  sind  so  gross,  dass,  wenn  die  Verschiebungen  in 
den  Elementen  klein  sind,  auch  die  Verschiebungen  des  Ganzen  klein  bleiben. 

1.    Das  Saint-Venant'sche  Problem. 

Das  allgemeine  Problem  würde  heiseen:  Welches  sind  die  Spanmingen 
in  einem  stabförmigen  Körper  von  gegebenen  Dimensionen,  wenn  auf  dessen 
Oberfläche  und  Masse  bestimmte  Kräfte  wirken?  Dieses  allgemeine  Problem 
zu  lösen  ist  bis  jetzt  noch  nicht  gelungen,  wir  vereinfachen  dasselbe  daher, 
indem  wir  von  allen  Kräften  abstrahlen,  welche  auf  die  Masse,  also  auch  von 
der  Schwere,  und  auf  die  Seitenflächen  wirken,  und  nur  die  Kräfte  beibe- 
halten, welche  am  freien  Ende  angreifen.  S Ast  für  diesen  Fall  ist  es  noch 
nicht  gelungen,  das  Problem  ganz  allgemein  zu  lösen;  wir  werden  deshalb 
den  sogenannten  halb  umgekehrten  Weg  einschlagen  nach  Anleitung  von 
Saint- Venant.  Statt  der  Kraft  auf  das  freie  Ende  führen  wir  die  Bedingung 
ein,  dass  die  den  Körper  zusammensetzenden  Fasern  keinerlei  Druck  auf- 
einander ausüben,  noch  eine  Verschiebung  der  Querschnitte  erfolgt.  Wir 
berechnen  dann  die  Grösseund  Lage  der  Kraft,  welche  eine  solche  Wirkung 
hervorbringt,  und  setzen  diese  gefundenen  Ausdrücke  denen  der  gegebenen 
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Kräfte  gleich.  Dadurch  erhalten  wir  Gleichungen  rar  Betihmriuag  der  vor- 
kommenden Constanten.  Im  Folgenden  soll  die  Betrachtung  sich  an- 
schliessen  an  die  Behandlung  des  Saint-Venant'schen  Problems  von  Qebsch. 

2*   Aufstellung  der  Gleichungen. 

Der  fest  bleibende  Schwerpunkt  0  eines  ebenen  Querschnittes  des  ge- 
gebenen Stabes  bildet  den  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems.  Die  z  Axe  falle  zusammen  mit  der  ursprünglich  geraden  Mittellinie 
und  die  xy  Ebene  mit  dem  Querschnitt.  Die  Lage  des  gebogenen  Korpers 
gegen  das  Axensystem  sei  welter  durch  folgende  Bedingungen  bestimmt. 
£ifl  thiieüeleinent  bleibe  fest  und  zwäi*  falle  dies  mit  der  xAxe  zusammen, 
ferner  bleibe  das  dein  Ö  benachbarte  Element  des  Querschnittes  auch  nach 
der  Verschiebung  ih  der  xy£ben6. 

Wach  der  eitsteh  ßedlnguög  ist  u  =  v  «  w  —  "0  für  t  — -•  y  ~  z  ■■■  0. 

Nach  dem  Taylor'sßhen  Lehrsatz  ist  nun  bei  Vernachlässigung  höherer 

Potenzen  von  <fx,  dyt  di: 

.  du  .        du  ,        3u  ,      • 

u  +du  =  u  +^-dx-h^-dy  4-^-dz, 

v  +  dT-y  +  ^dx+*dy  +  ^di, 

,     J       ^    _     I     ^W  A        ,     ÖW    .        ,     dw 

w+dw^w  +  ^dx  +  ^dy  +  ^dz. 

64htn  wir  abtt  t\i  einem  dem  Ö  benachbarte*  Punkt  der  Endfläche 
über,  so  ist  di  **■*  0,  mithin 

.        du  ,    .  Ai. 
du^dx  +  ^dy, 

dvsd-£4x  +  ^dy' 
dw-^dx  +  ^dy. 

Soll  dieser  Punkt  in  der  xy  Ebene  bleiben,  so  muss  dw— 0  sein,  mithin  ist 

dvr      3w 
^^-.-Ofürx-y-z^O. 

Weil  ferner  ein  dem  0  in  der  xAxe  benachbarter  Punkt,  für  den  also 
dy  =  dz  =  0  ist,  keine  Verschiebung  nach  der  y  Axe  erleiden  soll,  so  muss 

ausser  -*-  =  ö  auch  noch  seil*  ~-  =  0  für  x  =  y  =  %  =  ö. 

Es  ist  demnach  zusammen  fthrt^y^z^O,  zugleich 

öv       öw      öw  nl 

„=v=w=g-=^-=^.=o.    p.] 

Die  Bedingung,  dass  kein  Druck  auf  die  Seitenflächen  ausgeübt  wird, 
giebt  folgende  Gleichungen : 

Nt  — Ff,  — 0. 
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Dass  keine  Verschiebung  stattfindet,  giebt : 

TJ*  =  0,  d.i.|H  +  g  =  0.     [2.] 
Der  betrachtete  Körper  wird  nach  der  Länge  gezogen.    Da  nun  kein 

ejyt      dv      f7W 

seitlicher  Druck  stattfinden  soll,  3-,  £-,  ^- die  Ausdehnungen  der  Längen- 
einheiten in  der  Richtung  der  drei  Axen  bedeuten  und  fi  (§  65)  den  Quer- 
contractionscoefflcienten  bezeichnet,  so  ist 

„dw       du      dv  öw       .   .. 

Dass  kein  seitlicher  Druck  stattfindet,  vereinfacht  die  Grenzbedingungen. 
Da  ausserdem  die  Normale  senkrecht  zur  Cylinderaxe  ist,  so  ist 

cos  q  =  sin  p  und  cos  r  =  0  (§  64,  7.), 
und  damit  reduciren  sich  die  Gleichungen  (B.)  (§  64,  1.)  auf  eine,  nämlich 

TIX  cos  p  -f-  Tly  sin  p  =  0. 

Die  Gleichungen  (A.)  (§  64,  1.)  gehen  in  die  folgenden  über; 

$TXZ 

ÖT, 


TT2— 0. 

CT  ' 

~oT~r~aT'r~ol 


>z 

T  -»er  +  TT"  =*=  V- 


Werden  dann  mit  Hälfe  der  allgemeinen  Gleichungen  (H.)  (§  64)  statt 
der  Spannungen  die  Verschiebungen  eingeführt,  so  erhalt  man 

d*u        8*w  r  , 

~ctf+cJo~z  —  °'     ^ 

Statt  der  obigen  Grenzbedingung 

A       /du   .    öw\  /öv       öw\    .  rfil 

0"U+^jcosq+U+^J8,np-  M 


3.    Vereinfachung  der  Bedingungsgleichungen. 

Differenziren  wir  [5]  nach  z  und  ziehen  davon  den  Differentialquotien- 
ten von  [3]  nach  x  und  den  von  [4]  nach  y  ab,  so  bleibt 

9  ö*w  _    da» d'v    

dz3       öz23x       dz*dy 

Da  nun  nach  [1]^-  und  ^-  sich  von  ^-  nur  durch  einen  Factor  unter- 


Anhang  in  H  64  —  74.  73 

scheiden,  so  unterscheiden  sich  ebenso  *  a  *    und  *  a  *   von  ttj-,  und  die 

d*w 

abgeleitete  Gleichung  geht  über  in  -^ «—  0. 

Differenzirt  man  [3]  nach  y,  [4]  nach  x,  so  giebt  die  Summe  dieser 
beiden  Gleichungen: 

ö*u  <rv  ö*w 

Aber  die  Summe  der  ersten  beiden  Glieder  ist  0,  wie  man  erkennt,  wenn 
man  [2]  zweimal  nach  z  differenzirt.  Es  bleibt  also 

sy  M  o 

dxdydz 

Differenzirt  man  endlich  [5]  nach  t  und  berücksichtigt,  dass  -^  ver- 
schwindet, so  ist 

ö*w  d*w 

Wenn  man  aber  [3]  nach  x  und  [4]  nach  y  differenzirt,  so  werden  die 
ersten  Glieder  der  Gleichungen  [1]  wegen  einander  gleich;  setzt  man  daher 
auch  die  letzten  Glieder  einander  gleich,  so  kommt 

crw  ö*w 

dx'öz  **  dy'cfc 
Dies  ist  aber  mit  der  vorigen  Gleichung  nur  verträglich,  wenn 

d*w  d*w         ft 

öx*öz  ™  d^fdz 

Fasst  man  Alles  zusammen,  so  ist  nun  bewiesen,  dass  folgende  Diffe- 

dw 
rentialquotienten  von  -*-  verschwinden  müssen : 

ö*  /aw\    ö»  /öw\    d*  /öw\     a»  /öw\ 

5?W'  5?W  SPW'  3£3y  W' 

Wegen  der  ersten  drei  dieser  Gleichungen  darf  ^-  weder  von  x  noch 

von  y  oder  z  eine  höhere  Potenz  enthalten,  als  die  erste;  und  wegen  der 

letzten  Gleichung  darf  selbst  das  Product  xy  nicht  vorkommen.    Es  bleibt 

öw 
demnach  für  -*-  nur  die  folgende  Form  übrig,  in  der  sämmtliche  Coeffi- 

cienten  willkürliche  Constante  bedeuten, 

-gj-  —  (a  +  a,x  +  asy)  +  z  (b  +  b,x  +  bay),  mithin 

^  =  g-==  — ^{a  +  aIy+aJy+z(b  +  b1x  +  b,y)[. 
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4.   Bestimmung  der  u,  v,  w  durch  Integration. 

w  =  F(x,y)4-az4-a1xz  +  a1yz-Hzi(b-J-b1x  +  b,y), 

u  =  q>  (y,  z)  —  (t  |  ax+i  a^'+a^xy +z  (bx+i  b.x'+b^y)  J, 

▼  —  X  (x,  z)  —  li  { oy+a,xy+i  aj'+z  (by+b^y-f-i  bty*)  }. 

Zur  Bestimmung  von  F,  q>,  %  haben  wir  Gleichungen  in  der  vorigen 
Nummer.  Setzen  wir  die  eben  erhaltenen  Werthe  in  [3]  und  [4]  ein,  so 
erhalten  wir 

?y(y,z)_     a      k# 

-^k~ a*-b'Z- 

Deren  Zweimalige  Integration  liefert 

g>(y,z)  =  — i^z4  — ib1z34-<>z  +  #, 
x(x,z)  =  —  iasz2  —  ib^-f-e'z-f^, 
wo  q,  &  noch  y  und  q\  d-  noch  x  enthalten  können. 

Die  Gleichung  [2]  lehrt  nun  weiter,  dass  y  in  u  und  x  in  v  höchstens 
in  der  zweitön  Potenz  vorkommen  können,  so  dtas  wfr  *fs*  selz^tl,  <h  nach 
[1]  kein«  Cmtttante  vorkomme*!  darf, 

p  —  b/y+W  +  V,       ^^a/y  +  Ä.Y, 
jf — b/'x+  b/V+  b3",        y  =  a/'x  +  a/'x*. 

Werden  diese  Werthe  eingeführt  und  dann  die  Bedingung  [2]  noch 
berücksichtigt*  so  erhftlt  man  durcb  Gleichleteu^g  der  Coefficienten  ent- 
sprechender Potenzen  und  durch  Elimination  von  b,",  b2',  a/',  a/,  a/',  b," 
u  =  — ^(ax+iajx*— y*]+3axy)— ^(bx+ibjx2— y^-hbpiy) 

+b/xz— iatz4— ib^+a/y+bj'zy 
v  =  — ^(ay+a^y+Kty4— x2])— ^(by-r-^xy+ib.fy4— xs]) 

— b/y* — I M* — *  ÄaÄ* — •  */x  -+*ba"*. 
Zur  Bestimmung  des  Werthes  w  bleibt  noch  die  letzte  zu  erfüllende 
Bedingung,  welche  zu  folgender  Gleichung  führt: 

^  +  ^I)+2(b+blI+b,y)_o. 

Die  Bedingung,  der  F(x,y)  unterworfen  ist,  wird  dadurch  vereinfacht, 
dass  man  setzt 

F  (x,  y)  =  ß  (x,  y)  -  (b  ±±£  +  b.xy*  +  b,yx*)  -  b/x  -  b,"x, 

wo  Q  (x,  y)  kein  constantes  Glied  wegen  (I)  enthalten  kann.  Die  zu  erfüllende 

Bedingung  ist  dann 

ffflfoy)    ,    3*fl(x,y) 

dx*     "h— SP         "• 

Damit  erhalten  wir 

w  -=  z  (dr + a,x -f- a,y)  —  i  b  [xJ + ys +z*]  —  b,x  [ys — I  z']  —  b,y  [x*— i  z,] 

+  ß(x,y)  —  b/x  —  b3"y. 
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Diese  Werthe  ?on  u,  v,  w  in  die  Spannungen  eingeführt  geben 

N  =N  =T   =0 

N3  =  E2[a  +  a1x+'aiy  +  *(b  +  b,x  +  bty)], 

V-j^jj  [-b/.-b(n-rtT-i,/J'-H^->')1'-&H^i',iH-^ 

In  den  Werthen  Tu  und  Ty»  kommt  z  nicht  vor,  mithin  sind  diese 
Spannungen,  welche  aus  der  seitlichen  Verschiebung  der  Fasern  entstehen, 
längs  der  Ausdehnung  jeder  Faser  constant. 

Ausserdem,  dass  wegen  der  Befestigungsbedingungen  (t)  alle  constanten 

dv 
Glieder  verschwinden,  ist  auch  noch,  weB  für  x  «*=  y  ***z  **  (►  -g-  *=*  0  ist, 

#«,.,»  >  9w       A    dw 

a,' »&  und  weil  dort  auch  ^--«O,  Tp  —  Ö, 

wo  der  Index  0  bedeutet,  dass  x  =•  0  f  y  =»=  0  ist. 
Die  Oberflächenbedingung  endlich  wird  folgende : 

+SÜ.P  (-b/x-b(l-t-M)y-b/Y''N2~^)X,-(M+2)btiY+^j. 

Die  Bestimmung  der  Function  ß  kann  man  sieb  erleichtern ,  wenn 
man  statt  derselben  ewe  Form  bekommt,  in  der  die  wilkürlichen  Constan- 
ten auf  lineare  Art  verbunden  sind  mit  Bedingungen  des  Querschnittes. 
Wir  setzen  demnach    ß  =  bB  +  b/B'  +  b1B1  +btB, 
und  erhalten  dann  als  zu  erfüllende  Gleichungen : 

dV   ,   SFBf       . 

Q  +  Q^o 
^+lp?==!0'und 

^  dB    . 

^-  cos  p+ -j-  sin  p  =  (1  -j-  fi)  (x  cos  p  +  y  sin  p) , 

^ cos p+  ^-  sin  p  =  x  sin  p  —  y  cos  p, 

ÖB.  ,  Ö»,  •  fa,+(J— m)J*  ,  ,     ,  ^  (B° 

^  cos  p+-^-i  sin  p  =2  C08  P+ 0*+2)xy  sinP» 

^•C0SP+-gr8inP;5==  2  sinp+(iu+2)xyco8p. 
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Da  sich  nun  aber  beweisen  lässt,  dass  die  beiden  Gleichungen 

3?+-gp=0und 

^  cos  p  +  -g-  sin  p  =  (1  +  p)  (x  cos  p  +  y  sin  p) 

sich  einander  widersprechen,  so  muss  b=0  sein.  Dieser  Beweis  ist  folgen- 
dermassen.  Man  gehe  aus  von 


JU  \cx2   '    dyj 


dq, 


wo  die  Integration  über  den  ganzen  Querschnitt  ausgedehnt  werden  soll. 
Dieses  Integral  ist  nothwendig  wegen  der  einen  Bedingung,  der  B  unter- 
worfen ist,  =  0.  Wird  nun  dq  =  dxdy  gesetzt  und  das  erste  Glied  Ober 
einen  der  xAxe  parallelen  Streifen  integrirt,  dessen  Endpunkte  durch  untere 
Indices  1  und  2  bezeichnet  sein  mögen,  das  zweite  aber  über  einen  der 
yAxe  parallelen  Streifen,  dessen  Endpunkte  durch  obere  Indices  bezeichnet 
seien,  so  hat  man 

-«r(aW[(l)'M£)> 

Wenn  nun  ds2,  dst  die  Elemente  der  Peripherie  des  Querschnitts  be- 
deuten, wenn  ferner  p,,  pt  die  Winkel  der  nach  aussen  gerichteten  Normale 
gegen  die  xAxe  angeben,  also 

ds,  cos  p2  =  dy ,    dSj  cos  pt  =  —  dy , 
so  ist 

/[(§),-  ©J dy  -/©  •" pd8' 

und  dem  entsprechend 
Mithin  ist  unser  obiges  Integral 

0=/(iCO8p-hVinp)ds- 

Dies  ist  aber  nach  der  gegebenen  Grenzbedingung 

0  =/*(x  cos  p  +  y  sin  p)  4s. 

Behandelt  man  auf  dieselbe  Art  das  folgende  Integral 


JJ\—5*-+        fr       /dq» 


so  erhält  man  auch 

/{jl  cos  p  +  y  sin  p)  ds. 
Man  findet  aber  durch  Ausführung  der  hier  angedeuteten  Differentiationen, 
dass  dieses  Integral  ist  =  2  j^dq  =  dem  doppelten  Querschnitt,  also  nicht 
=  0  sein  kann,  daher  ist  auch  B  unmöglich  und  es  muss  also  b  =  0  sein, 
um  diesen  Widerspruch  zu  entfernen. 
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Mit  Benutzung  der  sämmtlichen  in  dieser  Nummer  erörterten  Bestim- 
mung der  Constanten,  nach  denen  ist 

erhalten  wir  also  die  folgenden  Werthe: 

i- -  n  (ax  +  i  a,  [x*  —  y1]  +  a,xy)  —  pz  (t  b,  [x*  —  f]  +  b,xy)  \ 


+  b,'yz  —  i  a,z*  —  1  b,z'  +  z 


/3ß(x,y)N  ^ 


»= — iu  («y + »iiy + *  a,  [y1 — **]) — p*  (My -+■ *  bt  [y* — x*]) 

+b,'xz-ia,z*-ibtz«+z(5^^, 
w = z  (o  +  a,x  +  a.y)  —  b,x  [y*  —  1  z*] — bty  [x*  —  i  z*]  +  ii  (xy) 

Nt-N(  — V-0, 

N3 = E  (a  +  a,x  +  aj  +  z  (b,x  +  b,y)] , 


>(C) 


T„= 


E 


Tl*~2(i+£j|_ 


[* 


y+fci 


px«+(2— p)y» 


-(M+2)b1xy+^]t 


_^_^eüfcd*H^l^*^ 


5.   Gleichung  der  Biegungscurve  und  des  gebogenen 

Querschnittes. 

1)  Gleichung  der  gebogenen  Faser. 

Die  Coordinaten  eines  Punktes,  der  ursprünglich  der  Faser  xy  ange- 
horte, sind  nach  der  Verschiebung 

x'  =  x  +  u,     y'  =  y-|-v,     z'  —  z-f-w. 

In  diesen  drei  Gleichungen  sind  für  eine  Faser  x  und  y  constant,  z  hingegen 
veränderlich.  Eliminirt  man  z  aus  den  obigen  Gleichungen,  so  erhalt  man 
zwei  Gleichungen  zwischen  xf,  y',  z'  als  Gleichungen  der  Curve.  Diese  Eli- 
mination lässt  sich  aber  leicht  bewerkstelligen,  wenn  man  sehr  kleine 
Grössen  vernachlässigt,  indem  man  in  u  und  v  statt  z  setzt  z'  und  dann  die 
gefundenen  Werthe  von  u  und  v  mit  u'  und  v'  bezeichnet.  Die  gesuchten 
Gleichungen  sind 

x'  =  x  +  u>,    y'  =  y  +  v'. 

2)  Gleichung  des  gebogenen  Querschnittes. 

Für  einen  ursprünglich  ebenen  Querschnitt  ist  in  den  drei  oberen 
Gleichungen  z  constant,  folglich  x  und  y  zu  eliminiren.  Dies  kann  ebenso 
wie  vorhin  näherungsweise  gemacht  werden,  so  dass  man  erhält 

%9  =  z  +  v'. 
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6.   Bestimmung  der  noch  vorhandenen  willkürlichen 
Constanten  durch  die  gegebenen  Kräfte  und  die  gegebene 

Querschnittsform. 

Die  auf  den  Endquerschnitt  wirkenden  gegebenen  äusseren  Kräfte 
zerlegen  wir  in  drei  Componenten  nach  den  Axen  und  in  die  Momente  om 
dieselben.  Diesen  gegebenen  äusseren  Kräften  und  Momenten  setzen  wir 
dann  die  gefundenen  Ausdrücke  der  Spannungen  und  deren  Momente  über- 
tragen auf  den  letzten  Querschnitt,  also  für  z  =  1  gleich  und  erhalten  somit 
6  Gleichungen,  die  zur  Bestimmung  der  noch  willkürlichen  Constanten 
a,  a,,  b,,  a2,  b2,  b/  in  den  Ausdrücken  der  Spannungen  dienen.  Die 
Vorzeichen  der  Momente  und  Axen  seien  wie  folgt  bestimmt.  Wenn  von  der 
positiven  Coordinatenaxe  aus  gesehen  die  entsprechenden  Kräfte  so  drehen, 
wie  sich  der  Uhrzeiger  bewegt,  so  seien  die  Momente  positiv.  Das  Coordi- 
natensystem  liegt  so,  dass  von  der  positiven  xAxe  gesehen  der  Uhrzeiger 
sich  90°  drehen  muss,  um  von  der  -f-yAxe  zur  -f-zAxe  zu  kommen. 

Die  Componenten  und  Momente  der  äusseren  Kräfte  seien  bezeichnet 
durch  X,  Y,  Z,  Mx,  My,  Mz,  so  dass  wir,  wenn  die  Integration  über  den 
ganzen  Querschnitt  geht,  folgende  6  Gleichungen  erhalten : 

/T^dq^X,     /Tyzdq  =  Y,     /N3dq  =  Z, 
/(N8J-Tyzl)dq=Mx,  /(TMl-N3x)dq=My,  /(Tyix-T„y)dq=M,. 

Zur  Vereinfachung  legen  wir  den  Anfang  des  Coordinatensystems  in 
den  Schwerpunkt  und  in  die  Hauptaxen  des  Querschnittes,  so  dass 

/xdq  =  0,     /ydq  =  0,    /xydq  =  0, 
ferner  seien  abgekürzt  die  Hauptträgheitsmomente  /Vdq  und  /V  dq  be- 
zeichnet durch  A*q,  xsq. 

Die  Einsetzung  der  Ausdrücke  für  die  Spannungen  (C.)  und  die  Aus- 
führung der  Integration  giebt  dann: 

X  ,  ,.        M,  +  l¥  ,  ,,        —  M.  +  1X 

a==W  ai+lbs=_E^T'  a'+lbi — JWT~ '  HD) 

ba  /»(2— ji)x»— fr+^ry1 d        2(1+ji)  M  m 
qj  2  Eq  *" 

Die  Constanten  er,  at,  aa  sind  demnach  unabhängig  von  ß.  Es  kann 
aber  nachgewiesen  werden,  dass  die  Integrale  in  den  beiden  ersten 
Gleichungen,  die  zur  Bestimmung  von  bt  und  bs  dienen,  nämlich 

fön  A        .  pdQ  , 

unabhängig  von  der  Querschnittsform  bestimmt  werden  können. 
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Es  ist 


Jk^-JJIr*1'* 


-/:[■ 


Integriren  wir  nun  über  einen  Streifen  dy  parallel  der  xAie  und 
deuten  die  Resultate  an  den  Enden  desselben  durch  0  und  1  an,  so  ist 

f-ä  *  -/J*  S] dy  -ß  S?  dxdy ' 

oder  nach  der  in  4.  angegebenen  Bedingung,  der  42  unterworfen  ist, 

I^]dy+/I|£dxd'- 

Integriren  wir  nun  das  zweite  Doppelintegral  Ober  einen  Streifen 
parallel  der  yAxe  von  der  Breite  dx  und  nehmen  dieselbe  Bezeichnung  für 
die  Grenzen,  so  erhalten  wir  dann 

f-ä d<*  -/I*  ?!r] dy  +f[x  %f\ dx' 

Das  erste  dieser  Integrale  ist  also  auszudehnen  über  alle  Streifen,  die 
sich  der  yAxe  parallel  legen  lassen,  oder  was  dasselbe  ist,  über  alle  Paare 
yon  Bogenelementen,  welche  durch  solche  Streifen  auf  der  Peripherie  der 
Curve  abgeschnitten  werden.  Ist  nun  ds  dieses  Bogenelement  und  p  der 
Winkel  der  nach  aussen  gerichteten  Normale  gegen  die  xAxe  und  sei  der- 
selbe p0  [pj  im  Punkte  ^  [xj,  so  ist 

dy  —  ds,  cos  p,  —  —  ds0  cos  p^. 
Mithinist  />lf   9ff.  y-j.  aß        _ 

7  oLx"^J    j  Lx^C08pJd8' 

oder  wenn  man  das  Integral  tther  den  ganzen  Bogen  ausdehnt 

™  /x-tj— cos  pds. 
Auf  dieselbe  Art  erhält  man : 

Es  is  demnach 

J  -5T dq  -J x  [W  "*  p  +-3T  *"  p  j  d8' 

wo  das  Integral  rechts  über  den  ganzen  Querschnittsumfang  auszudehnen 
ist.  Dies  giebt  dann  nach  der  für  die  Oberfläche  geltenden  Gleichung  4.  (A.). 

+  k'x  +  b,  W>  +  0-^)^  +{fl  +  2) blxyJ  sin  p} ds. 

Die  rechte  Seite  kann  abgekürzt  geschrieben  werden 

f  x  [E  cos  p  +  ff  sin  p]  ds. 
Um  den  Werth  dieses  Interals  zu  bestimmen,  gehen  wir  den  oben  ein- 
geschlagenen Weg  rückwärts.  Es  ist  also  dieses  Integral 

/[xÄ]dy+r[xH]dx, 
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oder  wenn  man  die  einzelnen  Integrale  als  das  Resultat  der  Integration  nach 
einem  der  oben  betrachteten  Flächenstreifen  ansieht: 

Es  ist  also  rdii  ,   ^  rfdxS       öxH\  . 

Dieser  Gleichung  schliesst  sich  offenbar  die  ganz  ähnlich  gebildete  an: 

Man  erhält  nun,  wenn  man  für  S  und  H  ihre  Werthe  einführt  und 
berücksichtigt,  dass  wegen  der  angenommenen  Lage  des  Coordinatensystems 
einige  Integrale  verschwinden  und  andere  kurz  bezeichnet  werden  können, 

/^dq-M{(5f«+4)l»+(2-rtx«}, 

Damit  reduciren  sich  die  ersten  fünf  Gleichungen  von  (D.)  auf  die  folgenden : 
,  X       _  Y  Z  Mx  My 

1  —  EicjX2'      2  =  E^T"     a~  EqV^^EqV    ai==  —  EqÄT 
Eine  wesentliche  Vereinfachung  der  letzten  Gleichung  von  (C.)  erhalten  wir, 
wenn  wir  einen  symmetrischen  Querschnitt  annehmen,  erstens  dadurch,  dass 
/V^q*  y*xy2dp,  /*x*ydq,  /Vdq  verschwinden  und  zweitens  wegen  der 
Grenzbedingungen  (B).   An  diesen  können  wir  nämlich  erkennen,  welche 
von  den  Functionen  B',  Bt  und  B2,  die  ii  zusammensetzen ,  gerade  oder 
ungerade  in  Bezug  auf  x  und  y  sind,  so  dass  wir  dann  wissen,  welche  Inte- 
grale verschwinden  müssen.  Geht  man  nämlich  an  der  Peripherie  von  einem 
Punkte  x,  y  zu  einem  anderen,  der  dasselbe  x,  aber  entgegengesetztes  y  hat, 
so  bleibt  das  Vorzeichen  von  cos  p ,  aber  das  von  sin  p  geht  in  das  ent- 
gegengesetzte über,  mithin  erhalten  wir  in  den  drei  von  (B.)  noch  übrigen 
Gleichungen  folgende  Beziehungen  für  die  rechten  Seiten  und  damit  auch 
für  die  Unken.  In  der  ersten  ändert  sich  das  Zeichen,  wenn  x  und  auch 
wenn  y  dasselbe  ändern;  in  der  zweiten  ändert  sich  das  Zeichen,  wenn  es 
x  ändert,  aber  nicht,  wenn  es  y  ändert,  und  die  letzte  Gleichung  ändert  das 
Zeichen,  wenn  es  x,  aber  nicht,  wenn  es  y  ändert.  Berücksichtigen  wir  nun 
erstens  den  Satz:  wenn  eine  Function  von  x  ihr  Zeichen  ändert  [beibehält] 
bei  einer  Veränderung  des  Zeichens  von  x,  so  wird  deren  Differentialquotient 
nach  x  das  Zeichen  beibehalten  [ändern]  bei  derselben  Veränderung  von  x, 
zweitens  die  oben  angegebenen  Veränderungen  der  Vorzeichen  von  sin  p 
und  cos  p,  so  finden  wir  Folgendes:  B'  ändert  sein  Zeichen,  wenn  es  x  und 
y  ändert,  ist  also  ungerade  für  x  und  y,  B,  [Bs]  ändert  sein  Zeichen,  wenn 
es  x  [y]  ändert,  aber  nicht,  wenn  es  y  [x]  ändert,  also  ist  Bt  [B  J  ungerade 
in  Bezug  auf  x  [y]  und  gerade  in  Bezug  auf  y  [x].  Es  müssen  demnach  for 

symmetrische  Querschnitte  bei  der  Zerlegung  von  /fx-^  —  ^/SW^ 
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alle  Integrale  verschwinden  ausser  bt'  /  ( x  -« y  -5- )  dq.    Die  letzte 

Gleichung  von  (D)  wird  demnach 

Mit  Hülfe  der  hier  gefundenen  Werthe  von  a,,  aIf  blt  bs  gehen  die 
Gleichungen  in  4.  über  in 

EqA*g-My-Xz, 

Eqx*|^— Mx  — Yz. 

Bedenkt  man  nun,  dass  x'  =  x-|-u,  y'a-y-J-v,  z'=«z-f-w,  so  kann 

man  setzen 

du  dv 

dx'  9z  dy'  5z 

dz'  öw'     dzf  dw* 

cz  '    dz 

Da  ferner^-  wenig  von  1  verschieden  ist,  so  wird 

dxf       du        ätf      öv 

daher  auch  d  V      dhx  d*^      ö*v 

dz'1"*^'  dP^Sz1 
und  daher  näherungsweise 

J^      3*u      My  — Xz  _1_      d*v      Mx  — Yz 

QlmmTSPmm     EqA*    '    &~S—     Eqxa    # 
Dadurch  verwandeln  sich  die  obigen  Gleichungen  in  die  §  67, 1« 

7*   Bestimmung  der  Function  ß. 

Von  dieser  Function  ß  gilt,  dass  sie  vollständig  bestimmt  ist  durch  die 

Gleichung  in  4.: 

ö*ß  ,   8Jß      A 

und  durch  4.  (A:).  Dies  beweist  Clebsch  folgendennassen. 

Gäbe  es  zwei  verschiedene  Functionen  ß,  so  müsste  deren  Differenz 
0  folgenden  beiden  Gleichungen  genügen 

^+^  =  Ound-^cosp  +  ^sinp-0. 
Betrachtet  man  nun  das  Integral 

'-//[(Ü)M$>     afl 

und  behandelt  dasselbe  ähnlich  wie  in  der  vorigen  Nummer  /  -5-  dq  be- 
handelt ist. 

Klein,  Theorie  der  Elasticit&t  etc.  6 
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Führt  man  dann  cos  p,  sin  p,  ds  ein,  so  erhält  man 

,^/®(!lBo,p+-??,j"p)*^(^+^)fcd1, 

Nach  den  Bedingungen,  denen  0  unterworfen  sein  muss,  ergiebt  sich 
nun  J  =  0 ,  da  beide  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  verschwinden. 
In  dem  ersten  Ausdruck  von  J  steht  aber  die  Summe  zweier  Quadrate,  mit- 
hin kann  dann  nur  0  herauskommen,  wenn  jedes  einzelne  Glied  verschwin- 
det, wenn  also  überall  75—=  0,  -3™"=  0  d.  h.  ©  constant  ist.    Wenn  es 

also  auch  verschiedene  Lösungen  von  Si  giebt,  so  können  sich  diese  doch 
nur  durch  additive  Constante  unterscheiden.  Fügt  man  dann  noch  die 
Bedingung  hinzu,  dass  ii  an  einer  Stelle,  z.  B.  fürx  =  0,  y  =  0,  ver- 
schwindet, so  ist  ß  völlig  bestimmt.  Kennt  man  demnach  eine  Form  von 
ß,  so  kann  man  diese  als  die  nothwendige  betrachten. 
Eine  solche  Form  ist  

ß(x,y)  =  y(x  +  yV/zri)+%(x-yj/:=IT), 

wo  q>  und  %  beliebige  Functionen  sind.    Durch  Differenziren  erkennt  man 

nämlich  leicht,  dass 

c>'ß(x,y)       a*ß(x,y) 

öx2    +    df    - 0tst- 

Man  kann  nun  statt  q>  und  %  setzen  die  Summe  und  Differenz  gleich 
hoher  Potenzen  von  x  +  y  y  —  1  und  x  —  y  |/ —  1  multiplicirt  mit  be- 
liebigen Constanten,  also 

ß(x,y)=2an  [(x  +  yj/=T)n+  (x-y |/=I)'] 

Dies  giebt  entwickelt 

=  2a0  +  2a1x  +  2^1y  +  2a2(x2  — y2)  +  ftxy  +  2a3(xa-3xyJ) 

+  2/9s(3x2y-y8)  +  2a4(x4-6xY  +  y4)  +  8/94(x8y  —  xy8) 

wo  zur  Bestimmung  der  darin  vorkommenden  Constanten  bestimmte  An- 
nahmen über  die  Form  des  Querschnittes  gemacht  werden  müssen. 

8.    Specialisirung  für  bestimmte  gegebene  Kräfte. 

1)  Es  existire  nur  eine  Kraft  in  der  Richtung  der  Längsaxe  des  Körpers. 
Ausser  Z  sind  also  alle  anderen  Kräfte  =±=  0,  und  verschwinden  auch  alle 

Momente,  so  dass  nur  die  Constante  a  =  =-  übrig  bleibt.   Dann  ist 
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Zz  Z 

u  =  —  tiax,  v  =  —  /uay,  w  —  az~        ,  Ns—— *  T„— :T„  — 0. 

Dies  sind  die  Formeln  von  §  65.   Die  Form  des  Querschnittes  ist,  wie 
auch  dort  gefunden  ist,  gleichgültig. 

2)  Wenn  nur  eine  Kraft  X  und  ein  Moment  My  existirt,  so  wird  der 
Körper  gebogen.  Es  bleiben  demnach  nur  die  Constanten  a,  und  bt .  Wenn 

'  dB 

wir  nun  Körper  mit  symmetrischem  Querschnitt  betrachten,  so  muss  tt-1 

ungerade  sein  in  Bezug  auf  y ,  da  nach  6.  B,  gerade  ist  in  Bezug  auf  y.  Es 
verschwindet  demnach  ("jr1)  >  wie  jede  ungerade  Function,  deren  Veränder- 
liche verschwindet.  Die  aus  (C.)  folgenden  Gleichungen  sind  dann 

Ep  /*v  =  /.ixy  [My  —  X  z] , 

EqA'w  =  -  Myxz+X  [x  (1  z*  -  y*)  +  B,  -  x  (S)  1 , 


pA,T„= ^ 


2(l+j0|_ 
P^T„=  X 


2(1+//) 


r*+Ct  —  tt)f 


■ar.r 


-0^  +  2)  xy+a], 

qi,*NJ  =  x[Xz  — My]. 
Nach  unserer  Bezeichnung  §  67  ist  X  =  P  und  Mj  =—  PI,  mithin 

V— |pfl-«). 

Für  z  =  1  verschwindet  also  die  Längsspannung.  Ferner  ist  N,  für  ent- 
gegengesetzte x  auch  entgegengesetzt.  Da  Ns  für  x  =  0  verschwindet  und 
für  entgegengesetzte  x  die  entgegengesetzten  Werthe  annimmt,  so  muss  die 
neutrale  Schicht  durch  den  Schwerpunkt  gehen  und  auf  der  einen  Seite 
derselben  giebt  es  nur  Contraction,  auf  der  anderen  nur  Ausdehnung.  An 
dem  freien  Querschnitt,  z  =  l,  ist  v=0  und  u  hängt  nicht  von  x  und  y  ab, 
d.  h.  die  Punkte  dieses  Querschnittes  sind  zwar  gegen  die  Fläche  desselben 
rückwärts  und  vorwärts  verschoben,  aber  die  Fläche  selbst  bleibt  in  ihrer 
Form  unverändert. 

Den  Pfeil  der  Biegung  finden  wir,  indem  wir  in  dem  Ausdruck  für  u 
setzen  z  =  1.   Dies  giebt 


f 


=  Ea^[^18  +  1(^)o} 


Da  das  zweite  Glied  der  Parenthese  einen  nur  geringen  Einfluss  auf  das 
erste  haben  kann,  so  können  wir  sagen,  dass  auf  den  Pfeil  der  Biegung  die 
Art  des  Querschnittes  nur  einen  geringen  Einfluss  hat 

Die  früher  ebenen  Querschnitte  hören  auf  eben  zu  sein,  ihre  Form  ist 
abhängig  vom  Querschnitt  und  ihre  Gleichungen  sind  nach  5. : 

6* 


84 
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-i-4r-{-taf+xftrf,-^+B'-x(S)} 


wo  B,'  den  Werth  bezeichnet,  in  den  B,  übergeht,  wenn  x'y'  an  die  Stelle 
von  xy  gesetzt  werden.  Die  Krümmung  ist  demnach  vom  Querschnitt  ab- 
hängig. 

Die  Gleichungen  einer  ursprünglich  geraden  Faser  sind  nach  5.: 

x»— f      ,  {dB; 

Eqtf  2  Eql*\  6  "r'"       2 


x+ 


y'-y+ 


MT   g(x*-y*)+z" X_  [£   ,       . 

Iqtf  2  Eqi*|_6  "t"'1 

(My  —  X.z']  —  v-i-  -  ^y  n  _  ,' 


-©.]• 


EqJl 


y+wP-^- 


Letztere  Gleichung  bedeutet  eine  Ebene,  mithin  bildet  jede  gebogene 
Faser  eine  ebene  Curve,  deren  Ebene  parallel  der  x  Axe  ist.  Die  Curve  selbst 
ist  nach  der  ersten  Gleichung  eine  parabolische  Linie  des  dritten  Grades, 
die  fürX=0  in  eine  gewöhnliche  Parabel  oder  näherungs weise  für  schwache 
Biegung  in  einen  Kreis  übergeht. 

Lassen  wir  nur  Y  und  Mz,  so  bleiben  nur  die  Constanten  a2  und  b2 
und  wir  würden  wie  oben  eine  Biegung  erhalten,  die  sich  von  der  obigen 
nur  durch  die  Lage  gegen  die  Axen  unterscheidet. 

3)  Ist  nur  Mc  vorhanden,  so  verschwinden  alle  Constanten  ausser  b/ 
und  wir  haben  es  mit  einer  Torsion  um  die  z  Axe  zu  thun.  Die  hier  zu  er- 
örternden Gleichungen  sind  demnach: 

—2(1  +  f*)  M, 


V 


E 


u 


w 


*+»*-A>~->%«\ 


T    _     EV 


2(i+ju)(y+^x"j' 
Die  Gleichungen  der  verschobenen  Fasern  sind: 


y*  —  y  —  b,Y 


:-GBJ 


Von  diesen  ist  eine  in  ihrer  ursprünglichen  Form  geblieben,  und  zwar  ist 
es  die,  deren  ursprüngliche  Coordinaten  sind 

und  im  festgelegenen  Querschnitt  verschwinden  mit  z  die  u  und  v. 

Zur  genaueren  Charakterisirung  der  Torsion  ist  zu  untersuchen  der 
Ort  aller  der  verschobenen  Fasern,  die  ursprünglich  einen  Kreiscylinder 
bildeten.  Sei  der  ursprüngliche  Cylinder  gegeben  durch 

i»  — (x_«F  +  (y_^. 
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Setzen  wir  nun  bei  Vernachlässigung  Glieder  höherer  Ordnung  in  den 
Parenthesen  der  Gleichungen  für  x'  und  y'  statt  der  x  und  y  die  wenig  da- 
von verschiedenen  x'  und  y*,  so  ergiebt  sich  aus  diesen 

Werden  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  ursprünglichen  Kreis- 
cylinders  eingeführt,  so  erhalt  man  als  Gleichung  der  aus  demselben  ent- 
standenen Oberfläche 

r*«(x'- a)*+(f- ß?-2b'z'  [ßx'- af+p—  a) (^j 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  hyperbolischen  (einschaligen)  Hyperboloids. 
Transformirt  man  diese  Gleichung  für  ein  anderes  Coordinatensystem,  so 
dass  die  laufenden  Coordinaten  |  und  rj  werden,  §"-sx' — a  und  17 -»y' — /?, 
so  geht  die  Gleichung  über  in 

Aus  dieser  Gleichung  sieht  man,  dass  der  Mittelpunkt  unserer  Ober- 
fläche in  dem  festen  Querschnitt  liegt  und  zwar  da,  wo  die  Cylinderaxe 
denselben  schneidet. 

Ist  speciell  er  — » [  3- 1 ,  ß  *■*  —  ( -jp  ] ,  so  wird  die  Gleichung  wieder 

r*  =  (x'  —  er)'  +  (y;  —  ß)\  also  wird  dann  die  Faser  nur  wenig  in  der 
Tangentialebene  des  Cylinders  verschoben.  Nach  der  oben  (*)  angegebenen 
Bedingung  ist  dies  also  der  Fall,  wenn  die  Axe  unseres  Cylinders  mit  der 
unveränderten  Faser  zusammenfallt. 

Die  Gleichung  der  früher  ebenen  Querschnitte  ist: 

also  sind  dieselben  im  Allgemeinen  gekrümmt  und  zwar  ist  wegen  B'  diese 
Krümmung  abhängig  vom  Querschnitt,  aber  sie  ist  für  alle  Querschnitte 
dieselbe,  denn  in  w  kommt  z  nicht  vor. 

Von  Wichtigkeit  ist  endlich  noch  die  Bestimmung  des  Torsionswinkels 
£>  (§  68).  Wir  müssen  denselben  zunächst  ausdrücken  durch  u,  v,  w.  Wenn 
wir  Polarcoordinaten  einführen ,  ist  x  =  r  cos  qp,  y  =  r  sin  q>  nach  der 
Drehung. 
x-f-u==r  cos  (qp+!©)>  y+v  =  r  sin  (qp+D)  und,  daD  klein  ist, 

=  r  (cos  q>  —  D  sin  q>),  =  r  (sin  qp+®  cos  qp),  also 

u  =  —  rD  sin  qp,  T==S)r  cos  qp, 

—  ©y,  .  —  ©x. 

Wir  .beziehen  unser  D  auf  die  unveränderliche  Axe,  setzen  also  nach 

75"/ '  y  "^iTT" ) '  ^ann  *8t 
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u  =  b/zy,    v  =  —  b/zx, 
mithin 

b/z  —  SD. 

Jeder  Querschnitt  erscheint  also  gedreht  um  einen  Winkel,  der  seiner 
Entfernung  z  von  dem  festen  Querschnitt  proportional  ist,  und  b/  selbst 
bezeichnet  den  Drehungswinkel  im  Abstände  1.  Wenn  1  die  ganze  L&Dge 
ist,  so  bedeutet  b/1  die  Drehung  des  letzten  Querschnittes  gegen  den  ersten. 

4)  Ist  nur  X  vorhanden,  so  verschwinden  alle  Constanten  ausser  bt 
und  wir  haben  es  mit  einer  Verschiebung  zu  thun.  Dann  ist 

u^-bji/iz^-y^  +  iz3],      bt  —    X 


v bt 

•w  =  — bt 


>*yzL 


EqA 


2» 


[•"■-•"-^(S).'*  ($).»]■ 


N-Ebxz    T  Eb,      ia*+(2-r)f         dB, 

Sobald  wir  nur  den  Schub  berücksichtigen,  so  haben  wir  nicht  N,  zu 
bedenken  und  z  =  0  zu  setzen,  denn  die  Schubkraft  greift  in  dem  zu  unter- 
suchenden Querschnitt  an,  es  ist  mithin  u  =  0,  v  =  0. 

b.^-B.+  ^  +  ^J. 

Die  Gleichung  des  nun  gekrümmten  Querschnittes  ist  demnach 

Für  einen  symmetrischen  Querschnitt  vereinfachen  sich  die  Betrach- 
tungen, da  (-3-1)  —  0  ist,  aber  immer  ist  die  Krümmung  sowie  die  Grösse 

der  Spannung  noch  abhängig  von  der  Querschnittsform. 

Dasselbe  erhalten  wir  auch,  wenn  wir  Alles  ausser  Y  verschwinden 
lassen. 

9«   Elliptisch  geformter  Querschnitt. 

Sei  gegeben  der  Querschnitt  durch  die  Gleichung 

x2        y2 


nr        n5 


dann  ist  A  1  y     x 

tgP  =  — g^—^:-jji  — nnp:coBp. 

~di 
Unsere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  die  Coefficienten  a,  ß  in  der  all- 
gemeinen Form  für  ß  in  7.  zu  bestimmen.    Die  zu  berücksichtigenden 
Glieder  in  dieser  Entwickelung  ergeben  sich  aus  den  Grenzbedingungen  (B.), 
die  nach  Einführung  von  m  und  n  folgende  Form  annehmen: 


Anhang  n  ff  64—74.  87 


l dW       y  dV _/J.  _  1\ 

i*  ~3£  "T*  n*  3y"        y^n*      mV' 


i^,    y  äff 

x  ^B        y  dB       ta*  +  (2  -  p)  fx  xy« 

jh* ^F  "^  h* 3y"  2m*  +W«tfl-p. 

x  3B,       y  3B,  _  x'y       g y» +  (2  -  g)  x«y 

m*^r  +  iT'^f      (^+2)mT  + 2m* 

Nach  6.  ist  B*  ungerade  für  x  und  y,  also  muss  B*  —  /?,xy  sein. 
B,  ist  ungerade  in  Bezug  auf  x  und  gerade  auf  y  und  nach  den  Grenz- 
bedingungen ist  von  x  die  dritte  und  von  y  die  zweite  die  höchste  Potenz, 
mithin  ist 

B,  =  2  ox  +  2  o,  (x*  —  3  xy1). 
Diesem  analoge  Schlüsse  fahren  zu 

B,—  2ßy-2/My»-3x*y). 
Werden  dann  die  in  den  Grenzbedingungen  angedeuteten  Differentia- 
tionen ausgeführt  und  die  erhaltenen  Werthe  eingesetzt,  so  erhalt  man  aus 
der  ersten  Gleichung  nach  Division  mit  xy: 

./1,1\       1        1.      .       m«—  n1 
Hm*  +  r*J-n-»-m»^W  ^n7+p- 

Die  beiden  anderen  Gleichungen  geben,  wenn  man  die  Glieder  erster 
Dimension  mit  —,  +  -,=■!  multiplicirt: 


nr       w 


sL-M^M-^^-  ^^^ 


+&<+2)S. 


yx* 


und  hierin  dann  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  auf  beiden  Seiten  ein- 
ander gleich  setzt. 

min,"t"    °,Vm*","nV        2  m*  ~*~     n*    ' 

2/?,  ,  .*,  (*  ,  6\„_.a-y  ,  H^ 


m*n*  '      r,Vn*  'mV         2n*     '      m1 
Die  Auflosung  dieser  Gleichungen  giebt 
n_  _m'[2m'(l+/*)  +  n']  m;(4  +  ^)+n,(2-^) 

1—  Sm'  +  n'  '        *  6(3m*-f-n*) 

aa  _  B'ßn'q+^  +  m']  _    n»(4  +  g)+m'(2  —  ^ 

P,—  Sn'  +  m*  '      Pt  ~~  6(3n,  +  m1) 
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80  dass  endlich  die  Functionen  B',  B,,  B,  folgende  Werthe  erbalten : 
,      m»— n» 

B-STPxy' 

R       m'[2m'(l+y)+n']x— tK(4+M)+n'(2— /i)(x»— 3y'i) 

,—  3m*+n*  * 

B       n»[2n*(l+f0+m»]y-i[n»(4+f*)-r-m«(2— g)(y'-3x»y) 

t="  3n»+ms  ' 

Diese  Formeln  vereinfachen  sich,  wenn  der  Querschnitt  ein  Kreis  ist, 
also  n«-=m«-=r,  in: 

B'— 0, 

(3+2^)r*x      x»— 3y*x 


B, 


4  4 

(3+2p)r*y      y*  — 3x*y 


4  4 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln,  wenn  man  noch  bedenkt,  dass  nach 

8  67, 14.  ist 

. m  n^ 

A—  2,     x—  2, 

ktfnnen  zunächst  die  von  dem  Querschnitt  abhängigen  Untersuchungen  von 
8.  vervollständigt  werden.  Für  eine  Biegung  erhalten  wir  demnach: 

EqX*v— =/uxy(My—  Xz), 

.,-  X      r     yx»+(2-^)y1  ,  m»[2m»(l+^)+n* 

qA  *"      2(1+M)L  2  +         3m'+n' 

K(4+M)+n»(2-M)](x'-y»)1 
2(3m,+n*)  J' 

qA  ^  _2ir+7)L     ^+  2)Xy+  3m«+n'  J ' 

qi*N,=x(Xz— MT). 

Die  Gleichung  der  ursprünglich  ebenen  Querschnitte  ist  nach  der 
Biegung  z'  =  z  -j-  w ,  wenn  noch  M,  =  PI  und  X  =  P  gesetzt  wird, 

also  eine  Fläche  der  dritten  Ordnung,  welche  gegen  die  Biegungsebene 
symmetrisch  ist  und  von  den  Ebenen,  welche  der  Längsaxe  parallel  und  zur 
Biegungsebene  senkrecht  sind  (x'  constant)  in  Parabeln  geschnitten  wird. 
Setzt  man  My  =  P.1,  X  =  P,  so  erhalt  man 

P    T  lm»[2m'(l  +  g)  +  n*n 

EqiaL  3mJ  +  n2  J" 


f 
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Hier  erkennt  man  leicht,  was  oben  schon  behauptet  ist,  dass  das 
zweite  Glied  gegen  das  erste  verschwindet,  wenn  die  Querdimensionen  m 
und  n  klein  gegen  1  sind. 

Für  einen  kreisförmigen  Querschnitt  erhalten  wir: 

Die  in  der  vorigen  Nummer  noch  unbestimmt  gebliebenen  Ausdrücke 

für  die  Torsion  lassen  sich  nun  auch  vervollständigen. 

^    «w      m*  —  n*  ,  , 

Da  B'«b— — — -  xy  ist  so  erhält  man 
m*  -f-  n* 

(m1  —  n»)1 

='=4(m1+n*)q' 

also  _       2(1 +^)M,(m'  +  n») 

1  ™  Eqm'n1 

und  dann 

2(l+p)M.  m*  +  n*  M       A 

2(l+g)M,  m'  +  n*„  T  2Mfy 

Eq  m*n»      *'  Ia""         n»q~' 

2  (1  +  n)  M,  m'-  n»  2M,x 

Eq  itf+n*   y'  ^"""mV 

Für  einen  kreisförmigen  Querschnitt  vereinfachen  sich  diese  Formeln 
weiter,  weil  m  =  n  =  r  ist,  in : 

4(l-f^)M, 

U EV        *'        Nj"°' 

4(1+^)M,  2M,y 

Eqr*         ZX'  1b~         pq~' 

w-0,  Ti'-^q-' 

Der  Drehungswinkel  ÜD  —  b/z  ist  dann 

«v 2(l+M)M,(m»+n') 

Eqm*n*  ' 

folglich,  wenn  M,  —  Pa  und  ü),  der  Drehungswinkel  am  Ende  des  Stabes  ist, 

-,  _       2(l+/<)P.a(m'+n') 

**  Eq^P '' 

oder  mit  Berücksichtigung  von  §  73,  3. : 

Pa  =  Gq-gL®i 
^m*+n*    1 

und  für  den  Kreis      pa  ^  G  JE!  £i  = .  G7rr<  $i 

2       1  1 
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Die  Gleichung  der  verschobenen  Querschnitte  ist 

1  Eq  m8  -f-  na     J 

und  für  den  Kreis  z'  =  z, 

also  bleibt  für  kreisförmigen  Querschnitt  derselbe  eben.    Im  Allgemeinen 
wird  der  verschobene  Querschnitt  in  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  über- 
gehen und  zwar  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 
Für  den  Schub  erhalten  wir  demnach: 

m*[2m'(l+iu)+na]x-K^^ 


w» 


— xy* — 


EqA,sL      J  3ma-f-n» 


T X  px'+V-ft)  y' 

"  2qX'(l+ft)  2 

x    m'  [2  m'd-M+n*] — [ms  (4+^)+ns  (2 — fi)  ^=^ 

+  Eqtf  3m»+n*  ' 

T  X         (u  |  2wr  |      X      [m'(4+/«)+n'(2-^)3yi: 

Die  Gleichung  des  gekrümmten  Querschnittes  ist  dann  vom  dritten 
Grade. 

10.   Rechteckförmiger  Querschnitt. 

Der  Querschnitt  sei  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  2  b  parallel  der  y  Axe 
und  2  c  parallel  der  xAxe,  dann  ist  in  allen  Punkten  des  Unifangs  Ober 


2b:    cosp=  +  l, 

sin  p  =  0         x  =  +  c. 

2c:     cosp  =  0, 
für  2b:  ^ y, 

sin  p  sb  +  l    yas  +  b. 
für2c:   g-^x, 

OB,      a*c'+(2—  (i)f 
3i~~          ,2 

^  =  0u  +  2)bx, 

döi«-(^  +  2)cy, 

dB,      ^b»+(2-/<)x* 
öy                  2 

Zur  Bestimmung  der  a  und  ß  dient  wiederum  die  Untersuchung  über 
das  Gerade  und  Ungerade  der  Functionen  B  in  Bezug  auf  x  und  y.  Wir 
können  demnach  setzen : 

B'  =  2a/x  +  2/*/y  +  ftxy  +  8  ftx*y  -  8  ftxy3, 
Bt  —  2  c,x  -f  2  a3x3  —  6  a3xy2, 
B^2ßlY  +  6ß^Y-2ß3f. 
Die  Differentiation  mit  Berücksichtigung  der  Grenzbedingungen  giebt 

dann: 

fürx  =  +  c:   2a1'  +  £x  +  24ftc2y--8fty3  =  —  y, 

l  ax  +  b  a3c  —  b  c3y  = ^ » 

12  ftcy  =  fa  +  2)  cy, 
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füry«=  +  b:    2ßt'  +  ßji  +  S  ßj*  —  24ftb**  —  x, 

—  12  a,bx  =  0*4-2)  bx, 

Diesen  Gleichungen  kann  nicht  gleichzeitig  genügt  werden;  denn  setzt 
man  nach  der  ersten  ß4  =-*  0,  so  würde  folgen  ßt  ~  —  1,  aber  gleichzeitig 
aus  der  vierten  Gleichung  &=+ 1«  Dieser  Widerspruch  würde  nicht  ge- 
hoben, wenn  man  bei  der  Entwickelung  von  ß(xy)  in  7.  noch  mehr  Glieder 
nähme.  Wir  entfernen  denselben,  indem  wir  den  Coefficienten  von  y*  in 
der  ersten  Gleichung  von  dem  von  x3  in  der  4.  Gleichung  von  ßA  verschieden 
gleich  y  setzen.  Das  dann  gewonnene  Resultat  ist  demnach  nach  der  äuge- 
lt j.  i  •  k  d*ß<x,y)  J  a«fl(x,y)  .  .  w 
meinen  Bedingungsgleichung  — ^Ti      H a  \     =  0  zu  prüfen.  Nun 

finden  wir 

«/— A'— y-o,  «,-iL+iLc», 

„ ^  +  2         *_ü±2 

3  —  12    '       Pa  —      12    1 

*—P+1V    a_      b'~c2      a_^+2    *_  f 


2     "'  r*  b2  +  ca'    rs         12    '  r4  120*40, 

Man  erhält  also  endlich : 

c»_  b»  x»y  y»x 

D  —  bÄ  +  c*    y       '(b^  +  c^^'b'  +  c81 

B1=caa+iu)x-i(^+2)x3  +  i(i«  +  2)xy8, 

B,=  bJ(l+iu)y  +  i(^+2)x*y  —  *0i  +  2)y8t 

wobei  aber  nach  der  obigen  Bemerkung  zu  setzen  ist 

dB'      c8—  b*         ft     x«y 
^T=bM^y   ^p-^und 

3B' _c»-b'  y»x 

5F      b*  +  c2    "*"    b*-f-c1# 
Dass  die  obige  Berechnung  vorgenommen  werden  kann,  ergiebt  sich 
nun  durch  Ausführung  der  Differentiation. 

Diese  erhaltenen  Werthe  können,  wie  es  in  9.  geschehen  ist,  in  den 
verschiedenen  Fällen  eingesetzt  werden. 

11.    Maximalbelastung. 

Die  Gleichung  §  64,  10.,  welche  die  Hauptspannungen  giebt,  reducirt 
sich  für  unsere  Fälle,  da  Nt  =  N4=  Txy  =  0  ist,  auf: 

P3  —  N3Pf  —  (TL  +.  T£)  P  —  0. 
Daraus  folgt,  dass  eine  der  Hauptspannungen  verschwindet,  wir  also  mit 
unserer  Untersuchung  auf  §  64,  14.  3)  zurückkommen. 

Die  Grössen  der  beiden  anderen  Hauptspannungen  sind  gegeben  durch 

P1  — N,P  — (TL4-Ty  — 0. 
Aus  der  Form  dieser  Gleichung  geht  hervor,  dass.  die  Wurzeln  der- 
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selben  also  die  Hauptspannungen  entgegengesetzte  Werthe  haben;  die  eine 
ist  demnach  ein  Druck,  die  andere  ein  Zug.   Sie  sind 


N1 


4 


TL  +  Th  +  T' 

Je  nachdem  N3  positiv  oder  negativ  ist,  also  je  nachdem  der  Körper  in 
der  Längsrichtung  gezogen  oder  gedruckt  wird,  ist  die  positive  oder  nega- 
tive Hauptspannung  die  grösste.  Die  Lage  der  Hauptspannung  findet  man 
nach  §  64,  10.,  wenn  man  bedenkt,  dass  ist 

-^  =  3P*-2N3P-(T£+T*Z), 

—  P»+[P»— N,P  — (T&+Ty]  +  P»  — N,P, 
=  P2+T|,  +  T?,, 

cos  Pl  =  T„ :  )/P;-frT&  +  T&, 

cos  q,  —  Tyz :  |/P»  +  Tj,  +  T*, , 
cosr^P,  ij/PJ+Ti  +  Ty2,. 

Ebenso  findet  man  p2,  q2,  r2. 

Vereinfachungen  treten  ein,  wenn  nur  eine  Normalkraft  vorhanden  ist; 
dann  ist  P3  —  N3P2  =  0  und  selbstverständlich  P  =  N3. 

Bei  der  Torsion  ist  N3  =  0,  mithin  P*  =  (T|,  +  TJ,)>  also  werden  wir 
dann  auf  den  Fall  §  64,  14.  4)  kommen. 

Erwähnenswerth  ist,  dass  auch  in  dem  allgemeinen  Fall  an  bestimmten 
Punkten  des  Körpers  N3  =  0  ist,  denn  nach  dem  Werth  von  N3  in  (C.)  ist 
N3  =  0 ,  wenn  0  =  a  •+-  atx  +  e2y  -f-  z  (b,x  -f-  b,y)  ist.  Diese  Gleichung 
repräsentirt  eine  Fläche  zweiten  Grades  und  zwar  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid,  denn  jede  Ebene  parallel  der  xy Ebene,  alsoz  =  Const.  schneidet 
die  Fläche  in  einer  Geraden. 

Da  also  die  grösste  Spannung  in  einem  Punkte  eintritt,  für  den  die 

N         1  /  :     N* 

absoluten  Grössen  y  und  1/  T|z  +  Tf,  +  -±  ihre  grössten  Werthe  er- 
langen, so  sind  diese  Grössen  nun  zu  untersuchen.  In  den  hier  vorkommen- 
den Spannungen  ist  aber  nur  in  N3  die  Längendimension  z  enthalten,  und 
zwar  hat  N3  nach  (G.)  die  Form  A  +  Bz,  also  erreicht  N3  jedenfalls  an  dem 
Endquerschnitte  sein  Maximum.  Wo  aber  in  diesem  Querschnitte  der  Punkt 
ist,  für  den  die  Spannung  am  grössten  ist,  hängt  von  allen  Spannungen  ab 
und  damit  von  der  Querschnittsform.  Ist,  wie  bei  der  Torsion,  N3  =  0,  so 
ist  die  Hauptspannung  ein  Max.  für  bestimmte  x  und  y,  aber  beliebige  z,  es 
giebt  also  dann  keinen  gefährlichen  Punkt,  sondern  eine  gefährliche  Faser. 
Dasselbe  tritt  ein,  wenn  bt  =  b2  =  0  ist,  denn  dann  ist  ebenfalls  N3  unab- 
hängig von  z,  dies  ist  aber  nach  6.  der  Fall,  wenn  X=Y=0  ist,  also  wenn 
die  auf  den  letzten  Querschnitt  resultirende  äussere  Kraft  senkrecht  auf  den 
Querschnitt  wirkt. 
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1)  Ist  nur  Z  vorhanden,  also  giebt  es  nur  Zug  und  Druck  am  End- 
querschnitt, so  ist  N3  constant,  Man  hat  also  keinen  besonders  gefährlichen 
Punkt. 

2)  Biegung.  Auch  hier  ist  nur  N3  besonders  zu  berücksichtigen,  denn 
in  den  anderen  Spannungen  sind  die  Querdimensionen  des  Stabes  enthalten, 
welche  gegen  die  Länge  verschwindet.   Es  ist  aber  nach  8«: 

N,  =  ^[X.z-MT]oderi£(l-*), 

folglich  erreicht  N3  sein  Maximum  bei  z  —  0  und  x  =  c.  Der  vom  Schwer- 
punkt am  weitesten  entfernte  Punkt  des  Endquerschnittes  ist  also  der  ge- 
fährliche Punkt  

3)  Torsion.  Nach  8.  ist  hier,  weil  N,  =  0,  zu  untersuchen  f/TJ, +TJ„ 
das  ist  e b '     1  //     ,    öRV ,   /        5BV 

a)  Der  Querschnitt  sei  eine  Ellipse,  dann  ist  nach  9.: 


Klx.+  ly,-  y  n<  +  m" 


q 

also  ist  das  Maximum  zu  suchen  von 

y9m4  +  x9n\ 
Da  dieser  Werth  für  zunehmende  x  und  y  grösser  wird,  so  liegt  unser  Max. 
jedenfalls  am  Umfang.  Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  ist 
x  =  m  cos  <jd,  y  =  n  sin  <jp  (§  67,  14.  6)),  so  dass  unser  Ausdruck  sich 
umformt  in  m9  sin9qp  +  n9  cos9qp.  Dieser  aber  wird  zum  Maximum,  wenn 
cos  q>  sin  q>  =  i  sin  2  q>  =  0,  also  wenn  qp  =  0  und  q>  »=90°  ist,  d.  h.  an 

den  Enden  der  Axen.     Die  Einsetzung  der  Werthe  giebt  für  q>  =«      , 

x=    f  y  =n,  die  ganze  Spannung  \ Tf, -f-T92,  — —       ^  ,  da  nun  ist 

1       l 

—  <  — ,  so  findet  die  grösste  Spannung  am  Ende  der  kleinen  Axe  statt. 

Ist  der  Querschnitt  ein  Kreis,  so  ergiebt  diese  Rechnung,  dass  alle 
Punkte  des  Umfangs  gleich  gefährlich  sind. 

b)  Ist  der  Querschnitt  ein  Rechteck,  so  ist  der  gefährliche  Punkt  jeden- 

falls  am  Umfang.   Setzen  wir  die  in  10.  angegebenen  Werthe  von  -«-  und 

öBf  /         c9  — b9  xV   \* 

■jr-  ein,  so  ist  der  Punkt  zu  suchen,  für  den  ( y  -f-  ,a        t  y  —  2  M   *  ,  1 

(7  V  V  D    "y-  C  D   — j~  c  / 

/        c9 — b2  y9!    \2 

+  x  —  rr-; — 5  x  —  2  rrz — =     zu  einem  Maximum  wird.    Statt  dieses 


>j 


b2+c9  b9+c3 

Ausdruckes  bleibt  nach  einer  einfachen  Transformation  die  Formel: 

y9  (c9  —  x9)9+  x9  (b9  —  y9)9. 
Man  findet  dann,  dass  das  für  y  =  b  ein  Max.  ist,  wenn  x  =  0, 

-   x  =  c   -      -      -        -     y  =  0. 
Es  befinden  sich  also  die  gefährlichen  Punkte  in  den  Mitten  der  Seiten. 
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B.    Die  Querdimensionen  des  Stabes  seien  so  gering,  dass  es  nicht  mehr 
erlaubt  ist,  die  Verschiebung  des  Ganzen  für  klein  zu  halten,  wenn  auch 

die  der  Elemente  in  sich  klein  sind. 

1.    Verschiebungen   und  Spannungen  des  Längselementes 

eines  dünnen  Stabes. 

Bei  Lösung  unserer  Aufgabe  ist  vor  Allem  zu  bedenken,  dass,  wenn 
auch  die  Veränderungen  a,  ß,  y,  cp,  x,  V>  *n  dem  unendlich  kleinen  Parallel- 
epipedum  sehr  klein  bleiben,  doch  die  Verschiebungen  des  ganzen  Stabes,  die 
aus  der  Addition  der  kleinen  Verschiebungen  entstehen,  gross  werden  können. 
Dann  dürfen  also  die  im  Früheren  entwickelten  Gleichungen  nicht  unbe- 
dingt angewendet  werden,  da  dort  Produkte  und  Quadrate  von  u,  v,  w  ver- 
nachlässigt worden  sind.  Die  vorhin  aufgestellten  Gleichungen  bleiben  nur 
anwendbar  auf  die  Verschiebungen  innerhalb  der  Elemente,  in  die  man  sich 
den  ganzen  Stab  zerlegt  denken  kann.  Diese  inneren  Verschiebungen  eines 
kleinen  Körpers  sind  nach  Kirchhoff  nur  abhängig  von  den  Kräften,  welche 
auf  seine  Oberfläche  wirken,  nicht  aber  von  denen,  welche  auf  das  Innere 
wirken,  vorausgesetzt,  dass  die  letzteren  nicht  gegen  die  ersteren  ausser- 
ordentlich gross  sind.  Dies  ist  die  Uebertragung  der  Vernachlässigung  von 
§  64,  1.;  denn  auch  hier  ist  das  Körperelement  unendlich  klein  gegen  das 
Oberflächenelement  und  es  unterscheiden  sich  die  im  obigen  Satz  enthalte- 
nen Kräfte  durch  Factoren  derselben  Beschaffenheit.  Hiermit  ist  auch  zu- 
gleich die  im  Satz  berührte  Ausnahme  begreiflich.  Die  äusseren  Kräfte 
hängen  ab,  wenn  wir  von  den  Kräften  auf  die  freie  Oberfläche  absehen,  von 
den  Spannungen,  die  von  dem  benachbarten  Stück  herrühren,  und  können 
somit  auch  durch  die  Kräfte  auf  das  Innere  des  ganzen  Körpers  beeinflusst 
werden.  Wir  behandeln  nun  zunächst  einen  geradlinigen  Stab,  der  überall 
gleichen  Querschnitt  hat,  und  denken  uns  denselben  aus  Längselementen 
zusammengesetzt.  Diese  Elementencylinder  werden  nach  dem  Obigen  nur 
angegriffen  von  Kräften  auf  die  ebenen  Endquerschnitte,  welche  von  den 
benachbarten  Theilchen  herrühren,  während  auf  die  krumme  Cylinderober- 
fläche  wie  auf  das  Innere  des  Elementes  keine  Kräfte  wirken.  Die  Aufgabe 
für  das  Element  fällt  nun  ganz  zusammen  mit  der  des  Problems  Anhang  1, 4., 
denn  die  dort  angenommene  Vertheilung  der  äusseren  Kräfte  ist  hier  erfüllt, 
da  die  Querschnitte  sehr  klein  sind.  Es  gelten  demnach  für  ein  Längs- 
element die  Gleichungen  in  4.  In  Bezug  auf  die  Lage  des  Coordinaten- 
systems,  auf  welches  jedes  Element  bezogen  wird,  ist  noch  Folgendes  zu 
bemerken.  Der  Anfangspunkt  liege  im  Schwerpunkte  des  Querschnittes, 
durch  den  das  verschobene  Element  mit  dem  Früheren  zusammenhängt,  die 
positive  z  Axe  sei  die  Tangente  der  Curve,  welche  die  Schwerpunktslinie  des 
Elementes  bildet.  Da  ferner  der  nächste  Punkt  der  zAxe  in  dieser  bleiben 
soll,  so  muss  dafür  u  und  v  verschwinden,  es  ist  mithin  für  x  =  y  =  z  =  0 
auch  u  —  v  =  w  =  0  und  für  x  =  0,  y  =  0,  z  =  dz  ist  u  =  v  =  0. 
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Berücksichtigen  wir  diese  Bedingungen  und  bedenken,  dass  dz*,  dzs...  gegen 
dz  verschwinden,  so  werden  von  den  Constanten  in  4.,  S.  74  verschwinden 
b/  und  bs".  Die  Lage  der  xAxe  werde  so  bestimmt,  dass  sie  die  Curve  in 
ihrem  Anfangspunkt  berührt,  welche  man  erhält,  indem  man  die  eine  ge- 
bogene Hauptaxe  projicirt  auf  die  zur  zAxe  senkrechte  Ebene.  Dann  ist 
selbstverständlich  die  yAxe  die  Tangente  an  die  Protection  der  gebogenen 
anderen  Hauptaxe.  Um  zu  finden,  welche  von  den  Constanten  in  4.,  S.  74 
ausser  b3'  und  b3"  verschwinden,  gehen  wir  vom  Anfangspunkt  zum  benach- 
barten der  xAxe,  dann  zum  benachbarten  der  yAxe,  also  zu  den  Punkten 
dx,  0,  0  und  0,  dy,  0.   Dann  ist  nach  4.,  S.  74. 

u  =  —  ^(adx  +  ia,  dx*),        v  = —  a/dx  und 
u  =  a/dy,  v  mm  —  ^  (adx  +  i  a^y2). 

Da  hierin  die  Glieder  mit  dx1  und  dy'  von  selbst  verschwinden  sollen,  so 
wird  durch  die  festgesetzte  Lage  des  Coordinatensystems  bestimmt,  dass 
a/  =  0  ist. 

Für  die  hier  zu  untersuchenden  Werthe  der  u,  v,  w  und  der  Spannun- 
gen bleiben  also  nach  (C.)  die  Ausdrücke: 

u  =  —  ii  (crx  +  iat  [x2  —  y2]  +  a4xy)  —  fja  (i  b,  [x2  —  y2]  +  ht\j)\ 

H-  b/yz  —  i  a,z2  —  4  b,zs, 
v  =  —  H  (cry  +  a,xy  +  i  a,  [y2  —  x2]  —  Hz  (b,xy  + 1  bt  [y2  —  x*J) 

—  b/xz  —  4  a,z*  —  i  b,za, 

w=j(a  +  a1x  +  a2y)  — b^fy8— izsJ  — biy[xf  — izs]  +  fl(M'), 

N^N,  — Tiy— 0, 

\  =  E  [a  +  atx  +  a2y  +  z  (btx  +  b2y)J , 

[Vy— bt  2         J    -(^  +  2)baxy+-g^j1 


>(E.) 


T„  = 


T„- 


2(l  +  /i)L",J      ~l  2 

e     r  . .    .  tif+(2— ti)** 


[-b/x-V 


-(iu+2)blxy+^J. 


2U+f)L    "'"     ~*  2 

Diese  Werthe  gelten  aber  nur  für  kleine  Werthe  von  x  und  y,  da  die 
Querdimensionen  des  Stabes  klein  sein  sollen ,  und  auch  nur  für  kleine  z, 
da  es  sich  nur  um  ein  Längselement  handelt. 

Betrachten  wir  einen  Querschnitt,  der  in  Bezug  auf  die  Hauptaxen 
symmetrisch  ist,  und  bezeichnen  die  auf  den  Endquerschnitt  des  Elementes 
wirkenden  Kräfte  mit  X,  Y,  Z  und  die  Momente  mit  Mz,  My,  Mz,  welche 
Werthe  für  verschiedene  Querschnitte  im  Allgemeinen  verschieden  sind,  so 
ist  nach  6.: 

Mx 

Eq*" 

ylr)dq} 


k_  x 

1—  Eq*2' 


h  -    Y 

D'  —  Eq*2' 


er 


M, 


Eq' 


b/= *L- 

1  E#2q 


,  wo  #2= 


EqA2' 


aa  = 


2(l  +  iu) 

Um  die  Dimensionen  dieser  Constanten  zu  beurtheilen,  kommt  es  be- 
sonders auf  deren  Nenner  an,  da  die  Zähler  im  Allgemeinen  von  derselben 
Ordnung  sind.  Die  Nenner  von  b, ,  b2.  a, ,  a2  sind  von  derselben  Ordnung, 
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der  von  a  ist  aber  um  zwei  Dimensionen  grösser,  mithin  ist  a  gegen  b,,  b2, 
at,  a2  sehr  klein,  wenn  nicht  Z  sehr  gross  ist.  Die  Grösse  #2  im  Nenner 
Yon  b/  enthält  zunächst  x2  und  A2,  aber  ist  ausserdem  noch  von  B'  abhängig. 
Diese  Funktion  ist  zwei  Bedingungen  unterworfen.  Für  den  ganzen  Quer- 
schnitt d2B'      d*W 

und  an  der  Peripherie 

8B'  ,  ÖB'   . 

•3—  cos  p  +  -£-  sin  p  =  x  sin  p  —  y  cos  p. 

Setzen  wir  in  diesen  Gleichungen  x= ex',  y = eyf,  wo  e  eine  Zahl  bedeutet, 

die  von  der  Dimension  x,  y  ist,  während  demnach  x',  y'  endliche  Grössen 

sind,  so  wird  die  Umfangsbedingung 

dW  ,    dW  ,  ,   .  ,  . 

^  cos  p  +  jq-,  sm  p  =  e  (x'  sin  p  —  y'  cos  p). 

Aus  dieser  und  auch  aus  der  ersten  Gleichung  für  B'  verschwindet  aber  e, 
wenn  man  setzt  B'  =  es(B/,  man  darf  daher  (B/  als  überall  endlich  be- 
trachten. Es  ist  demnach  B'  von  der  Ordnung  e2,  die  Differentialquotienten 
auch,  mitbin  ist  &*  von  derselben  Ordnung  wie  X*  und  x2,  also  b/  von  der- 
selben als  b,,  b2,  at,  a2. 

Setzen  wir  nun  in  die  Ausdrücke  der  Verschiebungen  u,  v,  w  aus  Glei- 
chung (E)  die  eben  gefundenen  Werthe  der  Constanten  ein,  so  erhält  man : 

Equ  =  [-j«ZX]-LzX^=P  +  /uzY^ +izX  ^J-ziMxH 

4_M  ^**-y*>  +  z'  _l_m  I! 


E(p  =  [-^Zy3-|^X§+^Y^^  +  aY^J+^Myg 


ju(x2  — y2)  — za  xz 

+  Mx- 2^ -+M«£i> 


>(F.) 


p.    ,       [z2/xX  ,   yY\   ,  B,X  ,  B2Y       vxy2       vx2yl 

Eqw=[Z.z]  +  J2(^  +  ^j  +  ir  +  ir-Xf-Y-l} 

Wenn  nun  die  Componente  Z  nicht  vorwiegend  gross  ist,  verschwinden 
die  Grössen  in  [],  und  wenn  die  X,  Y  nicht  vorwiegend  gross  sind,  ver- 
schwinden die  Grössen  in  {  },  weil  dann  die  in  den  Parenthesen  enthaltenen 
Grössen  gegen  die  Glieder,  welche  nur  die  Momente  enthalten,  als  ver- 
schwindend klein  zu  betrachten  sind. 

2.    Bedingungen  für  die  Continuität  des  Körpers. 

In  1.  ist  jedes  Element  des  Stabes  auf  ein  besonderes  Coordinaten- 
system  bezogen  worden.  Es  soll  nun  allen  diesen  einzelnen  Systemen  ein 
im  Raum  festes  zu  Grunde  gelegt  werden  und  zwar  das  durch  das  erste 
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Element  des  Körpers  gelegte  System.  Dann  soll  untersucht  werden,  ob  die 
gefundenen  Verschiebungen  vereinbar  sind  mit  der  Bedingung,  dass  die 
einzelnen  Elemente  einen  ganzen  Stab  bilden.  Seien  £,  17,  £  die  Coordinaten 
des  jedesmaligen  Anfangspunktes  des  Elementencoordinatensystems  bezogen 
auf  das  feste  System,  x'yV  die  Coordinaten  eines  Punktes,  dessen  Elemen- 
tencoordinaten  x,  y,  z  sind,  in  Bezug  auf  das  feste  Raumsystem.  Dann  ist, 
wenn  die  Winkel  der  Coordinatenaxen  gegen  einander  bezeichnet  sind  mit 

xx',  yx',  etc. : 

/s  /s  /\ 

x'  sä«  £  4-  x  cos  xx'  +  y  cos  yx'  4-  z  cos  zx', 

>*v  •x  >*v 

y*  =  rj  4-  x  cos  xy'  4-  y  cos  yy'  -f-  z  cos  zy',  (a.) 

xs»  y^  >*n 

z' — »  f  4-  x  cos  xz'  +  y  cos  yz'  +  z  cos  zz'. 
Nach  der  Verschiebung  geht  x,  y,  z  über  in  x  +  u,  y  +  v*  *  4"  w»  *k° 
sind  die  Coordinaten  des  verschobenen  Punktes  in  Bezug  auf  das  feste 

Svgtem. 

^s.  ^s.  y%» 

x'  =  £  4-  (x  4-  u)  cos  xx'  4-  (y  4-  v)  cos  yx'  4-  (z  +  w)  cos  zx', 

>*V  /%  <*"N 

Y  =  rj  +  (x  +  u)  cos  xy'  +  (y  4-  v)  cos  yyr  4-  (*  4-  w)  cos  zyr,    (b.) 

X"N.  **N.  *-*>. 

z'  =  J+(x  +  u)  cos  xz'  +  (y  4- ▼)  cos  yz' 4- (z  +  w)  cos  zz'. 
Bezeichnen  wir  mit  s  die  Lange  des  Stabes,  so  müssen  §,  ij,  f  und 

auch  cos  xx',  cos  xy' . . . ,  die  von  einem  Element  zum  anderen  veränderlich 
sind,  Functionen  von  s  sein.  Wir  können  nun  auf  zwei  verschiedene  Arten 
von  einem  Punkte  des  Stabes  zum  nächstfolgenden  kommen,  einmal  näm- 
lich, indem  wir  in  den  Coordinaten  eines  Punktes  z  in  z  4-  dz  verwandeln, 
dann  auch,  indem  wir  den  Punkt  auf  das  Raumcoordinatensystem  beziehen 
und  also  z  ungeändert  lassen,  aber  von  s  zu  s  +  ds  übergehen. 

Je  nach  diesen  beiden  Arten  des  Fortgangs  sind  die  Coordinaten  des 
Punktes,  welcher  dem  Punkte  x',  y',  z'  benachbart  ist,  entweder 

dx'  bf  dz' 

xf+özdz'       y/+8zdz'       *'  +  ^-<k°der 

ux'  C/V'  C/Z' 

x'+-^d8'    i'+i*»    z'+^d8' 

wo  dz  und  ds  die  Entfernung  der  betrachteten  Punkte  in  ihrer  natürlichen 
Lage  ausdrücken,  also  dz  =  ds  ist. 

Die  Continuität  des  Stabes  ist  nun  offenbar  gewahrt,  wenn  die  obigen 
beiden  Fortschreitungsarten  auf  denselben  Punkt  führen.  Es  muss  also  sein 

<9x'      fc     df      df     <M      dz' 
cJz       ds '    ~5z       ^s1    dz       "5s* 
Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  giebt  also  die  ge- 
suchten Bedingungsgleichungen  für  die  Continuität 

'   a  flu  ^,dv   ,        ^,/_   ,  dw\      dg  ,   .    .    .dcosxx' 

cosu^+cosyx'^+coszx'jl+^J-^x+u)-^- 

.                             ^                    *                     ,        'S  ~      (C-) 

1        ^du  ,  ,    ,    .dcosyx'  ,        ^.dv  ,  ,    ,     .dcoszx'  ,       ^,öw 
+co8xx'g^+(y+v)     dgJ    +cosyx'g^4-(z+w)— ^ hcoszx'-^-, 

Klein,  Theorie  der  Elasticitftt  etc.  7 
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und  zwei  andere  Gleichungen,  die  aus  dieser  hervorgehen,  wenn  wir  ver- 
tauschen :  x',  £  mit  y',  17  und  z'  £. 

Diese  Gleichungen  schreiben  sich  einfacher,  wenn  wir  folgende  Be- 
zeichnung einführen: 


COS  XX'-öOj, 

cosyx'  —  cr2, 

cos  zxf  ■■*«, 

cos  xy'  —  ßt , 

cosyy'  —  fti 

coszy'  =  /J, 

cos  xz'  =  y, , 

cos  yz'  —  ya, 

cos  zz'  —  y. 

Die  drei  Gleichungen  (c.)  vereinfachen  sich  zunächst  dadurch,  dass  die 
neun  cos  von  einander  abhangig  sind,  denn  es  gilt  bekanntlich: 

<A+fi+rt— 1,      ««»+#*,  +yy,  —  0, 
«* 4- ^ + y*  —  1 ,      «,«,  + /*  A + y.y.  — .  o- 

Diese  Gleichungen  geben  dann  durch  Differentiation: 

«  da«'o.«  dft-i-v  d*=.rt 
°« "dl +  ^  "ds"  +  y' ls"      °' 


do,  d/?t  <tyi_A 

a*"d7+Als"+yi"S_0' 

da  d/5f  dy 

Cls-+/?"d7+?'"d7~0' 


°s  ds  +  A  ds  +  y*  ds     V"  ds  +^  ds  +  y  ds/ 
a  ds  ^  ds  +  r   ds     r«  ds  ^Pl  ds  +y*  dsj 


r„ 


».. 


« 


(d.) 


a'  ds  +  **1  ds  +  y*  ds  VCsds  +  A  ds  +  y*  dsj      r'  , 


wor,,r„r  als  neue  Bezeichnungen  eingeführt  sind. 

Eine  weitere  Vereinfachung  erhalten  die  Gleichungen  (c),  wenn  man 
mit  o  die  Verlängerung  oder  Verkürzung  der  Längeneinheit  des  Elementes 
bezeichnet,  so  dass  also  ds  übergeht  in  ds  (1  4-  <*)-  Die  Projectionen  des 
veränderten  Elementes  der  Schwerpunktslinie  auf  die  Raumcoordinaten 
sind  d£,  di;,  df  und  die  ursprüngliche  Länge  ds.  Diese  Länge  ds  ist  ge- 
worden ds  (1  +  o),  mithin  deren  Projectionen  auf  die  Raumcoordinaten : 

ds(l  +  cj)a,    ds(l+cr)/J,    ds(l+<7)y, 
mithin  ist  unter  Vernachlässigung  der  kleinen  Grösse  o: 

ds     tt:    ds     p'    ds     Y' 

Die  drei  Gleichungen  unter  (c.)  können  wir  nun  so  transformiren,  dass 

wir  ■*-,  ^-,  -ä-  allein  erhalten.  Wir  erreichen  dies  zunächst  ftlr  *-,  wenn 
dz    dz    dz  dz 

wir  dieselben  respective  multipliciren  mit  er,  /£,  y,  dann  addiren  und  be- 
rücksichtigen die  Bedingungen  (d.).    Die  entsprechenden  Multiplicationen 

dv         C7W 
und  Additionen  geben  dann  die  Werthe  3-  und  -7*-. 


Anhang  zu  §f  64—74.  99 

Das  Resultat  dieser  Vereinfachung  ist : 

^U  ^U       I  /         I  \  /        I  \ 

5zss^+r(y  +  v)_r'(z  +  w)' 

ßj  — ^  +r,(z4-w)  —  r  (x  +  u),  (e.) 

dw       cfvf 

Hz  ^W  +r* (x  +u)  ~~  r' (y  +  v)  +  a' 

i 

Da  nun  u,  v,  w  ganze  algebraische  Functionen  von  z  sind,  so  müssen 
sich  die  ~-,  ~-,  -7p  um  eine  Ordnung  kleiner  Grössen  gegen  die  u,  v,  w 

du     OV     C7W 

erniedrigen.    Dies  wird  aber  im  Allgemeinen  von  3-»  ;r »  75-  nicht  gelten, 

es  können  demnach  in  unseren  Gleichungen  dje  letzteren  Grössen  gegen 
die  ersten  wegfallen.  Auch  können  die  u,  v,  w  gegen  x,  y,  z  vernachlässigt 
werden.  Es  bleiben  demnach  als  Continuitätsbedingungen  statt  der  Glei- 
chungen (c.)  folgende  einfachere : 

5u  öv  öw 

g-  =  ry  — r2z,   ^-  =  rtz  —  YX,    ^  =  rfx  —  r,y  +  0.  (f.) 

Führt  man  hier  die  Werthe  von  u,  v,  w  aus  1.  (F.)  ein,  so  ergiebt  sich, 
wenn  wir  zunächst  die  in  Parenthesen  stehenden  Werthe  vernachlässigen, 
nach  Gleichsetzung  der  Coefficienten: 

Mg  My  Mx  „ . 

r—       E*»q'     r,—       EqX"     r,=="~Eql?*  (    ' 

Berücksichtigt  man  die  Parenthesen  [  J,  so  erhält  man  noch  a=  F  -,  (G.) 

wo  also  Z  gross  gegen  Mx,  My  und  Ms  ist. 

Diese  Ausdrücke  zusammen  gehalten  mit  denen  von  Anhang  1, 6.  sagen, 
da  wir  durch  Vernachlässigung  der  Parenthesen  {}  annehmen,  dass  die  X, 
Y,  Z  klein  sind  gegen  die  Momente,  dass  abgesehen  vom  Vorzeichen  r,  und 
r2  die  reciproken  Werthe  der  Krümmungshalbmesser  derjenigen  Curven  be- 
deuten, die  wir  aus  der  Protection  der  Schwerpunktslinie  auf  die  durch 
die  Axe  des  Elementes  und  je  eine  Hauptaxe  des  Querschnittes  gelegte 
Ebene  erhalten. 

Um  die  Bedeutung  von  r  zu  finden,  müssen  wir  zu  Anh.  I,  8.  zurück. 
Es  ist  dort  der  Torsionswinkel  eines  Stabes  von  der  Länge  1  ausgedrückt 
durch  b/1.  Wir  haben  hier  ein  Element  von  der  Länge  ds,  mithin  ist  die 
Torsion  des  Elementes  b/ds  d.  i.  rds,  also  ist  r  der  Torsionswinkel  des  Ele- 
mentes ds. 

Es  muss  noch  untersucht  werden,  wie  sich  die  Gleichungen  gestalten, 
wenn  die  {}  in  (F.)  nicht  vernachlässigt  werden  dürfen.  Sollen  diese  Glieder 
Berücksichtigung  finden,  so  müssen  wir  die  oben  gemachte  Voraussetzung 

»\  r\  #\ 

aufgeben,  dass  ^- ,  -$- ,  -3-  von  derselben  Ordnung  bleiben  als  u,  v,  w  und 

vielmehr  annehmen,   dass  in   diesen   Differentialquotienten   die  Glieder 

7* 
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dr     dr 

-p,  — 2  sehr  gross  werden  gegen  r,  und  r2.    Man  erhält  dann,  indem  man 

du    cjv    öw 
in  den  Gleichungen  (e.)  die  betreffenden  Glieder  von  75"»  3-»  7p  zurück- 
behält: dra_    X        drf_    Y 

ds  —  Eqtf'    ds  —  EqA*' 
Dies  würde  demnach  heissen,  wenn  wir  die  oben  angegebene  Bedeutung 

X 

von  rt  und  r2  bedenken  und  uns  erinnern,  dass  nun  die  Werthe  p   .t  und 

•  M* 

Y 

= — 1  veThältnissmässig  gross  sind,  dass  in  der  Nähe  der  Punkte,  wo  diese 

Vernachlässigung  nicht  erlaubt  ist,  sich  einer  der  Krümmungshalbmesser 
sehr  rasch  ändert. 

3*    Gleichgewichtsgleichungen  für  den  ganzen  Stab  und 
Bestimmung  der-Gestalt  desselben. 

Indem  wir  zunächst  die  äusseren  Gleichgewichtsgleichungen  eines  Ele- 
mentes suchen,  haben  wir  die  auf  das  Element  wirkenden  Kräfte  zu  berück- 
sichtigen, welche  aus  den  benachbarten  Elementen  entspringen,  und  die 
auf  das  Ganze  wirkenden  äusseren  Kräfte.  Damit  finden  wir  dann  zugleich 
die  Gleichgewichtsgleichungen  für  den  ganzen  Stab. 

Beziehen  wir  zunächst  die  Kräfte  und  Momente,  die  von  den  benach- 
barten Elementen  wirken  auf  die  Raumcoordinaten.  Diese  Zerlegung  giebt 
die  Componenten  der  Kräfte  nach  den  Axen  x',  y',  z' : 

X^-f-Yoj  +  Za, 
Xßt+Yß2  +  Zß, 
Xy,  +  Yy,  +  Zy. 
Die  Drehungsmomente  um  die  Raumcoordinaten  sind: 

Mx«!  ■+-  My  a2  -f-  Mjt  a , 

M^+Myft  +  M^, 

Mxy,-f  Myy2-f-M,y. 

Wenn  wir  diese  Kräfte  und  Momente  mit  dem  negativen  Zeichen  auf 
die  eine  Endfläche  des  Elementes  wirkend  denken,  so  erhalten  wir  die  auf 
das  andere  Ende  wirkenden  Kräfte,  wenn  wir  in  den  obigen  Ausdrücken 
von  s  zu  s  +  ds  übergehen  und  das  Vorzeichen  lassen. 

Seien  die  von  aussen  wirkenden  Componenten  nach  dem  festen  Co- 
ordinatensystem,  welche  auf  das  Element  dx  dy  ds  wirken,  Px'ds,  P/ds, 
Ps'  ds.  Hierbei  ist  zu  bedenken ,  dass  die  Px' ,  Py' ,  Ps'  sind  die  Integrale 
von  den  einzelnen  Kräften  auf  jede  Einheit  des  ganzen  Querschnittes,  so 
dass  also,  wenn  (Px')9  (Py')i  (?*')  die  auf  die  Einheit  wirkenden  Kräfte  be- 
deuten, ist 

P*'—  ./mOdxdy,     Py<  =  yQrOY)dxdy,     P2,=/y*(PI,)dxdy. 
Es  sind  somit  die  ersten  drei  Gleichgewichtsbedingungen  nach  Division 
mit  ds: 
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gCXA  +  Yft  +  z^  +  p,,— of 

^(Xyi+Yyt+Zy)+P,'-0. 


(H.) 


Zur  Aufstellung  der  drei  Momentengleichungen  bedenken  wir,  dass 
ausser  den  oben  schon  genannten  Momenten  noch  welche  aus  den  Kräften 
X  und  Y  hervorgehen,  die  um  unendlich  kleine  Grössen  verschieden  zu 
beiden  Seiten  des  Elementes  wirken.  Z  kann  kein  Moment  geben,  da  diese 
Kraft  bis  auf  unendlich  Kleines  höherer  Ordnung  in  der  Axe  liegt.  Die  hier 
erhaltenen  Momente  sind  Xds,  Yds.  Werden  diese  wieder  transformirt  für 
die  Coordinaten  x'y'z'  und  zur  Beurtheilung  der  Vorzeichen  berücksichtigt, 
dass  die  Kräftepaare  positiv  sein  sollen,  wenn  sie  von  der  Axe  gesehen 
drehen  wie  der  Uhrzeiger,  so  ergeben  sich  folgende  Momente : 

um  die  x'Axe  Xdsas,    —  Ydsa,, 
-    -    y'   -    Xdsft,    —  Ydsft, 


-     -    z' 


-    Xdsy2,     — Ydsy,. 


Die  Momente  dieser  sämmtlichen  Kräfte  sind  demnach: 


j-  (Mxa,  +  My*j  +  M,c)  +  Xa,  —  Ya, 
A  (M^  +  My&+  M.0  +  X  ßt  -lßt 
A  (Mxyt  +  Myy2  +  M,y)  +  Xy,  -  Yyt 


ds, 
ds, 


ds. 


aj 


Zu  diesen  kommen  noch  Kräftepaare  von  den  von  aussen  wirkenden 
Kräften,  d.  h.  die  Momente  der  Kräfte  Px',  Py',  P«'  bezogen  auf  die  den  festen 
Axen  durch  £,  17,  f  parallel  gezogenen  Drehaxen.  Die  Angriffspunkte  dieser 
Kräfte,  soweit  sie  auf  jenes  Element  wirken,  liegen  im  Querschnitt,  folglich 
ist  für  dieselben  z  =  0.  Die  gedachten  Drehungsmomente  sind  also : 

&//[<?*)  (y'  -  v)  -  0V)  (*'  -  DJ  <fedy, 
ds/TTOY)  V  -  D  -  0V)  (*'  -  SA  <kdy , 

*>//[<?*)  (*' -&-  (PxO  (f  - 1?)]  dxdy, 
wo  die  Integrale  Über  den  ganzen  Querschnitt  auszudehnen  sind.    Diese 
Momente  transformiren  sich  nach  2.  (b.)  in : 

ü*ff[(?t')  0?.x  +  Ay)  —  (Pi')  (r.x  +  M)]  ^dy , 

ds^y  [(PxO  (y.x + wr)  —  (p.o  («.* + «>y)J  dxdy . 
*«//"  [0V)  («.* + «.y)—  (PxO  (Äx + fty)]  dldy- 

Schreiben  wir  endlich  abgekürzt: 

.//•(P^xdxdy^M,,  ^(PxOydxdy  —  M,, 

.//•(P^xdxdy  —  M,',  ff  (P^ydxdy  —  M/, 

^/•(P^xdxdy  —  M»,  y/*(P,0y  dxdy  —  M,", 
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so  erhalten  diese  Momente  folgende  einfache  Form : 

ds  (M/'  ßx  +  M,"  ß2  -  M/  Yl  -  M2'  y,) , 
ds(Mt   ft  +  M,  y2  —  M/'a,—  M/'og,  (IJ 

ds  (M/  a,  -f-  M/  a2  —  M,   ft  —  M2  ft). 
Wenn  dann  die  drei  Momente  (I,)  addirt  werden  zu  den  drei  Momenten 

(I2),  so  erhalten  wir,  wenn  diese  Summen  =*=  0  gesetzt  werden,  zu  den  (H.) 

die  drei  anderen  Gleichgewichtsgleichungen,  die  mit  (I)  bezeichnet  werden 

mögen. 

4.  Vereinfachung  der  Gleichungen  für  specielle  Annahmen 

der  Vertheilung  der- äusseren  Kräfte. 

1)  Nur  das  Ende  des  Stabes  ist  durch  Kräfte  und  Kräftepaare  ange- 
griffen. Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  wir  Px',  Py',  Pz'  =  0  setzen. 
Dann  aber  lassen  sich  die  Gleichungen  (H)  integriren  und  man  erhält,  wenn 
A,  B,  C  Constanten  bezeichnen, 

Xofj  +  Ya2-|-Za  — A, 

X/?,+Y/*2+Z/?  =  B, 

Xyi  +  Yy.  +  Zy  — C. 

Nach  3.  bedeuten  die  linken  Seiten  die  Componenten  der  Kräfte  auf 

einen  Querschnitt  parallel  den  festen  Coordinaten.  Diese  Gleichungen  sagen 
also,  dass  die  Resultirende,  welche  in  den  einzelnen  Querschnitten  als  Zug- 
kraft auftritt,  überall  dieselbe  Grösse  und  Richtung  hat,  wie  diese  Quer- 
schnitte auch  in  dem  gebogenen  Stab  gerichtet  sein  mögen.  Eine  einfache 
Transformation  giebt  die  Grösse  dieser  Zugkräfte  in  Richtung  der  Elemen- 
tencoordinaten,  also  in  Richtung  der  Hauptaxen  des  Querschnittes  und  in 

Richtung  der  Länge  des  Elementes. 

X  — Aa.-hBft  +  Cy,, 

Y  =  Aa2  +  Bß2  +  Cy2, 

Z  =  Aa  +  Bß  +  Cy. 
Diese  Werthe  müssen  dann  in  die  Momentengleichungen,  die  sich  jetzt 
auf  (I,)  =  0  reduciren,  eingesetzt  werden.  Bevor  dies  geschieht,  können 
dieselben  erst  noch  vereinfacht  werden.  Man  führe  die  angedeutete  Diffe- 
rentiation aus,  multiplicire  dann  die  Gleichungen  respective  mit  a, ,  /?t ,  /t , 
dann  mit  a2,  ß2,  y2,  dann  mit  a,  /?,  y,  und  addire  die  so  erhaltenen  Pro- 
dukte, so  erhält  man : 

^i  +  Myr-Mtrs-Y  =  0, 
^-  +  MIr,-MIr+X  =  0, 

-££-  +  Mxr2—  Myr,      '   =0. 

Durch  Einführung  der  Werthe  M  aus  2.  (G.)  und  der  eben  gefundenen 
X  und  Y  in  diese  Gleichungen  erhält  man  dann : 
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**  d»'  +  (i*  ~~  ^  r*f  +  ^  (A B»  +  *ß*  +  C^  "  ° ' 
l*  1k  +  (*  ~  **>  "' -  Tq  (A °" +  *ß>  +  Cy»}  "  °» 

wo  nach  1.  die  xf,  y*,  #f  kleine  Grössen  der  anreiten  Ordnung  sind.  Diese 
letzte  Bemerkung  giebt  einen  Aufschluss  über  die  Componenten  nach  den 
Hauptaxen  des  Querschnittes, 

A«Ä+B/»t+Cyi  ™d  Aa.  +  Bft  +  Cy,. 
Diese  Grössen  müssen  nämlich  auch  klein  der  zweiten  Ordnung  sein. 
Also  sind  1),  während  A,  B,  C  massig  gross  bleiben,  die  cos  sehr  kleine 
Werthe,  d.  h.  es  müssen  die  Querschnitte  nahezu  senkrecht  auf  der  am 
Ende  wirkenden  Kraft  bleiben,  der  Stab  ist  demnach  nahezu  gerade  und 
zwar  parallel  dieser  Kraft.  Wenn  aber  das  Letztere  nicht  wegen  vorhande- 
ner äusserer  Bedingungen  an  einigen  Punkten  erfüllt  ist,  so  müssen  an 
diesen  Punkten  auch  die  r  sehr  gross  sein,  d.  h.  es  muss  dann  Punkte  geben, 
an  denen  nach  der  Bedeutung  von  r  die  Krümmung  sehr  gross  ist.  Wenn 
2)  aber  die  A,  B,  C  klein  sind,  dann  ist  den  Gleichungen  ohne  Ausnahme- 
punkte genügt.  Sind  3)  endlich  die  Kräfte  A,  B,  C  —  0,  d.  h.  fehlen  die 
Zugkräfte  am  Ende  des  Stabes  und  wirken  nur  Momente,  so  reduciren  sich 
diese  Gleichungen  und  die  X,  Y,  Z  verschwinden.  Die  zu  erfüllenden  Glei- 
chungen sind  dann : 

x2^  +  (A2  — ^)r,r  — 0,      oder    ds  —        *"** 


ds    '  v  '*  '  w      (9*—  r)rra' 

i'^+^-^rr.-O.    (K.)       di-yi'^    <W 

^^  +  (x*_  Jl^r.r,—  0,  ds -*** 


ds    l  v  "'  "  "        '  (lf  — x^r.r,' 

Es  sollen  nun  zunächst  unter  a)  die  Werthe  der  verschiedenen  r  ge- 
funden werden,  dann  unter  b)  die  Winkel  der  Elementencoordinaten  gegen 
die  Raumcoordinaten. 

a)  Die  Bedingungsgleichungen  verwandeln  sich  in  integrirbare  Glei- 
chungen, wenn  sie  erstens  respective  mit  r,,  r2,  r  multiplicirt,  dann  addirt 
werden,  zweitens  mit  xsrt,  A*rs,  #2r  multiplicirt  und  dann  addirt  werden, 

nämlich  in 

,    dr.    ,    ,,     dr,    ,    Ä-    dr 

.    dr,    ,      .     dr«  dr        . 

*r^+xr>-df +  yrdi=0- 

Deren  Integrale  sind,  wenn  mit  h*  und  m1  Constante  bezeichnet  werden, 

«■rj+tfrj  +  av  — h», 

x«  r j  +  f  r|  +  ^r«  —  m*.  l    ' 
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Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  kann  man  nun  zwei  der  r  durch  das 
dritte  ausdrücken.  Thut  man  diess  und  setzt  den  betreffenden  Werth  in  eine 
der  Gleichungen  (K'),  so  erhält  man  zunächst  durch  Integration  s  ausgedrückt 
durch  das  beibehaltene  r  und  umgekehrt,  dann  wiederum  durch  (L.)  die 
anderen  Werthe  r. 

b)  Zur  Bestimmung  der  Winkel  haben  wir  zunächst  die  sämmtlichen 
Gleichungen  (d).   Es  gelten  also  unter  anderen  die  Gleichungen : 

da  dß  dy 


da  dß  t       dy 


ds       rids       /l  ds 
da  dß  dy 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  respective  mit  a,  o,,  at  oder 
ß,  ßt,  ßt  oder  y,  y,,  y2  und  addirt,  so  erhält  man 

da 

^-r./J.-r.ft,  (M.) 

dy 

Durch  Combination  anderer  drei  Gleichungen  aus  (d)  erhalten  wir 

ähnliche  Resultate,  in  denen  auch  die  Winkel  der  Elementencoordinaten 

mit  den  Raumcoordinaten  getrennt  sind,  nämlich 

da.  da, 

— -r.a-ra,,  _J.röl_ritf, 

g-r^-r/J,,  f^rft-r,!?,       (N.) 

dy,  dy. 

Den  dritten  Gleichungen  dieser  Systeme  ist  genügt  durch 

yj—   m  '        y2—   m  '  Y~   m  ' 

Diese  Werthe  genügen  auch  wegen  (L.)  der  Bedingung  yj  +  yj  +  y*™!« 
Es  ist  aber  hier  wegen  des  m  eine  Richtung  der  z'Axe  vorgeschrieben. 

Mit  diesen  Werthen  y  können  dann  mit  Hülfe  der  bekannten  Winkel- 
gleichungen die  anderen  berechnet  werden,  wie  es  unten  für  den  speciellen 
Fall  x  =  >L  ausgeführt  wird. 

Da  nun  bekannt  sind  die  r  nach  a)  als  Functionen  von  s,  ferner  die 
a,  at,  a2. .  .  etc.,  so  kann  durch  Integration  gefunden  werden  £,  ij,  £, 

da  nach  2.  -p  =  a,  -^  =  /J,  -r=y  ist,  und  damit  also  die  Gleichung  der 

gekrümmten  Axe  des  Stabes. 
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Diese  hier  angedeuteten  Rechnungen  vereinfachen '  sich  wesentlich, 
wenn  wir  eineirStab  annehmen,  dessen  Hauptträgheitsradien  x  und  k  ein- 
ander gleich  (=  x)  sind.    Die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  r  werden : 
dr,        £*  —  xs  drt       x1  —  #*  dr      A 

i  __=  _________  r  r        2  _»  ______  rr         __=  (\ 

ds  x*         *'      ds  x»  ''     ds      ü# 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  r,  die  Torsion,  in  allen  Elementen  constant 

#* — x1 

ist  und  die  Integration  der  anderen  giebt,  wenn  e  -» , —  r  gesetzt  ist, 

wo  e  also  auch  constant  ist, 

r1a-sa  sines  +  b  cos  es, 
r2*-_«acoses — b  sin  es, 

wo  a  und  b  die  zur  Allgemeinheit  der  Integrale  nöthigen  willkürlichen  Con- 
stanten bedeuten.  Daraus  findet  man  nach  (L.) :  1 

h*-_.x1(-1  +  b1)+-*rs, 

m,«-x4(a1-hb1)  +  ^4r1, 
mithin  ,  a  sin  es  +  b  cos  es 

01  m 

,  a  cos  es  —  b  sin  es 

y,  — x* , 

#s  m 

$*r 
y  —  IT- 
Führt  man  nun  ein : 

tgw  —  ^,    tgwlS--A    tgwt-:J. 
et  er,  Oj 

Daraus  berechnet  man: 

a*  +  ß*    '    dw« tü  +  pi      '    dW«  aJ  +  Ä     ' 

Benutzt  man  dann  die  Gleichungen  (M)  und  (N),  um  die  dß  und  da  zu 
entfernen  und  die  Gleichungen  für  die  cos  der  Winkel  zwischen  den  Coor- 

dinatenaxen : 

«^ßxVi—ßtVv    «i— 0_?  — ÄPt»    «i— 0/1—0.7. 
ß  =  ytat—  ytav     0t  — /,a  — ?<*„     0,  =  7«,  — /.«» 

r-«A-«Ai   j\  — «_0  —  «0t»   7t  —  «0i  —  «iA 

so  erhält  man 

dw !^±Y*d8,   dw, r4t±^d8,   dw, £tt£lp4, 

1  —  y*  '  1  —  y*  a  1  —  y* 

Diese  Grössen  geben,  wenn  die  bekannten  Werthe  von  ^,,  y2,  y  ein- 
gesetzt werden,  durch  Integration  die  w,  w,,  wa.  Wenn  die  bei  dieser  In- 
tegration eintretende  Constante  mit  c  bezeichnet  wird,  so  erhält  man  endlich : 


xVa'-j-b*        /         m    \ 

flfras 1 COS      C ;S     , 

m \         a1  /' 

0— m^c-^iJ, 


__=i^-r 

'         m 
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und  dann  durch  Integration 


e      t       x4j/a*+b*   .    /         m    \ 
*-* m s.n^c-^8j, 

j^j/aJ+b! 

i 
#'rs 


(C~'58)' 

C-&  — 


1?ess1?0 m C0S 


m 

Dies  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  Gleichung 
einer  Schraubenlinie,  deren  Axe  die  z'Axe  ist 

2)  Biegung  eines  Stabes  in  einer  Ebene,  welche  eine  Hauptaxe  eines 
Querschnittes  enthält.  Am  Ende  des  Stabes  wirke  nur  eine  Zugkraft« 

Wenn  die  Richtung  der  biegenden  Kraft  parallel  der  z'Axe  ist  und  die 
Biegung  in  der  x'z'  Ebene  stattfindet,  so  ist  y'  ||  y,  mithin 

",  =  y*  =  Ä  =  £  =  0,    ft— 1, 
und  wenn  a,  =  cos  q>  ist,  so  ist 

a  =  sin  q> ,     yx  =  —  sin  cp ,     y  =  cos  q> , 

also  nach  (d.)  r  =  r.  =  0,  r,= ^. 

ds 

Da  ferner  A  =  B  =  0  ist,  so  ist 

X  =  —  C  sin  <p,     Z  =»=  C  cos  <jp. 
Selbstverständlich  giebt  es  aucb  nur  ein  Drehungsmoment  und  man 

findet  aus  (G.)  My  =  —  EqA2r2  =  EqA*  -^-  und  die  Momentengleichungen 

US 

sind  -  -y--f-X=0,  d.  i.EqA2  —§  =  C  sin  <p  als  Gleichung  für  die  Krüm- 
mung des  Stabes,  deren  Integration  q>  giebt  und  dann  £  und  £. 

5*   Kleine  Verschiebungen. 

Die  Gleichgewichtsgleichungen  vereinfachen  sich,  wenn  wir  nur  kleine 

Verschiebungen  betrachten ;  denn  es  sind  dann  die  Coordinatensysteme  x, 

y,  z  und  x',  y',  z'  nur  wenig  von  einander  verschieden  und  in  Folge  dessen 

annäherungsweise  er,  =  ß2  =  y  =  1  und  alle  anderen  cos  verschwinden 

nahezu,  und  die  zweite  Gruppe  der  Gleichungen  (d.)  giebt:  ß  +  yt  =  0, 

yx  +  a  =  0,  a2+  /?,  =  0.   Schreiben  wir  dann  nach  2.,  wenn  mit  Qt  und 

gs  die  Krümmungshalbmesser  und  mit  q  die  Torsion  bezeichnet  werden, 

111 
r,«=— ,  r  ==— ,  r  =  — ,  so  werden  die  Gleichgewichtsgleichungen  (H.) 

und  die  Momentengleichungen  (I.): 

dX_      p,      dY dZ 

d7 Pl'   dT        p"   dl-    p" 

111 

d-  d-  d- 

Eqx*  -£+Y=W,  EqA*  -£  +  X=M,",  Eq#*  -^  =  M/  -  M„ 
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wo  nun  in  X,  Y,  Z  die  verschobenen  Coordinaten  statt  der  ursprünglichen 
eingesetzt  werden  können,  so  dass  diese  Grossen  nur  noch  von  s  abhängen. 
Diese  Gleichungen  geben  integerirt,  wenn  1  die  Länge  des  Stabes  ist 
und  durch  die  Index  1  bezeichnet  wird,  dass  sich  die  betreffende  Kraft  auf 
dem  Endquerschnitt  bezieht, 

X  —  P,'j+./p,'ds, 

8 

Z  —  P.'i+/P..ds, 

S 

d7  i  (0.) 

Eq  *'  it  +  PxI  +f?f  d8  ™ + M*"' 

EqA»  -£  -  Px.,+/Px.d8  —  -M,", 

dl 
EqyJ—M/-M,. 

Statt  der  Grossen  g  können  wir  für  unsere  Annahme  kleiner  Ver- 
schiebungen die  u,  t  und  die  Torsion  q>  einführen. 
Nach  2.  ist  näherungsweise 

„-d£    *_*» 

Dann  kann  man  näherungsweise  für  s  setzen  z  und  statt  f  und  17  die  Ver- 
schiebungen eines  Punktes  der  Schwerpunktslinie  u  und  v  und  statt  £  dem 
entsprechend  z  +  w.  Also 

du 

Wenn  ferner  ß^  =  —  a2  mit  qp  bezeichnet  wird,  so  erhalten  wir  aus  (d): 

J d/» dPv 

r' —  j'  —  "ds"  —  dz2' 

=  _1  _dy,=_£u 
F2— ^"2— ds—      dz2' 

1  dcr2 d^p 

£         ds  dz  * 

Es  bedeutet  demnach  q>  den  Winkel,  um  den  die  Drehung  eines  Quer- 
schnittes aus  seiner  ursprünglichen  Lage  stattfindet.  Diese  Gleichungen 
stimmen  überein  mit  §  67. 

Die  einfachen  Ausdrücke  der  Krümmungshalbmesser  sagen  aber,  dass 


108  I    Elasücität. 

bei  kleinen  Verschiebungen  die  Krümmungen  der  Elemente  nicht  bezogen 
zu  werden  brauchen  auf  besondere  Elementencoordinaten,  sondern  auf  das 
feste  System,  dessen  xyAxen  mit  den  Hauptaxen  des  Querschnittes  und 
dessen  zAxe  mit  der  Schwerpunktsaxe  zusammenfällt 

Die  Gleichungen  (0.)  enthalten  die  Biegung  und  Torsion  getrennt.  Es 
sollen  nun  zuerst  unter  a)  die  Biegung,  dann  unter  b)  die  Torsion  behandelt 
werden: 

a)  Die  Einführung  der  Krümmungshalbmesser  giebt,  wenn  nach  s  oder 
z  differenzirt  worden  ist, 

nebst  den  für  z  =  s  =  1  zu  erfüllenden  Grenzbedingungen 


(p.) 


Eqx'(S)=~p*',+(M*")" 

Eq^(S) p*'i  +  (M,")i. 


Dazu  kommen  noch  die  Grenzbedingungen  aus  2.,  wenn  mit  Myi,  Mxi  die 
Momente  am  Ende  des  Querschnittes  bezeichnet  werden, 


Mxl. 

Es  kann  endlich  noch  der  Fall  eintreten,  dass  die  die  Längsänderungen 
hervorbringenden  Kräfte  so  gross  sind,  dass  das  Produkt  derselben  in  einen 
kleinen  cosWerth  doch  nicht  vernachlässigt  werden  darf,  so  dass  noch  bei- 
behalten werden  müssen  Za,  Zß.   Dann  werden  die  Gleichungen 

i 
X  +  Zo  =  A+/Px'ds, 

s 

Y4-Z/J  =  B+/Py<ds, 

S 
1 

Z  =C+/Pz'ds, 

wo  A,  B,  C  die  auf  das  Ende  wirkenden  Componenten  bedeuten.  Da  hier  C 
sehr  gross  ist,  so  können  wir  überall  statt  Z  setzen  C,  ferner  ist 

du  dv 

a=d?     ß  =  & 
Es  kommen  mithin  statt  (P.)  folgende  Gleichungen : 

„     ,d4v       rd*v  du," 

***■&-*&+**+-*•' 

EqA  d^  =  Cd?+Px'+-dT 
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und  am  Ende  z  =  l 

^»'S B+c(J)+V.. 

«,».*— a+c(£)+m,»,/ 

Die  hierbei  stattfindende  Längsänderung  a  berechnet  man  nach  2.  • 

Z  dw  dw 

0  =  p-.  Da  nun  a  =  -r-  ist,  so  ist  Z  =  Eq  — .  Dies  oben  eingesetzt  giebt 

E<i^ÄC+/p,'d8  odcr  Eq^? — p"' 

nebst  der  Grenzbedingung  für  z  —  I 

b)  Die  Einführung  des  für  den  Torsionswinkel  gefundenen  Ausdrucks 

mit  der  Grenzbedingung  für  z  =  1 

Eq^^— Mii. 


n,   Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  der  Elastioit&t  auf 

plattenformige  Körper. 

A.  Die  Dicke  der  Platte  ist  noch  so  gross,  dass,  wenn  die  Verschiebungen 
in  den  Elementen  klein  sind,  die  des  Ganzen  klein  bleiben. 

1.    Aufstellung  des  Problems  und  der  zu  erfüllenden 

Gleichungen. 

Die  Untersuchung  plattenftrmiger  Körper  kann  wie  die  der  stab- 
förmigen  Körper  nicht  allgemein  vorgenommen  werden,  d.  h.  es  ist  zur  Zeit 
unmöglich,  folgendes  allgemeine  Problem  zu  lösen:  Es  sollen  bestimmt 
werden  die  inneren  Spannungen  und  Verschiebungen  einer  Platte,  wenn 
dieselbe  gegebenen  Kräften  unterworfen  ist.  Wir  gehen  deshalb  auch  für 
diesen  Fall  den  halbumgekehrten  Weg,  wie  er  von  Saint-Venant  für  stab- 
fönnige  Körper  angebahnt  ist.  Wir  stellen  uns  demnach  folgendes  Problem : 
Welches  sind  die  elastischen  Zustände  eines  cylindrischen  Körpers  mit  vor- 
waltenden Querdimensionen,  bei  dem  es  keine  Spannung  giebt,  zu  der  auf 
der  Platte  senkrechten  Richtung,  und  von  welcher  Art  sind  die  Kräfte, 
welche  auf  die  Oberfläche  wirken,  um  diesen  Zustand  hervorzubringen? 
Von  jeder  Kraft  auf  die  Masse,  also  auch  der  Schwere  wird  hier  wie  oben 
abgesehen.  Die  im  Folgenden  dargestellte  Lösung  dieses  Problemes  ist  so, 
wie  sie  von  Clebsch  gegeben  ist.  Wir  nehmen  eine  cylindrische  Platte, 
deren  Dicke  nicht  sehr  klein  ist,  und  bedenken,  dass  der  eben  genannte 
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Umstand  eintreten  kann ,  wenn  die  von  aussen  wirkenden  Kräfte  nur  die 
Cylinderfläche  angreifen. 

Die  Platte  werde  auf  ein  Coordmatensystem  bezogen,  dessen  zAxe 
senkrecht  zu  derselben  ist  und  dessen  xyEbene  die  Platte  in  zwei  con- 
gruente  Hälften  theilt.  Die  Normale  der  beiden  ebenen  Grenzflächen  der 
Platte  ist  also  die  zAie  selbst,  daher  ist  an  diesem  Theil  der  Oberfläche 
cos  p ■=  cos  q  =  0.  Ferner  muss,  da  wir  annehmen,  dass  es  im  ganzen 
Körper  keine  Spannung  giebt,  die  senkrecht  zur  Platte  ist,  in  der  ganzen 
Platte  sein  Txz=0,  Tyz*=0,  N3  =  0.  Diese  Gleichungen  aber  können 
nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  die  Componenten  der  auf  die  Cylinderfläche 
wirkenden  Kräfte  nach  der  zAxe  verschwinden. 

Da  die  Spannungen  Txz,  Tyz,  N3  gleich  Null  sind,  so  muss  nach  §  64, 
6.  (H.)  sein : 

<9w      du  öw      <9v  dw  p 

Si  +  di^^     ä7  +  ^  =  °'     ^  +  I^2^V===0'       <«•> 
..       du  ,  5v  ,  5w 

Da  ferner  die  äusseren  Kräfte  auf  das  Innere  verschwinden,  so  ist  nach 
§64,7.(A'.): 

*      d*u    ■  &a   ■  d*u   ■         1        dV      A 
dx*  +  8?  +  dz3  +  1  —  2  fi  5J  ~~  °' 

d*w  ,  ffw  ,  d*w  ,         1       dV      n     . 
SIi  +  ^5  +  "5z*  + 1  —  2  n  H  ~  °- 
Von  diesen  ist  die  letzte  Gleichung  wegen  (a.)  an  sich  erfallt. 


2.    Bestimmung  der  Verschiebungen  und  Spannungen. 

Wenn  wir  die  erste  und  zweite  Gleichung  von  (ß.)  nach  z  differenziren 
und  dann  durch  die  Gleichungen  (a.)  u  und  v  entfernen,  erhalten  wir  zwei 
Gleichungen,  welche  mit  Hülfe  der  dritten  von  (/?.),  wenn  dieselbe  einmal 
nach  x,  das  andere  Mal  nach  z  duTerenzirt  wird,  sich  reduciren  auf 

dxdz         '       dydz 
Darnach  muss  V  folgende  Form  haben:   V  =  V(x,y)-[-JS'(z);  denn 

sowohl  -jr-  als  ^  darf  z  nicht  enthalten.  Eine  zweite  Bedingung  für  V  er- 
halten wir  durch  Verbindung  der  drei  Gleichungen  in  (/?.).  Werden  nämlich 
diese  drei  Gleichungen  respective  nach  i,  y,  z  differenzirt  und  dann  addirt, 
so  folgt,  wenn  man  den  Werth  von  V  bedenkt : 

<9«y     ö«y     ö*v 
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Das  giebt  nach  dem  Obigen : 

dHPfcy)   ,   *V(x,y)       d«H(i)      A 

Diese  Gleichung  kann  aber  nur  erfüllt  sein,  wenn  c  eine  Constante 
bedeutet  und  (1  — 2/i)  der  Bequemlichkeit  halber  ausgezogen  ist,  durch 
folgende  Bedingungen  für  *P  und  £\ 

Daraus  ergieht  sich 

i/;(x,y)  =  (l  — 2/i)F(x,y)  +  c(l— 2ju)?,-±^  +  Const., 

S(z)  =  —  c(l  —  2/i)~-  +  c'(l  —  2/i)z  +  Const., 

d*F(x  v)       d*F(x  y) 
wo  F(x,y)  der  Bedingung  — *  ,      -| ^  i      ~  0  zu  genügen  hat  und 

die  gewählte  Form  zur  Vereinfachung  späterer  Untersuchungen  genommen 
ist.  Wenn  wir  nun  die  Constante  mit  in  F(x,y)  hereinnehmen,  erhalten 
wir  endlich: 

V={-c~+c'z  +  F(x,y)  +  c^-y-}(l-2/i). 

Nun  können  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (a.)  die  Verschiebungen  ge- 
fanden werden.  Es  ist  nämlich 

w^^c^-zic^-^Ff^yJ-^cz^pL+f^^-c/^-^)^^ 

wo  im  Letzten  ausgehoben  ist  ein  Glied ,  um  eine  einfache  Bedingung  für 
f(x,y))  was  ^  Integrationsconstante  hinzugefügt  ist,  zu  erhalten.  Diese 
Bedingung,  welche  die  dritte  Gleichung  von  (/}.)  giebt,  lautet: 

oder 

.       .  d*f(x,y)    ,    a*f(x,y)       A 

Somit  erhält  man  dann 

z*    3F(xy)  /öf(xy)       /€         ,c'y\  ,    ,.     , 

Diese  Werthe  von  u,  v,  w  genügen  zunächst  den  Gleichungen  (er).  Zur 
Bestimmung  der  darin  noch  vorkommenden  willkürlichen  Functionen  er- 
hält man  noch  Bedingungen  dadurch,  dass  erstens  diese  Werthe  dem  ge- 
fundenen Werth  von  V  entsprechen  und  dann  auch  den  Gleichungen  (ß.) 
müssen.  Es  gilt  also : 
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Diese  drei  Gleichungen  enthalten  in  sich,  wie  man  sich  durch  Diffe- 
renzirung  und  Addition  überzeugen  kann,  die  zu  erfüllende  Bedingung  für 
F,  sonach  kann  man  die  erste  dieser  Gleichungen  benutzen  zur  Elimination 
von  F,  wodurch  man  erhalt: 

Wird  dann  der  gefundene  Werth  von  F(xy)  in  die  u,  v,  w  eingesetzt, 
so  wird  endlich: 

w c'z*     -         u     (dq>  _    dip\  x*+  y* 

'öff       ö2f 
wo  noch  -k-j  +  -k-j  =  0  sein  muss. 

Diese  Werthe  können  dann  eingesetzt  werden  in  die  Ausdrücke,  welche 
die  vorhandenen  Spannungen  Nn  Na  und  Txy  durch  die  Verschiebungen 
geben.  Mit  Hülfe  der  damit  gewonnenen  Werthe  müssen  die  an  der  Ober- 
fläche zu  erfüllenden  Bedingungen  aufgestellt  werden.  Die  nach  Aussen 
gerichtete  Normale  eines  Punktes  der  Cylinderwand  bilde  den  Winkel  p  mit 
der  xAxe,  dann  ist  cos  q  =  sin  p  und  cos  r  =  0.  Sind  nun  X,  Y,  Z  die 
Componenten  der  äusseren  Kräfte,  die  auf  diesen  Punkt  wirken,  so  ist 

X  =  Nj  cos  p  +  Txy  sin  p, 

Y  =  Txycosp  +  N2  sin  p, 

Z  =  0. 
Die  Einsetzung  der  gewonnenen  Werthe  von  Nt,  N2,  T^  in  diese 
Grenzbedingungen  giebt  Gleichungen,  welche  zeigen,  dass  die  von  Aussen 
wirkenden  Kräfte  bestimmten  Bedingungen  unterworfen  sein  müssen,  wenn 
die  untersuchten  Zustände  eintreten  können.  Vor  Allem  sieht  man,  dass 
die  Ausdrücke  der  Componenten  der  äusseren  Kräfte  höchstens  die  zweite 
Potenz  von  z  enthalten  können,  d.  h.  sie  müssen  die  Form 

X  =  X0  +  X1z  +  X2z2,     Y  =  Y0  +  YlZ  +  Y,z* 

annehmen,  wo  die  Coefficienten  X0,..  . .  Y0, .  . .  von  z  unabhängig  sein 
müssen.   Bestimmt  man  dann  durch  Einführung  der  Ausdrücke  in  die  der 
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Spannungen  mit  Hülfe  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  die 
Werthe  X0,  Y0  etc.,  so  findet  man,  dass  die  \,  Y0,  X,,  Y,  nur  von  q>  und  \p 
und  die  X, ,  Yt  nur  von  f  und  c*  abhängen. 


3.  Trennung  der  beiden  Fälle,  welche  in  den  allgemeinen 

Formeln  enthalten  sind. 

1)  Untersuchung  des  Falles,  der  nur  von  q>  und  xp  abhängig  ist 

Dann  ist: 

wo  die  u0,  v0,  Uj,  v,,  w,  nur  von  x  und  y  abhängen. 

Die  Componenten  der  äusseren  Kräfte  sind: 

X  =  X0  +  X^%    Y  =  Y0  +  Y,z*. 

Der  zu  untersuchende  Zustand  wird  also  hervorgebracht  durch  äussere 
Kräfte,  welche  mit  z  ihr  Zeichen  nicht  ändern,  also  symmetrisch  zur  Mittel- 
fläche vertheilt  sind.  Solche  Kräfte  können  nur  eine  Ausdehnung  hervor- 
bringen. Aus  den  Verschiebungen  geht  hervor,  dass  die  Punkte  der  Mittel- 
fläche z=0,  da  für  sie  w=0  ist,  in  derselben  bleiben,  dass  aber  die  Fasern 
senkrecht  zur  Mittelfläche  gebogen  werden.  Die  Gleichungen  der  gebogenen 
Fasern  sind  nach  S.  77  : 

xr  =  x  +  u1z/ll+u0,     y'=*y-f-V»  +  v0, 
in  denen  x,  y  als  constant  anzusehen  sind.    Diese  Gleichungen  bedeuten 
zunächst  eine  ebene  Curve  in  einer  zur  Mittelfläche  senkrechten  Ebene; 
denn  eliminirt  man  z',  so  erhält  man 

v,x'  —  uj*  =  v,  (x  +  u0)  —  uf(y  +  v0), 
d.  i.  die  Gleichung  einer  Geraden.  Die  Protection  der  Curve  auf  die  xz  und 
yz  Ebene  sind  Parabeln,  deren  Scheitel  in  der  Mittelfläche  liegen,  mithin  ist 
die  Curve  selbst  eine  Parabel. 

2)  Untersuchung  des  Falles,  der  nur  von  f  und  c'  abhängt.    Dann  ist 

u — z(|-(1-^t)' 

x*  -J-  ¥*  c'z* 

w-f-cf(l-f*)i-±I fi-j-, 

mit  der  Bedingung  ^  +•  „  =  0. 

Klein,  Theoria  der  ElaiticiUt  etc.  8 
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Die  vorhandenen  Spannungen  werden 

w  Ez    (BH      ,.        .  c'\ 

N.—    EZ 


/ö2f  c'\ 


T       •  ez  /a»f 

Die  Componenten  der  äusseren  Kräfte  sind : 

X  =  Xfz,    Y  — Y,!. 

Die  Spannungen,  die  Componenten  der  von  aussen  wirkenden  Kräfte 
und  die  Verschiebungen  u,  v  ändern  mit  z  das  Vorzeichen,  behalten  aber 
denselben  absoluten  Wertb.  Die  von  aussen  wirkenden  Kräfte  üben  also 
weder  Zug  noch  Druck  aus,  sondern  wirken  als  Kräftepaare.  Es  ist  demnach 
dieser  Zustand  charakterisirt  als  Biegung  durch  blosse  Kräftepaare. 

Die  Mittelfläche  z  =  0  erfährt  keine  Spannungen,  aber,  da  w  nicht  für 
z  =  0  verschwindet,  eine  Gestaltsveränderung,  so  dass  ihre  Punkte  normal 
verschoben  werden.  Fasern ,  welche  zu  Anfang  senkrecht  zur  Mittelfläche 
waren,  bleiben  senkrecht,  denn  nach  S.  77  wird  deren  Gleichung 


,_,_„(*_<,_„,«). 


d.  i.  eine  Gerade. 

Dieser  Fall  vereinfacht  sich  noch,  wenn  f  =  0  ist,  denn  dann  wird 

N,  —  N,  — i  ^^V7'^  T^ — 0,  also  bat  jede  Fläche  parallel  der  Mittel- 

fläche  üherall  gleiche  Spannung  und  diese  bewirkt,  da  u*=?  — ^-^c'iz, 

1  — u 
v  =  — —~  c'yz,  nach  allen  Seiten  gleiche  Ausdehnungen  und,  da  Tx,  =  0, 

nirgends  Verschiebungen. 


B.  Die  Dicke  der  Platte  sei  so  gering,  da*»  es  nicht  mehr  erlaubt  ist, 
die  Verschiebungen  des  Ganzen  für  klein  zu  halten,  wenn  auch  die  der 

Elemente  in  sich  klein  sind. 

1.   Bedingungen  für  die  Continuität  der  Platte. 

Wir  beziehen ,  wie  bei  der  analogen  Untersuchung  dünner  Stäbe  das 
Element  auf  zweierlei  Coordinaten,  erstens  auf  ein  festes  Raumcoordinaten- 
system  &',  y'  z',  so  dass  die  Mittelfläche  der  ursprünglichen  dünnen  Platte 
mit  der  x'y'  Ebene  zusammenfällt.  Für  dieses  System  seien  a,  b  die  Coor- 
dinaten eines  Punktes.    Dieser  Punkt  ist  zugleich  der  Coordinatenanfang 
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des  mit  dem  Element  sich  bewegenden  Systems  x,  y,  z,  und  zwar  sei  die 
xAxe  mit  einem  durch  a,  b  der  x'Axe  parallel  gezogenen  Linienelement  so 
fest  verbunden,  dass  sie  nach  jeder  beliebigen  Verbiegung  an  demselben 
haftet,  ebenso  sei  die  xy  Ebene  mit  dem  Flächenelement  der  Mittelfläche 
fest  verbunden ,  so  dass  sie  zwar  über  demselben  hingleiten,  nie  aber  die 
Ebene  desselben  verlassen  kann.  Ziehen  wir  also  in  der  ursprünglichen 
Lage  der  Mittelfläche  durch  a ,  b  zwei  den  Axen  x',  y*  parallele  Elemente 
da,  db,  so  soll  auch  nach  jeder  Verbiegnng  das  Coordinatensystem  der  x,  y,  z 
.  so  mitbewegt  erscheinen,  dass  die  xAxe  desselben  fortwährend  mit  da  zu- 
sammenfallt und  die  zAxe  auf  da,  db  senkrecht  steht. 

Sind  nun  x,  y,  z  die  Elementencoordinaten  eines  Punktes,  so  sind 
dessen  Raumcoordinaten  x  +  a,  y  +  b,  z.  Nach  der  Verbiegung  soll  der 
Punkt  a,  b  die  Coordinaten  £,  rj,  J  haben,  und  jeder  Punkt  x,  y,  z  des  Ele- 
mentes hat  dann  die  Coordinaten  x  -f-  u,  y  +  v,  z  +  w. 

Es  gelten  dann  die  Gleichungen  S.  D7  (a.)  (b.). 

Die  Grössen  £,  17,  f  und  die  cos.  sind  als  Functionen  von  a  und  b  zu 
betrachten.  Da  die  Elemente  verlängert  werden,  so  setzen  wir,  dass  da  über- 
geht in  d  a  (1  +  <y,)  und  d  b  in  d  b  (1  +  aj,  wo  ax  und  <rt  sehr  kleine  Grössen 
sind.  Ausserdem  erfahren  diese  Elemente  eine  Verschiebung,  so  dass,  wäh- 
rend sie  ursprünglich  zu  einander  senkrecht  stehen,  sie  es  nun  nicht  mehr 
thun,  sondern  einen  Winkel  90  —  t,  wo  t  sehr  klein  ist,  mit  einander 
bilden. 

Wir  können  nun  die  Endpunkte  der  verschobenen  Elemente  auf  ver- 
schiedene Art  auffassen. 

Das  erste  ist  nach  der  Verschiebung  in  Folge  der  Annahme  über  das 
bewegliche  Coordinatensystem  noch  immer  der  x  Axe  angehörig,  seine  Pro- 
jectionen  auf  die  Raumaxen  sind  dann : 

a,da(l  +  af),  ftda(l  +  <*i)>  7ida(!  +  <*i)- 
Die  Projectionen  des  anderen  bilden  wir,  indem  wir  von  seinem  End- 
punkte aus  auf  die  yAxe  ein  Loth  fällen;  die  Katheten  des  entstehenden 
rechtwinkligen  Dreiecks  sind  dann,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  %  sehr  klein 
ist,ako  cos  x  =  l,  sin  t=»*:  db(l +  at)  und  irdb(l -f-at).  Projkiren 
wir  nun  statt  der  Hypotenuse  beide  Katheten  und  addiren  beide  Projek- 
tionen, so  erhalten  wir,  da  die  eine  Kathete  der  x  Axe,  die  andere  der  yAxe 
parallel  ist, 

(a1  +  «1T)db(l  +  aJl  (Ä  +  A*)A(l  +  aJ,  O^  +  y^dbd .+  *,). 
Wir  können  zweitens  den  verschobenen  Punkt  auch  auffassen  als  den 
neuen  Coordinatenanfang  eines  Elementencoordinatensystems.  Wir  bezeich- 
nete!) oben  mit  §,  17,  £  die  Coordinaten  des  Punktes,  der  ursprünglich  die 
Coordinaten  a,  b  hatte,  wenn  nun  der  Punkt  jetzt  die  Coordinaten  a  +  da,  b 
bat,  so  sind  die  neuen  Coordinaten: 


§  +  gda,     ij  +  §Jda,     £  +  §da. 
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Wenn  die  Coordinaten  a,  b  +  db  sind,  so  sind  die  neuen  Coordinaten 

*+!*'  *+!*•  c+ä*- 

Die  Projectionen  der  verschobenen  Elemente  da,  db  sind  demnach  auch 
gleich  den  folgenden  Ausdrücken : 

dgA  dt]A  d$A 

-*r  da,         ^da,         irda, 
da  da  da 

i*.  ä*.  i* 

Durch  Vergleichung  der  beiden  Ausdrücke  der  Verschiebungen  folgt : 
§|  — Ml  +  a,),    §f  — («»,  +  «0(1  +  *,), 

^— yi(i  +  ^i)t    gg  =  ir%  +  *Yd  C1  +  *•>• 

Dadurch  ist  es  nun  möglich  die  cos.  a,  /9,  y...  auszudrücken  durch  die 
Differentialquotienten  von  £,  17,  f,  denn  die  alf  <72  findet  man,  indem  man 
die  Quadrate  von  (e.)  addirt  und  dabei  t*  vernachlässigt,  und  ?,  indem  man 
die  entsprechenden  Gleichungen  (e.)  mit  einander  multiplicirt  und  dann 
addirt.  Man  erhält  durch  diese  Rechnung: 


i(1+„,)(1+„,,_iii+^i+ii. 

,  Die  Continuitätsbedingung  heisst:  Die  Coordinaten  x',  y*,  z'  eines  ver- 
schobenen Punktes,  nach  a,  b  differenzirt,  müssen  dasselbe  Resultat  geben 
wie  nach  x,  y  differenzirt.  Oder:  in  der  natürlichen  Lage  hat  ein  Punkt 
des  Körpers  die  Coordinaten  x  +  a,  y  +  h,  z ;  es  können  also  auch  x',  y',  z' 
nur  Functionen  dieser  drei  Grössen  sein,  und  es  muss  daher  gleichgültig 
werden,  ob  man  x',y'z'  nach  x  oder  nach  a,  nach  y  oder  nach  b  differenzirt 
Wir  erhalten  nun  den  Formeln  (d.)  S.  98  analoge,  indem  wir  hier  einmal 
die  Differentiation  nach  a,  dann  nach  b,  statt  der  dort  nach  s  ausgeführten, 
anstellen  müssen.  Wir  schreiben  dann  in  den  so  erhaltenen  Formeln  nach 
a  die  Abkürzungen  r,,  r2,  r0  und  in  denen  nach  b  die  s,,  s,,  s0. 

Führt  man  dann  die  in  der  Continuitätsbedingung  angegebenen  Diffe- 
rentiationen aus,  setzt  die  erhaltenen  Werthe  einander  gleich  und  verfährt 
wie  R.  2.,  S.  98,  so  erhält  man  die  den  (e.)  analogen  Gleichungen : 
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du       du 

dv        dv 

^  =  -^  +  rt(z  +  w)  — r0(x  +  u), 

rjVB  {TW 

3T  =  ^  +  r'(x+u)-r'(y  +  v)' 

^■=-5^  +  8.(Z  +  W)— 9*(X  + U)  +  ff„ 

37— ^b  +  ^fr+n)  — s»(y+*). 

Diese  Gleichungen  (£.)  vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn  wir,  wie  bei 
den  slabförmigen  Körpern,  ausschliessen  plötzliche,  grosse  Aenderungen  der 
Krümmung  der  Platte.  Dann  nämlich  sind  die  u,  v,  w  idein  gegen  x,  y,  z, 
und  während  die  Differentation  von  u,  v,  w  nach  x,  y  im  Allgemeinen  die 
Ordnung  der  sehr  kleinen  Grössen  erniedrigt,  indem  sie  jedesmal  einen 
sehr  kleinen  Factor  beseitigt,  findet  dies  bei  der  Differentiation  nach  a,  b, 
welche  endliche  Grössen  sind,  nicht  statt,  es  sind  also  die  Differential- 
quotienten nach  a,  b  gegen  die  nach  x,  y  im  Allgemeinen  klein.  Vernach- 
lässigt man  noch  das  Produkt  to2,  so  erhält  man: 

du  du 

^  =  r0y  —  Ttz  +  aiy  -,- —s^j  — s^z  +  ir, 

dv  dv 

^  =  rtz— r0x,  ^— :stz  —  s0x  +  a„         (17.) 

dw  dw 

^-  =  r2x  —  rty,  ^-^^x  —  sty. 

Eine  weitere  Vereinfachung  erhält  man  durch  («.),  denn  aus  diesen 
ergiebt  sich  mit  Vernachlässigung  der  sehr  kleinen  Grössen  er,,  crs,  t: 

d'f         6ax      daa 
^adF^^b™"^' 
d»?         9ft  _  dßt 
öä^b^^T      "5a' 
d»g     .   dy,       dya 
"Sa^b^cJb^^ä' 
Werden  nun  diese  Werthe  in  die  den  (d.)  analogen  Gleichungen  für  die 
r  und  s  eingesetzt  und  dabei  berücksichtigt,  dass  gilt :  aj  +  ßl  4-  yf  «=  1 , 
ß2  +  /ß+^  =  1,  so  erhält  man  r0  =  0,  «0=0,  Sj=-»  — rt  und  damit 

du  du 

^  —  r,z  +  a„  ^-r,i  +  », 

dw                                       dw 
^--r.x-r.y,  -^ r.x-s.y, 

wobei  nur  Grössen  zweiter  Ordnung  vernachlässigt  sind. 
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Die  Integration  dieser  Gleichungen  liefert: 

u  =  —  r2zx  +  r,zy  +  aty  +  -ry  +  u0 

v  =  r,  zx  +  SjZy  +  a,y  +  v0,  (*.) 

x2  V2 

w=  r2~  —  rtxy  —  g,  ±  +  w0, 

wo  u0,  v0,  w0  nicht  x,  y,  aber  z,  a,  b  enthalten  können. 

Wegen  der  Wahl  des  Coordinatensystems  muss  ferner  für 

x  =  0,    y  =  0,    z  =  0,        u  =  v  =  w  =  0, 

x  =  dx,  y  =  ö,    z  =  0,  v  =  w  =  0, 

x  =  0,    y  =  dy,  z  =  0,  w  =  0 

sein,  oder  es  müssen  für  x  =  0,  y  =  0,  z  =  0  folgende  Grössen  Null  sein 

3v      8w     dw 

u'  v'  w'  3T    c5T'   57' 

Dies  in  (#.)  eingesetzt  zeigt,  dass  mit  z  die  Grössen  u^,  v0,  w0  verschwinden 
müssen. 

8.    Gleichgewichtsgleichungen  an  den  Elementen. 

Wir  können  hier  ebenso  wie  bei  den  stabförmigen  Körpern  mit 
kleinem  Querschnitt  von  äusseren  Kräften  absehen,  deshalb  in  den  Glei- 
chungen S.  3  (A.)  X=Y=Z  =  0  setzen.  Für  die  Spannungen  S.  13  (H.) 
erhalten  wir,  nachdem  in  denselben  die  oben  berechneten  Werthe  für  u,  v,  w 
eingeführt  sind,  die  folgenden  Ausdrücke: 

E      (  u      (  x     .    <9w0\ 


N.= 


1      (X  +  fi) 

E 


K  = 


N  =- 
3      (1  +  fi) 


I  cy3  —  s,z,+  1  ^     \ot  +  at+  (s,—  rj  z  +  -j^j|, 

•)}■ 


T    —        E        dv0    T    —        E        3"°    T    —        E        (Sri  1  r) 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  Gleichgewichtsgleichungen  (A.) 
S.  3  giebt: 

w-o.  -a^-0.  4^+i^r+a*+(8,~r')z+<I) 

Daraus  folgt,  dass  -5-0  und  -^  und  demnach  Tyz  und  Ttx  constant  sein 

müssen.  Da  nun  aber  an  der  freien  Oberfläche  parallel  der  xy  Ebene  keine 
äussere  Spannung  vorhanden  sein  kann,  da  ferner  vorausgesetzt  ist,  dass 
darauf  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  so  ist  TX2  =  Ty2  =  N3  =  0,  also 
können  die  durch  Integration  der  obigen  Gleichungen  erhaltenen  Constanten 
nur  =  0  sein.  Es  ist  also 
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Da  ferner  i^  und  v0  nach  1.  fttn>*0  auch  verschwinden,  so  können 
u0  und  v0  selbst  nur  =  0  sein.  Dasselbe  gilt  für  w0,  mithin  ist  bei  der  In- 
tegration der  letzten  Gleichung  keine  Constante  zuzufügen,  es  ist  also 

*V l^ffa  +  't^  +  Kii-r,)*}- 

Dies  Alles  benutzt  flieht  endlich : 


u  =  —  r  a  zx  +  r ,  zy  +  <jt  x  +  ry , 

v=r1zx  +  s1zy  +  a1y, 

w=ir2xt  —  rtxy  —  isj*  —  j-iL-j^  —  ot)z+H*t— rt)zf}, 
E 

£ 

Tx,  =  Tyi  —  N,  —  0. 

Diese  Werthe  entsprechen  den  Ausdrücken  S.  112  (d.),  wenn  wir 
setzen  9>(x,y)  =  <7,x  +  Ty,  V(«,y)=- ^y, 

f(M)  -  ^^ (x* ~~ y,) "  r'xy'    c' "  '1=%- 

Es  müssen  demnach  die  hier  betrachteten  Zustande  hervorgebracht 
werden  durch  Kräfte  von  derselben  Art  wie  oben,  d.  h.  das  Element  ist  nur 
durch  Spannungskräfte  ergriffen,  welche  der  Ebene  seiner  Mittelfläche  pa- 
rallel sind  und  durch  Kräftepaare,  deren  Axen  in  jener  Ebene  hegen.  Gäbe 
es  auf  den  Rand  Kräfte,  welche  eine  andere  Richtung  hätten,  so  konnten 
die  durch  sie  verursachten  Verschiebungen  nur  von  einer  höheren  Ordnung 
sein  gegen  die  oben  gefundenen. 

3.   Aeusseres  Gleichgewicht  an  den  Elementen  und 
dadurch  an  der  ganzen  Platte. 

Auf  jedes  Elementarparallelepipedum,  welches  senkreckt  zur  Platte  aus 
derselben  geschnitten  wird,  wirken  ausser  den  Spannungen,  die  in  2.  be- 
trachtet worden  sind,  Componenten  und  Kräftepaare,  die  von  äusseren 
Kräften  herrühren. 

Die  Gleicbgewichtsbedingungen  werden  nach  dem  Princip  der  vir* 
tuellen  Geschwindigkeiten  abgeleitet.  Wir  geben  sämmtlichen  Elementen 
eine  Verschiebung  dx',  dy',  (5z'.  Diese  Grössen ,  welche  nicht  beliebig  ge- 
nommen werden  können ,  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen  S.  97  (b.), 
aber  man  erhält  schon  alle  Punkte,  wenn  man  i«j»0  setzt  und  den 
a,  b,  z  alle  möglichen  Werthe  beilegt ;  mithin  ist  bis  auf  Grössen  höherer 
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Ordnung  x'  ™  £  +  az ,  y'  =  tj  +  ßz ,  z' = £ + yz.  Sollen  alle  Elemente 
ein  wenig  verschoben  werden,  so  heisst  dies,  dass  die  Grossen  £,  rj,  £,  a,  ß,  y 
kleine  Veränderungen  erfahren.  Es  ist  mithin : 

<$x'  =  <J£  +  zda, 

(Jy'  =  (Jl?+Z^,  (£.) 

dz'  =  d£  +  zdy. 
Diese  sechs  Grössen  £,  17,  £,  er,  ß,  y  hängen  von  a  und  b  ab  und  müssen 
ausserdem  noch  folgenden  Gleichungen  genügen,  von  denen  die  beiden 
etzte  n  aus  S.  98  (d.)  und  (e.)  sich  ergeben. 

4+4+4-"- 

Werden  diese  Gleichungen  variirt,  so  erhält  man  Bedingungen,  denen 
die  df  etc.  unterworfen  sind.   Diese  sind: 

Die  im  Ganzen  geleistete  Arbeit  setzt  sich  aus  zwei  Theilen  zusammen, 
indem  wir  erst  die  Arbeit  der  Kräfte  in  der  ganzen  Platte  nehmen  dann  die 
am  Rand.  Bezeichnen  nun  Xdadbdz,  Ydadbdz,  Zdadbdz  die  Componen- 
ten  auf  ein  Element  da  db  dz,  so  ist  die  ganze  Arbeit  dieser  Kräfte : 

dß=y>^(Xdx'H-Ydy'  +  Zdz')dadbdz, 
wo  das  Integral  über  das  ganze  Volumen  auszudehnen  ist.  » 

In  diesem  dreifachen  Integrale  sind  nun  Arbeiten  von  Spannungen 
auf  den  Rand  mit  eingerechnet,  die  aber  nicht  existiren.  Bezeichnen  wir 
demnach  die  Differenzen  zwischen  den  Kräften ,  die  wirklich  auf  den  Rand 
wirken  und  den  oben  fälschlich  hinzugenommenen  Spannungen  auf  ein 
Randelement  ds  dz  mit  j?ds  dz,  H ds  dz,  Zds  dz,  so  ist  die  Gesammtarbeit 
am  Rand  d&  =ff(EW  +  Hdf  +  Z dz')  ds  dz, 

wo  das  Integral  sich  über  die  ganze  Randfläche  erstreckt. 

Damit  nun  die  Platte  im  Gleichgewichte  sei,  muss  sein 

dß  +  dß'  =  0, 
wo  die  Variationen  der  Bedingungen  (x.)  unterworfen  sind.  In  diese  Glei- 
chung sind  einzuführen  die  berechneten  Werthe  der  Spannungen.  Um  das 
thun  zu  können,  soll  zunächst  die  Gleichung  vereinfacht  werden  und  dann 
sollen  mit  Hülfe  der  Multiplicatoren  von  Lagrange  die  Bedingungen  (x.) 
eingesetzt  werden. 

Da  die  Variationen  d§....  von  z  unabhängig  sind,  so  können  mehrere 
Integrationen  ausgeführt  werden,  nachdem  man  statt  dx',  dy',  dz'  ihre 
Werthe  aus  (e.)  eingesetzt  hat. 
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Schreibt  man 

/Xdz  =  X',    /Xzdz  =  X",    /Slz  —  F,    f5zdz  =  5" 
und  dem  entsprechend  Y',  Y". . . ,  sq  ergiebt  sich 

dii  =fj\\'d$  -f  Tat]  +  Z'd£  +  \»da  +  Y'dß  +  Z"  dy)  da  db , 

dii'  =/  (E'äS+H'ärj  +  Z'<$£  +  5"ta +H"dß+  l"dy)  ds, 
wo  das  erste  Integral  über  die  ganze  Mittelfläche,  das  zweite  über  die  Peri- 
pherie derselben  auszudehnen  ist. 

Werden  nun  die  Bedingungen  (x.),  denen  die  Variationen  unterworfen 
sind,  mit  Hülfe  der  Methode  von  Lagrange  eingeführt,  so  erhalt  man,  wenn 
man  die  Multiplicatoren  mit  A,  A,,  A,  bezeichnet, 

dä=JYl(X'd§+Yd^ 

wo  <J§  etc.  als  vollkommen  unabhängig  von  einander  zu  betrachten  sind. 

In  diesen  Gleichungen  kommen  ausser  den  Variationen  noch  vor  deren 
Differentialquotienten,  die  durch  theilweise  Integration  nach  der  Methode 
S.  76  entfernt  werden  sollen ,  wenn  p  den  Winkel  der  Normale  der  Rand- 
curre  gegen  die  xAxe  bedeutet.  Es  ist  nämlich: 

und  ganz  ebenso  zerlegt  sich  das  Integral  mit  A,. 

Vereinigen  wir  nun  die  einfachen  Integrale  mit  dii',  so  enthalt  der 
Ausdruck  unter  dem  Doppelintegral  nur  noch  die  Variationen  <J£,  <hj,\J£. 
Die  Nullsetzung  deren  CoefBcienten  geben  dann  ein  Gleichungssystem, 
welches  in  jedem  Punkte  der  Mittelfläche  zu  erfüllen  ist : 

Es  bleibt  also  noch  übrig  von  der  Gleichung  des  Princips  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten: 

0  —  dii'  +/(*i  c°s  P  +  A» sin  P)  (<*<*£  +  /*  <ty +/<*£)  ds.    (jt.) 

Hier  kommen  nur  Functionen  von  s  vor.  Um  daher  nicht  wieder 
sämmtliche  Gleichungen  aus  (x.)  durch  Multiplicatoren  einzusetzen,  führen 
wir  statt  der  beiden  letzten  Bedingungsgleichungen  (x.)  eine  Combination 
ein,  in  der  nach  s  statt  nach  a  oder  b  differenzirt  ist.  Um  die  Differentiation 


M" 


X'- 

'    da 

Y'-r 

BKß 

da 

X'- 

'    da 
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auszuführen,  nehmen  wir  die  positive  Richtung  von  s  von  der  +xAxe  zu 
-t-yAxe.  Gehen  wir  dann  in  der  Richtung  des  positiven  s  um  eine  kleine 
Strecke  e  vorwärts,  so  vermindert  sich  a  um  e  sin  p,  und  y  wächst  um 
e  cos  p.  Eine  Function  von  a  und  b  kurz  f  (a,  b)  geht  dadurch  über  in 

f(a  —  e  sin  p,  b  +  e  cos  p)  =  f+«  (  *r  cosp —  -~-  sin  p]^--•.• 
•*u•    •  ♦  i>«    1 1  •  dt   *  dt  dt    . 
mithin  ist  für  kleine  e :  -~-  =  ~r  cos  p  —  ^-  sm  p. 

So  ergiebt  sich  aus  den  beiden  Gleichungen  (x.),  wenn  man  die  zweite 
derselben  mit  —  sin  p,  die  dritte  mit  cos  p  multiplicirt  und  dann  addirt: 

Wird  diese  Gleichung  und  die  erste  von  (x.) mit X'  und  X'  multiplicirt 
und  zu  (ft.)  hinzugesetzt,  so  erhalt  man : 
0=~f{5'ög+H'dii+Z?äS+5''da-t-H''dß+Z"dy+X'(ada+ßdß+ydy) 

+  (Xi  cos  p  +  A*  sin  p)  (a dg  +  ßärj  +  ydQ  }  ds. 
Durch  partielle  Integration  können  wir  hieraus  wieder  die  Differential- 
quotienten der  Variationen  entfernen.    Dabei  werden  die  Ausdrücke  ohne 
Integral  verschwinden,  denn  es  ist  über  den  ganzen  Rand  zu  integriren,  so 
dass  also  die  Grenzen  zusammenfallen.  Es  findet  sich: 

Führt  man  dies  ein  in  (v.),  so  erhalt  man  durch  Nullsetzung  der  be- 
treffenden Coefficienten : 

S'+oa.cosp  +  ^sinp)-^  — 0,   £"H-A'a  +  v|f—0, 
H'+^cosp  +  ^sinp)  —  ^J^— 0,    H"+l'/J+V^— 0,    (?.) 

Z'  +  y  (*,  cosp  +  AjSin  p) ^  =  0,   Z"  +  X'y  +A,'  S=0. 

Die  Gleichungen  (X.)  und  (q.),  welche  die  gewünschten  Gleichgewichts- 
bedingungen enthalten,  vereinfachen  sich  noch,  wenn  man  j«  drei  ent- 
sprechende Gleichungen  mit  al ßx y,  oder  at ßt yt  oder  aß y  multiplicirt 
und  jedesmal  addirt.  Man  erhält  dann  mit  Berücksichtigung  der  Winkel- 
gleichungen und  Beibehaltung  der  Grössen  niedrigster  Ordnung  für  jeden 
Punkt  der  Mittelflache: 

X'o,  +  Y'/J,  +  Z'y,  +  A,ra  +  A*  —  0, 
X'a2  + 1%  +  Z%  —  il.r,  —  X*  —  0, 

X'«  +  vß  +  z'y  -  ^  -  ^  =  0,  (a.) 

X"a,  +  Y"ßg  +  l"yx  +  X,  —  0, 
X"a,  +  ¥"/?,  +  Z"y,  +  A2  —  0. 
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Für  jeden  Punkt  der  Randcurve: 

Fat+2Tft+Z>1+V(s,cosp  —  rfsinp)  —0, 

Sa* + H*ß2 + Z'y*  +  A/  (s,  cos  p  —  rt  sin  p)  «-  0, 

dl9 
Sa  +ITß  +2?y  +i1cosp+ifsinp— ^-  —  0,        (a.) 

F'a,  +  JET'ft  +  Z"y,  —  1/  sin  p  —  0, 
£"a2  +  ff%  +  Z'yt  +  V  cos  p  —  0. 
In  diesen  Gleichungen  sind  dann  noch  statt  der  Grössen  X'  etc.  die 
von  aussen  wirkenden  Kräfte  und  die  Spannungen  einzufuhren. 

1)  Die  Theile  der  X'  etc.,  welche  von  den  äusseren  Kräften  herrühren. 
Es  seien  die  Componenten  der  auf  das  Element  da  db  dz  des  Inneren  wir- 
kenden Kräfte 

Adadbdz,     Bdadbdz,     C  da  db  dz, 

dann  sind  die  betreffenden  Theile  von  X',  Y',  Z',  X",  Y",  Z": 

A'—/Adz,  A"—  /Azdz, 

B'=/Bdz,  B"—  /Bzdz, 

C—  /Cdz,  C"=/Czdz, 

ausgedehnt,  wenn  h  die  Dicke  der  Platte  bedeutet,  über  alle  Werthe  von  z 
zräehen  —  -—  und  +  — . 

2)  Die  Theile  der  X'  etc.,  welche  von  Spannungen  herrühren.  Die 
Spannungen  auf  die  den  negativen  x,  y,  zAxen  zugekehrten  Seiten  des  Ele- 
mentarparallelepipedums  sind  nach  x,  y,  z : 

—  N,  dbdz,         —  Txydbdz,         0, 

—  Tx>dadz,        — Na  da  dz,         0, 

0         ,  0,0. 

Zerlegen  wir  diese  nach  den  x',  y',z'Axen,  so  ist: 

parallel  der  x' Axe  —  (N,  at  +  Txy  aj  db  dz ,    —  (Txy  a ,  +  N2  a2)  da  dz , 

-  -   y'Axe  —  (N^  +  T^dbdz,   —  (Txyft  +  N,ß)dadz, 

-  -   z'Axe  —  (N^  +  T^dbdz,   —  (Txyyi  +  N2y2)dadz. 

Die  auf  die  entgegenstehenden  Flächen  wirkenden  Componenten  er- 
hält man,  wenn  man  die  Vorzeichen  entgegengesetzt  nimmt  und  zugleich 
in  den  Componenten  der  ersten  Reihe  a  in  a  -f-  da,  in  denen  der  zweiten 
b  in  b  -{-  db  verwandelt. 

Addirt  man,  so  erhält  man  die  Spannungskraft  parallel  der  x'Axe: 
^(W.^+T.yoJ       9(Txycrt+N2a2)\  dadb fc 


7£  r  db 


) 


und 


Von  dieser  Spannung  entspringt  also  in  X'  und  in  X": 

/-pcN.ot.  +  'IV,)       a(TXJa1  +  N1nr1)-]  A 
J  [_  Sä  dh  J 

/•p(N,«,  +  T1T«1)       a(T>yC<H-Naq,)-| 
</  |_  da  5b  J 
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Setzt  man  nun  die  Werthe  der  Spannungen  von  S.  119  ein  und  zu- 
gleich r0  =  0,  s0  =  0,  Sj  =  —  r,  (S.  117),  so  ist 

N«dz  —  (1  _  „»)  (ff< + **»•>»  y n>  zdz - — 12(1— u*) (r» ~~ '•«)» 

y^02  =  (1  _  „»)  (ff>  +  j"*i),      y  N, zdz  =  ia(1         t)  (8.  —  J"«1,), 

^«^-iÖ+S*»  yTxyzdz=12(1_^r,. 

Dies  benutzt  erhält  man  endlich  mit  Hinzufügung  der  obigen  Werthe : 


hF  |Ö[( 

X'=AM         hE 


(1  —  ju2)    |  &»  '  5b  )' 

A  —A  +12(1  —  fS)\  5a"  '  5b  r 

Dem  entsprechend  findet  man  Y',  Y",  Z',  Z".  Wodurch  die  fünf  ersten 
Gleichungen  von  (ff.)  übergehen  in: 

Ao.  +  Bft  +  Cy,  —  i,r,-^».+  -(1^~t)J-r-ai+ ^ J— 0, 

A'a  +  B'/J  +Gy  -  ^_^+  -^-.{(a.+^r.-U-f«)", 


A"a,+  B"/?,+  C"y,+  Ä,  + 


12(1— #*«) 

A"aJ+B"/?I+C"yi+^+        VE 


(1  —  i"1) 

—  (ffl+/fff,)8^==0, 

fr      -H1-^}"0' 


Ct-*£  +  ^' 


H 


12(1— iw2) 

Ebenso  bestehen  die  ,5'  etc.  aus  zwei  Theilen  von  den  äusseren  Kräften, 
weniger  den  Spannungen. 

1)  Der  von  den  äusseren  Kräften  herrührende  Theil.     . 

Seien  Udzds,  Vdzds,  Wdzds  die  auf  ein  Randelement  dzds  wirken- 
den äusseren  Kräfte,  dann  sind  die  von  diesen  Kräften  herrührenden  Theile : 

U'=/Udz,  U"=/Uzdz, 

X'  =f  Vdz,  V"=/Vzdz, 

W'=/Wdz,  W"=/Wzdz. 

2)  Die  abzuziehenden  Grössen  von  den  fälschlich  oben  hinzugenomme- 
nen Spannungen  herrührend. 

Die  Normale  des  Elementes  bildet  gegen  die  Axen  x,  y,  z  die  Winkel  p, 
90° — p,  90°,  folglich  sind  die  Componenten  der  Spannungen: 
N,  cos  p  +  Txy  sin  p ,    Txy  cos  p  +  N2  sin  p ,    0, 
und  dies  sind  sofort  die  Grössen,  welche  nicht  bei  £,  H,  Z,  sondern  bei 
den  nach  den  x,  y ,  z  Axen  zerlegten  Kräften  Sa,  +  Hßi  +  Zyx  etc.  zur 
Anwendung  kommen. 


(*•) 
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Integrirt  man  also  nach  z,  um  die  mit  einem  und  zwei  Strichen  ver- 
sehenen Grossen  zu  bilden,  so  erhalt  man  die  Ausdrucke: 

Ba,  +  H%  +  2>,  -  U'«t  +  Yßt  +  W'y, 

E"at+  H"ßt  +  Z"y,  —  ü"a,  +  V'%  -f-  W"y, 

—  12(i_  ^{— fo— f«i)cesp-Kl— y)r,«inp}. 

Ebenso  erhalt  man  zwei  andere  Paare. 

Die  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  in  die  fünf  letzten  Gleichungen  von 
(ff.)  giebt  dann : 

U'a,  +  V'ßt  +  W'y,  +  V  (s,  cos  p  —  r,  sin  p) 

~  (1  —  u*)  1  (g|  +  ***** iMS  P  "* — ^»«"PJ  —  O, 
U'o,+  V'/*,+  Wy,— V  (s,  cos  p  —  r,  sin  p) 

—  (y— ?)  I  -^  t  cos  p  +  (ff,  +  fio,)  sin  p  I  —  0, 

U'a  +  V'ß  +  Wy  —  ^.V^cosp-l-^sinp  —  0,         (i0 

U"a,  +  V"/J,  +  W"y,  —  V  sin  p 

h3E 

r,  [—  (ra—  i"si)  cos  p+(l  — ju)  r,  sin  p]  —  0, 


12(1  —  tf 

U"a,  +  V  V,  +  W"y,  +  i,'  cos  p 
h'E 
—  12(i_ u»)  K1  —  ^ F|  C0S  P  + (S|  —  <"rj)  sin  P] —  ° 

4.    Endliche  Biegung. 

Das  Problem  der  Auffindung  endlicher  Biegung,  welche  zuerst  von 
Gebsch  untersucht  ist,  theilt  sich  derselbe  in  drei  einzelne  Aufgaben: 

1)  Gestaltveränderung  ohne  Berücksichtigung  der  Ausdehnungen  und 
Verschiebungen  at,  a2,  r. 

2)  Aufsuchung  der  Dilatationen  #,,  0s,t. 

3)  Bestimmung  der  Abweichungen  der  wirklichen  Gestalt  von  der  in 
1)  gefundenen. 

1)  Da  die  at ,  a2 ,  r  verschwinden  sollen,  so  müssen  bei  der  Verbiegung 
alle  Elemente  unverändert  bleiben.  Eine  solche  Biegung  ist  nur  möglich, 
wenn  die  Fläche  nach  gewissen  Geraden  gebrochen  wird,  welche  ihrerseits 
völlig  so  bleiben,  wie  sie  ursprünglich  gewesen  sind,  und  welche,  damit 
keine  Faltungen  eintreten,  sich  nicht  innerhalb  der  Platte  durchschneiden. 
Die  gebogene  Fläche  hat  demnach  die  Form  einer  abwickelbaren  und  je 
zwei  aufeinander  folgende  Gerade  schliessen  ein  unendlich  schmales  Trapez 
ein.  Zur  Bestimmung  dieser  Fläche  gehen  wir  aus  von  der  Gratlinie,  d.  h. 
der  Curve,  in  der  je  zwei  auf  einander  folgende  Gerade  des  erwähnten 
Systems  einander  schneiden.  Da  nun  auf  jeder  Geraden  zwei  nähcste  Punkte 
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der  Curve  liegen,  so  sind  diese  selbst  die  Tangenten.  Die  Gratlinie  liegt 
vor  der  Biegung  in  der  Ebene  und  gebt  dann  in  eine  Curve  doppelter 
Krümmung  über,  die  mit  der  ursprünglichen  Curve  wie  folgt  zusammen- 
sammenhängt:  Die  Bogenelemente  und  die  Winkel  zweier  nächsten  Tan- 
genten oder  die  Krümmungshalbmesser  bleiben  ungeändert.  Zur  Bestim- 
mung der  Raumcurve  kommt  dann  noch  der  Winkel  zweier  nächsten 
Schmiegungsebenen. 

Bestimmung  der  abwickelbaren  Fläche.  Sei  a  der  Bogen  der  Grat- 
linie von  einem  beliebigen  Punkt  an  gerechnet  und  £0, 1?0,  t0  der  zu  o  ge- 
hörige Punkt  der  Curve,  1  eine  Strecke,  welche  auf  der  in  diesem  Punkte 
gezogenen  Tangente  der  Gratlinie  vom  Berührungspunkte  an  gezählt  wird. 
Kennt  man  nun  die  Gratlinie,  so  ist  dann  durch  a  und  1  jeder  Punkt  der 
Fläche  gegeben. 

Es  sollen  £0,  rj0,  C0,  a  Functionen  einer  unabhängigen  Veränderlichen 
s  sein  und  die  Differentialquotienten  nach  s  seien  durch  Striche  bezeichnet. 

Es  sind  dann  die  cos.  der  Winkel,  welche  die  Tangente  der  Gratlinie 
oder  1  mit  den  im  Raum  festen  Coordinaten  bildet: 

d|o      |e/        H>      Hl        <       £/ 
da  ""  & '      da  "  o"       da  =  o" 
mitbin  ist,  wenn  §,  rjy  £  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fläche  sind, 


wo  £0'*+i?.'*  +  £/*=«'*. 

Diese  Gleichungen  (0.),  welche  der  allgemeine  Ausdruck  einer  abwickel- 
baren Flache  sind,  müssen  nun  im  Zusammenhang  stehen  mit  der  früher 
ebenen  Fläche.  Es  entspreche  den  Punkten  £,  rjt  £  und  £,,  tjt,  £,,  in  der 
Ebene  den  Punkten  a,  b,  0  und  a,,  b0,  0. 

Die  Gleichung  der  Ebene  ist  dann  dem  Obigen  entsprechend: 

a  —  «.+  1^, 

b«b0+l^, 

wo  a^  -|-  b0n  =  on  ist.  Denn  es  bleibt  1  und  auch  das  Bogenelemenent  a 
dasselbe. 

,  Es  muss  aber  noch  der  Krümmungshalbmesser  derselbe  bleiben.  Um 
diese  Gleichheit  auszudrücken ,  sei  cp  der  Winkel  des  Bogenelementes  da 

gegen  die  Axe  a,  dann  ist: 

dJ  b' 

-l  ^=x  cos  q>,      -y ««  sin  y,  also  (c) 

i_    d<p    ^y-w    ^  A 
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Denselben  Werth  muss  dann  der  Krümmungshalbmesser  der  Gratlinie 
haben.  Man  kennt  nun  Ausdrücke  der  cosinus  der  Winkel,  welche  zwei 
aufeinander  folgende  Tangenten  mit  den  Axen  machen,  nämlich: 

a      o      &  o  o      a  o      o  a 

Diese  Werthe .geben  dann  sin'dy,  wenn  man  folgende  Beziehung  aus 
der  analytisches  Geometrie  bedenkt:  Bilden  zwei  Gerade  mit  drei  recht- 
winkligen Coordinatenaxen  Winkel,  deren  cos.  sind  or,  /?,  y,  A,  /i,  y  und  be- 
zeichnet d  den  Winkel,  den  sie  miteinander  bilden,  so  ist: 

cos  i  *»  al  +  ßfi  +  yv , 
und  daraus 

sinM  =  1  —  cos2d  =  (ßv  —  yp)1  +  (yA  —  <**)*+  (^  —  /*/)*. 
Dies  auf  unseren  Fall  angewendet  giebt: 

+(|d^_^d|)ioder 

i    <p"  _  (i?.'  y  -  &  ■?.")* + &/  s»  -  &  £.t  +  &'  i?0"  - 1?.'  g;y 

£o"*+r}o"t+So"*—°"t 

Die  Gleichung  in  Verbindung  mit  (t>,)  spricht  die  Unveränderlichkeit 
des  Contingenzwinkels  aus. 

Es  ist  noch  nöthig,  in  den  Ausdrücken  die  Werthe  der  Differential- 
quotienten zu  bestimmen.  Für  unsere  jetzige  Untersuchung,  wo  die  er, ,  as, 
t  verschwinden,  reduciren  sich  die  Gleichungen  («.)  auf: 

ö*_«         di-a         a?-v 

d|  fy  _  Ä  dt 

Ifo^0*'        db~ Pt'        3b      y** 
Differenziren  wir  (ct.)  nach  a  und  b,  indem  wir  s  und  1  als  Functionen 

dieser  Veränderlichen  betrachten,  so  finden  wir: 

öa— *»  ^~iV3äy"M      o75      5ä 

und  so  die  fünf  anderen,  die  geben: 

dl      *t      3£      dj      «£  „* 

ST'    eST'    3b'    5b'    55"  (e° 

Aus  diesen  Ausdrücken  sind  die  Differentialquotienten  von  s  und  1  zu 
entfernen.  Wenn  man  dazu  (&.)  differenzirt  und  (c.)  berücksichtigt,  so 
findet  man:  /ds   ,   1  5l\      ,  .         ,«s 

A  ,  /5s         1    Öl\        .    .  .ÖS 

und  noch  zwei  ebensolche  Gleichungen. 
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Daraus  kann  dann  berechnet  werden : 


3s       1   51 cos  (jp        .ös sin  <p 

da      o'  da          or    '        3a  q>f 

3s       1   öl sin  y        ,  ös cos  <p 


(p 


5b"rö?5b         or'        3b  tf 

Dies  in  (e.)  eingesetzt  giebt  nach  einiger  Umformung  mit  (c): 
o'V«,  —  S„'b0»  -  |0"b0',        fy'a, gl»  +  &"*/, 

o'Vft  -VV'-V'V-      «VA ,;«,»  +  VV, 

o"  ?'  y.  =  £,'  b."  -  £/'  V,        a,  y'  y, £'  a."  +  £»  V- 

Daraus  entwickelt  man  dann  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Sätze  aus  der 
analytischen  Geometrie :        tt  =  ßtyt  —  ßt  y, , 

die  Formeln : 

a'V'y  =  &V  -VI."- 
In  diesen  Werthen  ist  1  nicht  vorhanden  und  nur  noch  s  enthalten, 

mithin  sind  die  Coordinatensysteme  x,  y,  z  aller  längs  einer  Linie  1  gelege- 
nen Elemente  nicht  blos  im  natürlichen  Zustande  der  Platte,  sondern  auch 
noch  nach  der  Biegung  einander  parallel.     Darnach  ist  mit  Hülfe  von  (f.) : 

■r-  =  a'  •*-  = =— r  <*'  u.  s.  w.    Dies  in  die  Werthe  r  und  s,  wie  sie 

ca  da  lqp' 

entwickelt  sind  aus  (d.)  S.  117,  eingesetzt  giebt: 

sin  y  cos  y^  cosigp 

1 2 j  äi ,  &t  .  *£ , 

sin2r/)  sin  cp  cos  q> 

wo  ist 

, ,     &wfa'£"-  &<)+<' (UZ«"-  £o'£*")+&"&yo"-rio'So") 

i£~  rp"o" 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  müssen  wir  unsere  Gleichgewichtsbedin- 
gungen (t)  und  {%')  verwerthen.  Wir  brauchen  hier  von  diesen  Gleichungen 
nur  die  beiden  letzten  von  (?)  und  die  drei  letzten  von  (tf).  Wir  berechnen 
Xx  und  X2  aus  (t)  und  setzen  es  in  (?')  ein,  wobei  die  eben  «äherungsweise 
gefundenen  Werthe  von  a,  ß,  y,  r,  s  durch  Functionen  von  £0,  ij0,  £>  be- 
nutzt werden.  Wir  erhalten  so  drei  Differentialgleichungen,  welche  f0,  iy0, 
Coi  "»  9>>  ai  V  enthalten.  Noch  kann  darin  vorkommen  a0,  b0,  insofern 
es  möglich  ist,  dass  die  auf  einen  Punkt  des  Randes  wirkenden  Kräfte  von 
der  Lage  des  Ortes  abhängig  sein  können ,  an  dem  dieser  Punkt  sich  ur- 
sprünglich befand. 

Zwischen  den  in  den  nun  erhaltenen  Differentialgleichungen  vorkom- 
kommenden  Grössen  können  noch  Gleichungen  aufgestellt  werden.  Nach 
(fc.)  und  (c.)  ist :     a0  =  a  —  1  cos  y,     b0=  b  —  1  sin  <p, 
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wo  a  und  b,  die  ursprünglichen  Coordinaten  eines  Randelementes,  gegebene 

Functionen  von  s  sind.  Da  nun  gemäss  der  Bedeutung  von  p  ist 

a'  «■=  —  sin  p,    b'  «*  cos  p, 

so  erhalten  wir  durch  Differentiation  von  (g.)  mit  Berücksichtigung  von  (c): 

<r'  cos  q>  «*»  —  sin  p  —  Y  cos  <p  +  \qf  sin  y , 

d  sin  <p  *a»      cos  p  —  P  sin  9  ■+■  1  <pf  cos  #>, 

oder  transformirt:  • 

&  —      sin  (9  —  p)  —  1', 

0  =  —  cos(g>  —  p)  +  ly'.  lw 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  können  1  und  o'  entfernt  werden,  so  dass 
nur £0?  Voi  £o*  9)9  V bleiben,  von  denen X' leicht  zu eliminiren  ist.  Ausser- 
dem gilt  noch  die  Gleichung:  §</*  -f-  ^o"  +  £©'*  —  0*  und  die  Gleichung, 
welche  man  erhält  durch  Gleichsetzung  der  Krümmungshalbmesser,  so  dass 
wir  nach  Elimination  von  1/  im  Ganzen  noch  4  Gleichungen  behalten  mit 
den  4  Unbekannten  £„  rjw  £„  cp,  die  also  dadurch  bestimmt  werden  können. 

2)  Nachdem  nun  durch  1)  näherungsweise  die  Biegung  bestimmt  ist, 
setze  man  die  erhaltenen  Werthe  in  die  ersten  drei  Gleichungen  (t)  ein,  so 
können  daraus  die  Dilatationen  <y,,  ot,  %  berechnet  werden. 

3)  Um  endlich  die  geforderte  Correction  zu  finden,  setzen  wir  £,  17, . . . 

a,...  die  oben  näherungsweise  gefundenen  Werthe  und  £,  rj . . .  a . . .   die 
anzubringenden  Correctionen,  so  däss  also  die  vollständigen  Werthe  sind : 

§—?+!,     9  —  ij+^,...=  a  — a  +  «, ... 
von  denen  die  letzteren  nur  gelten,  weil  die  a  etc.  sehr  kleine  Grössen  sind. 
Führt  man  die  letzteren  Werthe  in  die  zwei  ersten  Gfoppen  der  Glei- 
chungen (d.)  S. 98  ein  und  bedenkt,  dass  denselben  die  Werthe  a,  ß...  und 

auch  a,  /£,  y...  allein  genügen,  so  erhält  man: 

und  ebenso  mit  den  anderen  Indices. 

und  ebenso  zwei  andere. 

Alle  diese  Gleichungen  erfüllt  man  gleichzeitig,  wenn  man  statt  der 

9  Grössen  ä,  /?...  3  Grössen  q,  qt,  q,  einführt  und  erstere  durch  diese 
ausdrückt  mittelst  der  Formeln : 

«1  — <I««  —  <I«2>     Ä2  =  qa1  —  q,a,     a  =  qia2  —  q2al 
und  entsprechende  für  die  ß  und  y.    Dies  in  die  r  und  s  eingesetzt  giebt 
für  die  Correctionen  dieser  Grössen  folgende  Ausdrücke: 

—       öq.   .      —        -        =       dq.         -        - 
ri  —  "Säf  +  *ro—  V»      st =  "gb  +  q**°~~  qS" 

r2  =  -^  +  qrt— qiro»      s2=-^  +  qs1  — q^o, 

=       dq    ,      -         -        «       dq    ,      -  - 

r0  =  -^+qir2  — q,r1?      s0=  ^-  +  qts2— q2sr 

Klein,  Theorie  der  Elasticit&t  etc.  9 
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dB  dB 
Die  Correctioneo  der  Grössen  -7p,  7$r-i«««  folgen  aus  (€.)  S.  116,  in- 
dem man  die  Grössen  Nullter-Ordnung,  die  auf  beiden  Seiten  bereits  gleich 
sind,  fortlässt  und  nur  die  Grössen  erster  Ordnung  beibehält.  Aus  den  so 
erhaltenen  6  Gleichungen  können  dann  die  unbekannten  Functionen  q  eli- 
minirt  werden,  so  dass  noch  3  Differentialgleichungen,  welche  die  durch  2) 
nun  bekannten  Dilatationen  enthalten ,  übrig  bleiben  zur  Bestimmung  der 
I",  rj ,  "£.   Die  Ausführung  der  hier  angedeuteten  Rechnungen  giebt: 

+  criäb  +  ^5b  +  ^5b- 


5,    Kleine  Verschiebungen. 

Bei  kleinen  Verschiebungen  können  wir  die  ursprüngliche  Lage  bereits 
als  erste  Annäherung  betrachten.  Unter  diesen  Umständen  fallen  überall 
die  Axen  der  x,  y,  z  zusammen  mit  den  x',  y',  z'Axen  und  die  erste  Annähe- 
rung besteht  darin,  dass  at—  ft=  y— 1,  a,==a— /?-=/?1=y1=ss}VaiBS0  ist. 
Dann  erhält  man  zunächst  nach  den  am  Schluss  von  4)  angegebenen  Rech- 
nungen :  _  __  __ 

dj  dy  B£ 

JSi-?         äb"a-       ob  — q- 

Daraus  *-§  +  §. 

Die  r  und  s  müssen  verschwinden,  da  die  cos  constant  sind,  also  fallen 
die  Fund ~s  mit  den  r  und  s  zusammen.   Dies  giebt  hier: 

r_öqi        af  aq,       af 

F|— ^r    —  ^F'      Si~8b=— 8b^ 

r        öq2_        d%  a_öq,  d% 

ra=db—    d*r         Sa— SB""    3i<5b' 

dq 3*i2  ^  öq dhj 


cq  £22  oq 


dacHT* 

Führen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichgewichtsgleichungen  (r)  und  (t7) 
ein  und  lassen  nunmehr  die  Striche  weg.  Es  ist  aber  hier  nicht  nothwendig, 
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bei  der  Berechnung  der  Spannungen  mehr  als  die  Tenne  niedrigster  Ordnung 
beizubehalten,  denn  diese  werden  bereits  von  einer  höheren  Ordnung,  ab 
in  dem  Falle  endlicher  Biegung,  indem  die  früher  endlichen  Grossen  r,  s 
hier  Grössen  der  ersten  Ordnung  sind. 

Die  resultirenden  Gleichungen  sind: 

ÜA-u  ^   -J-*1-^5  ^    ,    M        (1- 
^^^aöP       2~SäA3b      "^Z"1        hE 
mit  den  Grenzbedingungen 


<1-",)  B--0, 


und  "  v 

^o.o   ^    .  »g  _  » (t  -  ^  (o,  ,  sa»    aB"\ 

mit  den  Grenzbedingungen 
(l-^)(5Dl8in*p+^co8*q+25^8.npco8qJ+^^+^J 


?(A.) 


"( tf'E  ~ (ü"  ^  P  +  V"  ^  p)> 


>(B.) 


(1 


-^4|(a5-S)8inpc08p+äH(C08,p-8il,ip} 


+ 


V»  +  9Ea?J C08  p + (s? + ar«J  ^ p 


12(1 — #*•)  f.,.          .  _„  .          TO,  ,  3(U"sinp  —  Vcospfl 
VE  A"cosp+B"8in  p— WH— i Ej£ £i  • 

Hier  haben  sich  unter  (A.)  diejenigen  Gleichungen  abgesondert,  welche 
die  Verschiebungen  parallel  der  Mittelflache  enthalten,  wahrend  die  Glei- 
chungen unter  (B.)  die  Verschiebungen  senkrecht  zur  Mittelflache  ergeben, 
wenn  die  enteren  bekannt  sind. 

Die  Gleichung  unter  (B.),  in  der  f  und  17  vorkommt,  vereinfacht  sich, 
wenn  wir  annehmen,  dass  die  Verschiebungen  parallel  der  Mittelflache  nur 
in  einer  gleichförmigen  Ausdehnung  bestehen,  welche  der  ganzen  Platte 
mitgetheilt  ist.  Für  eine  kreisförmige  Scheibe,  wo  wir  die  auf  das  Innere 
wirkenden  Kräfte  A'  und  B'  gleich  0  setzen,  wollen  wir  statt  der  auf  den 
Rand  wirkenden  Kräfte  U',  V  eine  überall  normal  wirkende  Zugkraft,  welche 
auf  die  Flacheneinheit  =  T  sei,  wirken  lassen,  dann  ist 

U'  =  Thcosp,      V'  =  Thsinp. 

9* 
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Es  ist  dann,  wenn  wir  dem  Anfangspunkt  der  a,  b  keine  Verrückung 
parallel  der  Mittelfläche  ertheilen,  die  Lösung  der  Gleichungen  (A.): 

§«,<*,         W/mm  fib,  €=*(1  —  jU)ET 

und  die  erste  Gleichung  von  (B.)  wird  dann : 

12  (1  -  (**)  (cl,  dA"       ÖB"\  (,r) 

E5!        [L  +  ~5a~  +  Sb)' 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  hat  nun  Clebsch  folgende  Probleme 
geltfst:  Kleine  Verschiebungen  einer  kreisförmigen  Platte  in  ihrer  Ebene 
§  74,  senkrecht  gegen  ihre  Ebene  §  75.  Biegung  einer  am  Rande  einge- 
spannten kreisförmigen  Platte  durch  ein  einzelnes  Gewicht  §  76. 


IL  Wellenbewegung,  Akustik, 


zwitohen  den  Qrfeaan  dar  "Wellenbewegung.    (9  224.) 

1.   Die  beschleunigende  Kraft  sei  proportional  der 
Entfernung  von  der  Gleichgewichtslage. 

Die  Kraft,  welche  die  Masse  m  in  der  Entfernung  s  zurücktreibt,  sei 

d9s 
mxs.  Setzen  wir  diese  gleich  —  m  — ,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 

der  gewünschten  Grössen  nach  Division  durch  m  die  Differentialgleichung 

d*s      _ 

dt5"      X8' 
Wir  geben  der  rechten  Seite  das  negative  Zeichen,  weil  die  Richtung, 
nach  der  die  schwingende  Masse  gezogen  wird,  immer  der  Richtung  ent- 
gegengesetzt ist,  nach  welcher  dieselbe  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt 

ist  Durch  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  v«-  und  dt  erhalten  wir 

vdv  =  —  xsds. 
Deren  Integral  ist : 

v2  —  —  xs*  +  c. 

Setzen  wir  zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Constanten  c  die  Ge- 
schwindigkeit v  =  0,  wenn  s  —  r  ist,  so  ergiebt  sich  c^xr1.  Es  ist  also 

?*«oX(r»  — s2) 
oder 

ds 

Vi  V*=* = dt' 

Deren  Integral  ist: 

1  •    s       *   i     / 

~7«  arcsm  —  =  t  +  c'. 

^x  r 

Setzen  wir  s  =  0,  wenn  t  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  c'  =  0.  Wir  er- 
halten also  schliesslich: 

s  =  r  sin  (j/x  t)  und  t-  =  v* rl/ x  cos  ([/ x  t). 

dt 
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Zählen  wir.  die  Zeit  anders,  so  dass  s  =  r  wird,  wenn  t  =*  0  ist,  so  er* 

1 
halten  wir  c'  =  9    /—  7t,  mithin 

s  — rsin(j/xt  -\-  i?r)  =  r  cos  (f/x  t)  und  v=* — r  |/x  sin  (|/x  t). 

d2s 
Die  Integration  unserer  Gleichung  tts  ==s  —  *s  kann  auch  anders  und 

in  grosserer  Uebereinstimmung  mit  dem  Folgenden  vorgenommen  werden. 
Es  genügt  nämlich  derselben  das  particuläre  Integral 

at 

s  =  e   , 
wo  a  bestimmt  wird  durch  Einsetzung  dieses  Ausdrucks  in  die  gegebene 
Gleichung.   Dadurch  erhalten  wir 

a*  +  x  =  0,. mithin  a— +|/xi. 
Aus  diesen  beiden  Particularlösungen  ergiebt  sich 

s  =  Ce'/rti+C'e-'/i'ti 
oder  _ 

s  =  A  cos  (j/x  t)  +  B  sin  (j/x  t). 
Die  Bestimmung  der  Constanten  geschieht  nun  wie  oben.  Wir  setzen  s=r 
und  v=  0,  wenn  t  =  0  ist,  und  finden  dann  A  =  r  und  B  =  0  und  damit 
die  obigen  Gleichungen. 

2.   Schwingungen  im  widerstehenden  Medium. 

1)  Sei  der  Widerstand  des  Mediums,  in  dem  der  Körper  schwingt,  der 
augenblicklichen  Geschwindigkeit  der  sich  bewegenden  Masse  proportional. 

Bezeichnen  wir  die  Verzögerung,  welche  die  Masse  m  bei  der  Ge- 
schwindigkeit 1  erfährt,  mit  2  em,  so  ist  die  Verzögerung,  welche  m  bei 
der  Geschwindigkeit  v  erfährt,  2  emv.  Es  ist  demnach  die  zu  integrirende 

Differentialgleichung : 

d's  . 

dt2 
Ein  particuläres  Integral  derselben  ist 

at 

s  =  e    . 
Die  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  Differentialgleichung  giebt : 

a*  =  —  x — *2ea,  also  a  =  —  e  +  Ve* —  *. 
Mithin  ist  

e       er  -|-C'e       e     f 

oder 

s  —  e~"Ät  [A  cos  (Y%  —  «*t)  +  B  sin  ft/x  —  e'  t)]. 
Zur  Bestimmung  einer  der  willkürlichen  Constanten  rechnen  wir  die 

Zeit  so,  dass  s—0  wird,  wenn  yx  —  e*t  =—  ^-  ist  Diese  Bedingung  giebt 
B-0,  also  ist:        8  =  e-* *  A  cos  (yT=?  t). 
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Bei  der  hierdurch  charakterisirten  Schwingungsbewegung  ist  immer 

s~=0,  wenn  cosj/x1 —  «t— ■  0  oder  }/x* —  «*  t  — ■  (2  n  +  1)  —  ist,  wo 

n  =  0,  1,  2...  ist   Ferner  sind  alle  verschiedenen  Phasen  durchgemacht, 
wenn  t  alle  Werthe  durchlauft,  die  gegeben  sind  durch 

|/T="?t  —  (2n  +  l)^  bisj/^=T*t  —  (2n  +  5)^. 

Es  ist  demnach  die  Schwingungsdauer  T  gegeben  durch  T  j/x  —  «*— -2 /r, 

2/r 

also  T  *»  77====,  selbstverständlich  grösser  als  ohne  Berücksichtigung 

des  Widerstandes. 

Setzen  wirT  in  die  Schwingungsgleichung  ein,  so  erhalten  wir  folgende 
Form  derselben : 


s«Ae 


«t        /2  7t  \ 

COS  ( -jjt  t  1. 


Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  in  1)  gefundenen  s— -r  cos  (j/x  t), 
so  sieht  man,  dass,  während  dort  die  Amplitude  constant  — ■  r  ist,  sich  die- 
selbe hier  mit  der  Zeit  ändert. 

Die  Amplituden  sind  für 

TT  TT 

»-^.  3'4'  5.T,...(ln  +  l)T 

Ae       4,         Ae         4,         Ae         4,....Ae  4. 

Diese  Werthe  bilden  eine  geometrische  Progression  mit  »dem  Expo- 

nenten  e       2  .  Der  absolute  Werth  des  log  dieses  Progressionsexponenten 

T 
*—  log  e  ist  eine  Constante,  die  proportional  der  verzögernden  Kraft  ist. 
it 

Diese  Grösse  nennt  Gauss  (Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magneti- 
schen Vereins  1857,  S.  55)  das  logarithmische  Decremen t  der  Schwin- 
gungen. 

3.   Berücksichtigung  des  Quadrates  der  Verschiebung.*) 

Wenn  die  Schwingungsamplituden  gross  sind,  werden  die  Quadrate 
der  Verschiebungen  noch  einen  merklichen  Einfluss  auf  die  Grösse  der  Be- 
wegungskräfte ausüben,  so  dass  wir  dann  folgende  Differentialgleichung 

erhalten :  d*s  .  , 

dt*: — ^_b8- 

Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  setzen  wir  für  s  eine  Reihe,  geordnet 
nach  Potenzen  einer  kleinen  Grösse  e,  also 

s  — *  est  •+"  e\  +  «'s,  + . . . . 

*)  Helmholtz,  Pogg.  Ann.  99. 
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Zur  Bestimmung  der  Grössen  s4 ,  s9. . .  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Reihe 
für  s  in  die  gegebene  Differentialgleichung  einsetzen,  nach  der  Methode  der 
unbestimmten  Coefficienten  folgende  Gleichungen: 

d*s.  .  x 

d*s 

d9s 

—  -jjjr  *=?**  +  2  bsi*2-  •  •  (c-) 

Nun  ist  nach  1)  s4  s^  r  sin  (]//&  0>  wenn  für  t  «=  0  ist  s,  =  0.  Führt 
man  diesen  Werth  in  (b.)  ein,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 

•    ^  — =  —  a«82  —  br2  sin»(|/^  t). 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,  wie  man  sich  durch  Differenzirung  über- 
zeugen kann : 

s2  =  r  sin  (y  pty  —  4 * —  cos $  K^t), 

^ro  die  Constanten  unter  den  trigonometrischen  Functionen  der  physikali- 
schen Deutung  (§  259)  wegen  entfernt  werden  können. 

Dies  giebt,  wenn  wir  hierbei  stehen  bleiben  (cf.  §  259): 


s 


=  «rsiq(l/^t)  +  «*rrsin(j/^t  +  4—  —  J—  (tre  —  2|/f*t)l 

L  r*  "  J 


dt   (§225.) 
1.     Gleichung  eines  Wellenstrahles. 
Wir  gehen  aus  von  der  Gleichung 

und  legen  durch  den  Anfangspunkt  der  Bewegung  drei  neue  zu  einander 
rechtwinklige  Axen  x',  y',  z',  welche  mit  der  alten  Richtung  von  x,  der 
Normalen  zur  Wellenebene,  Winkel,  deren  cos  respective  m,  n,  p  sind, 
einschlössen.  Sind  nun  x',  y',  z'  die  Coordinaten  des  schwingenden  Theil- 
chens,  so  ist 

x'=*=xm,      y'=*=xn,      z'  =  xp. 
Werden  diese  Gleichungen  bez.  mit  m,  n,  p  multiplicirt,  addirt  und 
berücksichtigt,  dftss  m*  +  n2  +  p1  *==  1  ist,  so  erhält  man : 

x  =  x'm  +  yf  n  +  z'p, 
also 

.    ft      / 1       x'm  +  y'n  +  z'p\ 

Macht  ferner  s  mit  den  neuen  Axen  Winkel,  deren  cos  sind  er,  ß,  y, 
so  kann  man  setzen  statt  der  einen  Schwingung  die  nach  den  drei  neuen 
Axen  stattfindenden: 
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.  /t       x'ra  -f-  y'n  •+-  z'p\ 

u  =  ra  sin  2  TT  [  ^ ,      — -  ), 

...      /t       x'm  +  y'n  +  z'p\ 

v  ~r/?  sin  2  *r  ( y ^  U 

.    ft     /t       x'm  +  y'n  +  z'p\ 
w  =  ry  sin  2  TT  f  ij ^  rJ. 

Bezeichnet  man  mit  0  den  Winkel,  den  die  Schwingungsrichtung  mit 
der  Fortpflanzungsrichtung  macht,  so  ist : 

cos  G  =  am-\- ßn-\-yq. 

Für  .     Schwingungen  ist  dann  cos  ©  =■=    . 

transversale  0 

2.   Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  festen  Körpern. 

In  §  64,  7.,  S.  14  sind  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  eines 
homogenen  elastischen  Mediums  aufgestellt  worden.  In  diesen  Gleichungen 
istX=sY  =  Z  =  0  zu  setzen,  da  von  den  Kräften  von  Aussen  auf  die 
Masse  hier  abgesehen  werden  muss;  denn  es  handelt  sich  um  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  Wellenbewegung  allein  abhängig  vom  Mate- 
rial. Wir  verlegen  den  Coordinatenanfang  in  die  erste  ebene  Welle.  In 
einem  Abstände  D  vom  Coordinatenanfang  ist  dann  die  Gleichung  der  ebe- 
nen Welle  D  =  mx  +  ny-f-pz,  wo  nun  der  Einfachheit  wegen  die  in  1) 
geschriebenen  Accente  wegfallen.    Es  wird  demnach  ein  Molekül  dieser 

zweiten  Welle  — — y      y    Zeiteinheiten  dem  Anfangselemente  in  der 

Schwingung  nach  sein.  Ist  demnach  der  Schwingungszustand  im  Erregungs- 
punkt gegeben  durch  s0=r  sin  2  /r  f-=r ),  so  ist  derselbe  in  der  Entfernung 

/       mx  +  ny-f-pzv 
D  vom  Erregungspunkt  s  =  r  sin  2  n  f c ],  wobei  der 

Kleinheit  der  Schwingungen  wegen  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Amplituden 
sich  nicht  geändert  haben.  Seien  ferner  er,  /?,  y  die  cos  der  Winkel,  welche 
die  Schwingungsrichtung  mit  den  Axen  bildet,  so  ist  nach  den  Bezeichnun- 
gen von  §  64  und  1) :      u  =  as,    v=*/?s,    w«=ys 
und  mithin 

du  2nm        ft     /t • — J      r  \ 

m  cT  y ^ f 

9v  a    2*n        ,      /t_mx+ny+pzv 

öw                 2^p        0     /t_^+ny+Pzx 
Si" yr-^/cos2^^ c J. 


adc*  =  0, 


138  I.  Wellenbewegung,  Akustik. 

und  ebenso  die  anderen  Differentialquotienten,  also  z.  B. 

c^u_     4  7t*m*  d2u_     4yranf  ö^u_     4  teY 

<9x*  —  °'  c2T«    S'       3y*  —  a%  c2T*  S'        öz*  —  a'~cpP  8* 

So  erhält  man  dann : 

und  dem  entsprechend-*—,  -^-. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  allgemeinen  Bewegungsglei- 

4  7T2 

chungen  §  64,  7.  (Af),  S.  14  erhält  man  dann  nach  Division  durch  -^==  und 

c  1 

gehöriger  Reduction : 

söto  [a + 1^  m  (am + ßa + yf\ 
f^[y+r^p(c,n-,-'9n+yp)]-ydc'-0- 

Indem  man  nun  diese  Gleichungen  respective  mit  m,  n,  p  multiplicirt 
und  dann  addirt,  erhält  man : 

(aM  +  o»  +  yp)[(1+E^(7faM)-d..']-o. 

Dieser  Bedingungsgleichung  können  wir,  da  sie  aus  zwei  Factoren  be- 
steht, auf  zweierlei  Art  genügen. 

E(l- fi) 

Führt  man  diesen  für  Verhaltenen  Werth  in  die  Bedingungsgleichungen 
ein,  so  reduciren  sich  dieselben  auf: 

a=m(am-|-/?n+yp),  /$  =  n(am+/?n+yp),  y=p(crm-f-/?n+yp). 
Wenn  nun  diese  Gleichungen  respective  mit  a,  ß,  y  multiplicirt  und 
dann  addirt  werden,  so  ergiebt  sich: 

(am  +  /Sn  +  yp)*=l. 

Da  aber  nach  1)  am  +  ßn  +  yp  =  cos  0  ist,  so  folgt  0  =  0,  d.  h. 
es  fällt  die  Schwingungsrichtung  mit  der  Fortpflanzungsrichtung  zusammen. 
Das  gefundene  c  bezieht  sich  demnach  auf  die  longitudinalen  Schwingungen. 

2)  am-|-/?n  +  yp  =  0.  Nach  der  eben  gemachten  Erörterung  ist 
diese  Bedingung  erfüllt  für  Transversalschwingungen.  Setzt  man  diese  Be- 
dingung in  (*)  ein  und  bezeichnet  die  hierher  gehörige  Fortpflanzungs- 
gesshwindigkeit  mit  c',  so  erhält  man : 

E 


=  c'2. 


2(l+tfd 
Die'  Vergleichung  dieser  Werthe  für  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
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keiten  giebt  -^ 
c 


J(l-tf 


.   Nun  ist  jedenfalls  1  —  /*  >  1  —  2  /u ,  also 


1  —  2ju 

pflanzen  sich  die  longitudinalen  Wellen  schneller  als  die  transversalen  fort. 

c2 
Ist  fi  (§  65)  —  0,3,  so  ist  ps  —  3,5. 

3«    Die  allgemeinen  Gleichungen,  welche  die 

oscillatorischen  Bewegungen  in  festen  Körpern  von 

constanter  Elasticität  bestimmen. 

Werden  die  eben  erhaltenen  Werthe  der  Geschwindigkeiten  in  die  all- 
gemeinen Bewegungsgleichungen  eingeführt,  so  nehmen  dieselben  die  fol- 
gende Form  an : 

/öu        öv\        ~  /öw       8u\" 

\5y  —  31/        \3x~~Si)       fl*u 

~5i         J—  W 


c'S  +  c» 


c*v 

A.  Schwingungen  mit  Dilatationen. 

Für  diese  müssen  die  Factoren  von  c'  verschwinden.    Es  bleibt  daher 

td\    aau     tav    öv     söv    öv 

C3T~3F*    C37™3F-   •CS""W 

Die  Factoren  von  c'  verschwinden,  wenn  wir  setzen 

öv      öw d(//     öw      öu dxp     öu       öv dtp 

~5z       c5y       ~5xy    t5x       c5z       5y"'    5y      5x       cJF' 
wo  xp  eine  Function  ist,  die  ebenso  periodisch  ist,  wie  u,  v,  w. 

Wird  nun  von  den  Gleichungen  (a.)  die  zweite  nach  z,  die  dritte  nach 
y  differenzirt  und  deren  Differenz  gebildet,  so  erhält  man  die  erste  der  fol- 
genden Gleichungen.  Die  beiden  anderen  erhält  man  durch  ähnliche  Rech- 
nungen : 


(a.) 


(b.) 


dag  tat  nach  (b.) : 

dt«     "' 

dt»    "  '           dt» 

«0. 

Dies  ist  nur  möglich,  da  xp  eigentlich  periodisch  ist,  wenn  t//«0  ist. 
Die  nothwendig  zu  erfüllenden  Bedingungen  sind  demnach: 

öv       öw  öw öu  öu       öv 

Sz^cJy"'  5x       5z'  "Sy^TFL' 


140  H.  Wellenbewegung,  Akustik. 

Dadurch  ist  aber  bewiesen,  dass  es  eine  periodische  Function  F  giebt, 

so  dass 

ÖF  _<9F  ÖF 

U  =  -*r~,  V — -5-,  W — "5-7 

ex  dy  dz 

und  es  ist  dann 

dF  =  udx  +  vdy  +  wdx. 

r)2  f)2  r)8 

Weil  V  =  JF,  wo  J  abgekürzt  gesetzt  wird  für  ^-j  +  jr?  -4-  ^-j , 

gehen  die  drei  Gleichungen  (a.)  über  in 

5*F 

-— =  c2^/F 

öt2 

B.  Schwingungen  ohne  Dilatation. 

*N  *}  *} 

Es  ist  hier  V  =  ^--f-^-  +  ^-  =  0zu  setzen,  damit  der  Factor  von  c 
verschwindet.  Dieser  Bedingung  ist  genügt,  wenn  wir  schreiben : 

wo  £,  ij,  £  eben  solche  periodische  Functionen  wie  u,  v,  w  sind. 

Diese  Functionen  £,  17,  £  sollen  nun  in  die  noch  übrig  bleibenden 
Coefficienten  von  c'2  eingesetzt  werden.    Es  ist 

dv       öw du  j. 

8\9  3u^ deJ  . 

5x  cte       dy  '' 

du  8v 3c5  .. 

dj  dx       dz  "' 

wo  statt  3^  +  3^  +3^  abgekürzt  c5  gesetzt  ist. 

Dies  in  die  erste  Bewegungsgleichung  eingeführt  giebt: 


.oder 


"5?  C    \3z~        dj  ) 


dz  öy 

Die  beiden  anderen  Gleichungen  transformiren  sich  dem  entsprechend 
und  geben  dann  zusammen  mit  der  ersten 

Hier  kann  die  Funktion  <p  entfernt  werden ;  denn  die  Werthe  (c),  wo 
die  |,  tj,  £  den  Gleichungen  (d.)  genügen,  geben,  was  auch  <p  sei: 

2^  —  c'^u       —  —  c'*^v        S^^c'^w 
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Man  findet  demnach  die  u,  y,  w  durch  (c),  wenn  man  die  £,  17,  f  be- 
stimmt hat  nach  (<L)  durch  die  Gleichungen  von  der  Form 

tf2F 

Auf  diese  Form  der  Differentialgleichung  kommen  wir  zurück  §  229, 
nur  haben  dort  die  u,  v,  w  andere  Bedeutung. 

4.  Angenäherte  Werthe  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 
1)  Longitudinalschwingungen. 
Wir  gehen  aus  von  der  Gleichung  s  =  r  sin  2  tt  f  7=- r  )• 

Nehmen  wir  drei  Punkte  A,  B,  C  in  einem  gegenseitigen  Abstand  dx 
von  einander  und  lassen  A  sich  verschieben  um  s, ,  B  um  s  und  C  um  s,,  so 
ist  die  Aenderung  von  AB:  s  —  st,  die  von  BC:  s, —  s.  Nach  §  65  ist 
demnach  die  Spannung  im  verschobenen  Punkte  B  von  A  her,  wenn  E  den 

Elasticitätsmodul  (§  64,  6.)  bedeutet     q'*~*V  und  vom  Punkt  G  her 

—Ü-? - ,  wo  q  den  Querschnitt  bezeichnet.    Die  resultirende  Kraft  ist 

dx 

daher— üi-« L — i ü;  di^  jst  aber  nach  der  gewöhnlichen  Be- 

d2s  4  n 

Zeichnung  Eq  -^  dx,  oder  nach  Ausführung  der  Differentiation  — Eq  -^  -2  s  dx, 

da  1  =  cT  ist.    Ist  nun  d  die  Dichtigkeit  des  Materials,  d.  h.  die  Menge  der 

Masse  in  der  Volumeneinheit,  so  enthält  qdx  die  Masse  dqdx.  Mithin  ist  die 

4  tt2 Es 
auf  die  Masseneinheit  wirkende  Kraft    .  9nr9 .  Dies  ist  aber  nach  $  224  xs. 

de  1 

4  TT2 

Da  nun  dort  gefunden  ist  x  =  -™-,  so  ist 

4tt2Es       4  7ra 


s       4?r2        .  1/E 

2=-fä~s'  ako  c==r  T' 


dc2Ts 

2)  Eine  ähnliche  Betrachtung  giebt  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
transversaler  Wellen,  nur  ist  dem  E  ein  constanter  Coefficient  beizufügen, 
der  die  Aenderung  des  E  bezeichnet,  da  die  Verschiebung  gegen  die  Ver- 
bindungsrichtung der  Moleküle  geneigt  ist. 

Die  Aenderungen  von  AB  und  BC  sind  hier 

|/dx2  +  (s  —  st)2  —  dx,       |/dx2  +  (sa  — s)2— dx, 
Bei  kleinen  Werthen  von  s  sind  diese  Grössen  bis  auf  Kleines  der 
zweiten  Ordnung  gleich  s  —  s,  und  st —  s,  also  erhalten  wir  dieselben  Aus- 
drücke wie  bei  den  Longitudinalschwingungen,  mithin  ist 


Vergl.  dazu  §  279,  5, 


-«n 
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3)  Für  die  Torsionsschwingungen  gehen  wir  aus  von  §  68.   Es  ist 
nämlich  mit  den  dort  eingeführten  Bezeichnungen  und  analog  dem  Obigen  i 

zu  setzen  £)  ==  r  sin  2  7r  ( -=- =- J.  Wenn  wir  nun  drei  Punkte  in  dem 

gegenseitigen  Abstand  dx  nehmen,  so  ist  das  Drehungsmoment 

G  i£  dx/r'dq G  i£  D  dx/r'dq. 

Nun  ist  hier  x  die  Beschleunigung,  mit  der  ein  Punkt  in  der  Entfernung  1 
in  die  Gleichgewichtslage  zurückgetrieben  wird,  wenn  die  Verschiebung 
seiner  Punkte  £)  gleich  1  wird.  Wenn  nun  wieder  d  die  Dichtigkeit  des  Mate- 
rials ist,  so  ist  die  in  der  Entfernung  1  zu  setzende  Masse  d. dx/r'dq,  also 
da  unsere  Gleichheit  sich  bezieht  auf  die  Masseneinheit,  muss  obiger  Ausdruck 

damit  dividirt  werden.    Es  ist  mithin  x  =  G    ,m»,,  da  nun  ausserdem 

c2T8d 

x  =  -=-  ist,  so  erhält  man 


1  —  -p,  also  c  =  1/ -=-  oder  nach  §  73,  3.  c  =  1/ ktt-j^ 


2(1 +f0  * 

Die  obige  Entwickelung  giebt  dann  im  Vergleich  mit  §  224  die  allge- 
meinen Differentialgleichungen  für  die  fortschreitenden  Wellen 

m3P  =  aEqdxö?  oder  abgekürzt  ^—^gL, 

wo  nun  der  Werth  p  für  Transversalschwingungen  ein  anderer  ist  als  für 
Longitudinalschwingungen.  Zu  deren  Integration  werden  wir  in  späteren 
§§  kommen. 
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Verallgemeinerung  der  aufgestellten  Formeln. 
Wir  gehen  aus  von  zwei  Schwingungen,  die  gegeben  sind  durch 

s  =  r  sin  2*r  hjr  —  -yj»     si  =  ri  sin  2^(t ~\ 

deren  Interferenzschwingung  ist 

S  —  J/r2  +  ^  +  rr1cos^27r^sin27r(~-^^), 

wo  ist 

•    o     a 
n  r,  sin  2  7z-r 

tang  2  n  -j  = . 


r  -|-  Tj  cos  2  7t  y 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  man  dieselben  Formeln  erhält,  wenn 
man  statt  des  Schwingungsausschlages  die  Geschwindigkeit  des  vibrirenden 
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Moleküles  einführt,  wie  schon  aus  der  Gleichung  $  224,  1.  hervorgeht; 
denn  wenn  ist 


s 


r  sin  2 zr  hjj  —  yj, 


so  erhält  man     • 

ös        2*r        0      /t        x\  .    .      /t        x        1\ 

VÄ5t-rT-C0827riT-Tj ttwn2^(T-T-TJ 

oder  wenn  t  anders  angefangen  wird 

v  —  usin2*rhjr  —  j\ 
Ist  in  den  obigen  Formeln  a  —  }  1,  so  igt 

8  — )/?q^"rä>«(l-i=5)f    tang2*r"~£. 

Wenn  nun  umgekehrt  eine  Wellenbewegung  gegeben  ist  durch 

so  können  wir  diese  hervorgebracht  denken  durch  zwei  Schwingungen, 
deren  Gleichungen  sind 

u  =  vsin  2  n  (j— j)' 

u,  —  v,  sin  2*Qr  —  j  —  -j  —  —  v,  cos  2*  (^  ~  j\ 
die  also  den  Phasenunterschied  i  1  haben.   Es  muss  dann  sein 


D 


v*  +  v?«  V»,      tang2*T  —  -1 


oder 


V  sin  2  n  -r , 


V  A         D 

V  =  V  COS  2  7Ty. 


Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  die  resultirende  Schwingung  von 
mehreren  parallelen ,  ähnlichen  und  nach  derselben  Richtung  polarisirten 
Weilensystemen  zu  finden.*) 

Es  seien  die  Oscillationsgeschwindigkeiten  von  n  +  1  einzelnen 
Schwingungen  durch  folgende  Gleichungen  gegeben : 

U,  =  V,  sin    2  n  ( y r r)    =  ahgekürzt  V,  sin  (er  —  yt), 


U.—V.sin 
ü3— V3sin 


»-(t-t-?) 

>-(t-t-*); 


V,  sin  (a  —  y,), 
V8  sin  (a  —  y,), 


Vi^Vn+i sin    2 7t(y  —  y  —  ^-M  —abgekürzt Vn+lsin(a— yn+i), 


*)  Schwerd,  die  Beugungserscheinungen.    Mannheim  1835. 


144  IL  Wellenbewegung,  Akustik. 

Nach  der  Bemerkung  im  Anfang  dieser  Nummer  können  wir  jede 
dieser  Schwingungen  in  zwei  zerlegen ,  deren  Phasenunterschied  \  1  ist. 
Wir  erhalten  darnach 

Ut  —  vf  sin  2  n  [■=  —  j J  +  V  sin  2  n  fy  —  j  —  - J 

oder  abgekürzt 

Ut  =  vt  sin  a  -f-  v,'  sin  (a  —  i  tt), 

und  dem  entsprechend 

U2  =  v2  sin  a  +  v2'  sin  (a  —  i  n\ 

U3  «  v3  sin  a  +  v3'  sin  (er  —  i  ri), 

Un+i  =  vn+i  sin  a  +  vn+i  sin  (a  —  4  *r) 

wo  ist 

vr  »3  Vr  cos  2  7r-p  =  Vr  cos  yr, 

v'r  =  Vr  cos  2  n  ~  =  Vr  sin  yr . 

Daraus  können  wir  dann  ableiten ,  wenn  wir  mit  2  kurz  bezeichnen 
die  Summe  der  einzelnen  darin  stehenden  Grössen,  die  sich  ergeben,  wenn 
statt  r  nach  einander  alle  Indices  von  1  bis  n  +  1  gesetzt  werden : 

2Vr  =  2vT  sin  a  +  2\fr  sin  (a-f-irc). 
Dies  ist  aber  nach  §  226 : 

2Ur  ~*  j/(2vr)2+(2vf)2  sin  (a — i),  wo  tg  i  ***»  ^-r  ist. 

Diese  allgemeinen  Resultate  sollen  im  Folgenden  auf  specielle  Fälle 
angewendet  werden. 

A.  Ist  V,  =  V2  =  V3  = . . .  Vn+1  =i  V,  dann  ist 

2vr  =  V;2cosyr,       2y'r  =  Y2sinyr,       tgi  — ^      *  und 

___^  2co&yr 

2Vt  —  V  \/(2co*yr)*+(2sinyr)i  sin  (a  —  i). 

B.  Sind  neben  der  Annahme  unter  A.  die  gleichzeitigen  Phasen  der 
componirenden  Systeme  einander  gleich,  d.  h.  yt ««  y,  =  y3 . . .  yn+1  =  y, 
so  ist  2Ur  =  2\r  sin  (er  —  y). 

C.  Ist  Vt  =  V2  =  V3 . . .  =  Vn^JTi  =  V  und  bilden  ihre  gleichzeitigen 
Phasen  eine  arithmetische  Progression,  so  dass  y,  =  y,  y2  =  y  +  €» 
y3  =  y  -f-  2  e , . . . .  yn+i  =  y  +  n  e,  so  handelt  es  sich  nach  A.  um  die  Be- 
stimmung der  Summen  2  cos  yx  und  2  sin  yr. 

Nach  den  Formeln 

cos  x  +  cos  (x  4-  y)  +  cos  (x  +  2y)  +  •  •  •  +  cos  (x  +  ny) 

sin(n  +  l)iy         /     ,    n   \ 
=  —   -i  cos    x+  -s-y  , 

sin  iy  \         2'/ 

sin  x  +  sin  (x  +  y)  +  sin  (x  +  2y)  + . . .  +  sin  (x  +  ny)       © 

sin(n  +  l)iy         /     ,    n    \ 
—  —   .    1  cos    x+  —  y 

sin  iy  V         2  V 
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ist  nun  _  sin  (n  + 1)  1  e         /     ,    n   \ 

Sco*» «ni,     «»(?+-,-«;, 

_  .  sio  (n  -f- 1)  )  e    .     /     .    n   \       ... . 

-8ID  * sinU        Mn  (y+Ie)'  m,UBn 

/v         \«  ■  /^  •      «     »n*(n+t)4«       2<iayT      t      /    ,    n  \ 


n 


also  i=«y-f.— ■  e. 

Die  Einfahrung  dieser  Wertbe  giebt 

_f T        v  sin  (n  +  1)  1 «    .    f        /     ,    n   Y] 

2Vr  -  V— rinTT—  Wn  La  ~  V  +  2  VS 
Dafür  kann  gesetzt  werden 

V  V 

D.  Sei  ausserdem,  dass  die  y  eine  arithmetische  Progression  bilden, 
Vr  gegeben  durch  folgende  Form: 

Vr— s  V  sin  ar, 
wo  die  ar  eine  arithmetische  Progression  bilden,  also 

a,=a,      at=^a  +  d,      a,=-a  +  2d,. . .  aB+i  — a  +  md. 
Dann  erhalt  man 

2\r  =«  V  2  sin  ar  cos  yT,      2\'r  —  V  2  sin  ar  sin  yr. 
Nun  ist  allgemein 

sin  x  cos  y  =      J  sin  (y  +  x)  —  1  sin  (y  —  x), 
sin  x  sin  y  =  —  1  cos  (y  -f-  x)  + 1  cos  (y  —  x), 
folglich      Sv^iVl      2sin(yr  +  ar)  —  2sin(yr  —  ar)}, 
^[=»1V {—  2 sin  (yr  +  ar)  +  2  cos(yr  —  ar)}. 
Da  nun  aber,  weil  a,  und  yf  arithmetische  Progressionen  bilden,  auch 
yr  +  ar  und  yT  —  ar  arithmetische  Progressionen  bilden,  deren  Differenzen 
€  +  d  und  e  —  d  sind,  so  ist  nach  dem  oben  citirten  Satz  (0) : 
_,  .  XT  f  sin  (m  +  1)  1  (e  +  d)   .    f     ,       ,    m  .     ,    hl 

»in  (m  +  1)  He  —  t)  ■    [  ,  ■  ,         ^11 

v^       117  f      sin(m+l)i(«4-<*)        f     .       .    m  .  "1 

^-1V1 änic+o     c°8[r+a+-2-(«  +  *>J 

.   sin  (m  +  1)  i  (ß  —  <J)        f  m  Jl  I 


gwr+wr-oTrfa+gj.V-* 


8in'(m+ !)*(«  —  <*) 

+         8104(6  —  <J) 

_28in(m  +  iH(e  +  d)8iD(m  +  l)l(e-3)co   2  1     A, 

sin  i  (e  +  ö)  sin  i  (e  —  d)  J 

tgi=f£,        2VT  =  A  sin  (« - i). 
^  vr 


Klein,  Theorie  der  Elasticitftt  etc.  10 
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Interferenz  von  Wellen  verschiedener  Sehwingungsrichtung.   (§  228.) 

Wird  ein  Punkt  gleichzeitig  durch  zwei  zu  einander  irgendwie  ge- 
neigte Schwingungen  erregt,  die  ausgedrückt  sind  durch  die  Gleichungen 

x  =  rsin  (27*^)'     .     y^rjSin^Tr — jf—)' 

so  erhält  man  die  Schwingungscurve  durch  Elimination  von  t.  Diese  Eli- 
mination lässt  sich  ausführen,  wenn  die  Schwingungszeiten  einander  gleich 
oder  ganze  Vielfache  von  einander  sind. 

1)  T  =  T/.  Die  Grösse  n,  welche  den  Phasenunterschied  bestimmt 
ist  nach  §  225  die  Anzahl  der  Wellenlängen,  um  welche  die  eine  Schwin- 
gung Ton  der  anderen  verschieden  ist. 

Die  Ent Wickelung  des  sin  giebt: 

y  =  rj  Sin  (Zrtif  )  cos  2  n7C+Ticos(2n-^j  sin  2n*r. 


Nun  ist 
sin 


also 


oder 


in\27ti)  =  J'         COS  (2  TT  ~j  =  |/ 1  —  p, 


r  r     / 

y  —  —  xcos2n/r  +  -L  J/r2 —  x2  sin  2n/r? 

r  r2 

y*  —  2  —  cos  2  n7t .  xy  -f-  -5 x2  =  r2  sin22 117z. 


Dies  ist  im  Allgemeinen  die  Gleichung  einer  Ellipse.    Die  Lage  der 

Hauptaxen  gegen  die  componirenden  Schwingungsrichtungen,  wenn  diese 

senkrecht  zu  einander  sind,  ist  bestimmt  durch 

2  rr  r 

tg2x  =  -ä b  cos  ö7r  =  tg  2q  cos  n/r,    wenn    tg^  =  ~ist 

1       ii  r 

Ist  n  =  0,  1,  2  . . .,  so  wird  die  Gleichung 

I»-*£try  +  j|i«-(y--!ix)-0. 

Die  Ellipse  geht  über  in  eine  Gerade. 

Ist  n  ein  ungerades  Vielfaches  Ton  4,  so  ist 

Jf+a^xy  +  jli«— (y+JiV—O, 

also  wieder  eine  Gerade. 

Ist  n  =  i  (2  m  +  1),  m  =  0,  1,  2 . . . ,  so  wird  die  Gleichung 

y2        x2 

r*+  r2        *' 
d.  i.  eine  Ellipse. 

Die  Schwingungsrichtungen  bestimmen  ganz  allgemein  ein  Paar  con- 
jugirte  Durchmesser  der  Ellipse. 
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Wenn  im  Besonderen  dann  die  beiden  Amplituden  r,  und  r  einander 
gleich  und  die  Bewegungsrichtungen  zu  einander  senkrecht  sind,  so  geht 
die  Ellipse  in  einen  Kreis  über. 

Die  hier  gefundenen  Resultate  erläutern  die  Figuren  144  a,  a. 

2)  Ist  T  —  2  T',  also,  wenn  wir  statt  T'  schreiben  T : 

•    (*       l  \  •    *     t  +  nT 

x  —  rsin  (2^2^)»    y  — rf  sin  2/r— ^ — , 

oder 

y  =  r,  sin  (27^7«)  cos  2n7r  +  r,  cos  [2^7«]  sin  2n/r. 
Bedenkt  man,  dass 

(2^1)  =  2sin(4)cos^A)-2l|/l-X^ 

cos  (2  n  ±)  =  1  —  2  sinYir  ^  —  1  -  2  £ 
ist,  so  erhält  man 

y  —  2  Ijf  x  l/l  —  p  cos  2  ün:  +  r,  (l  —  2  ^ J  sin  2  n*r. 
Ist  speciell 


sin 


so  ist 


l+4m       ,        3  +  4m 

n  =  — 4 oder       -— 

4  4 

J-±r,(l-»p). 


Diese  Gleichung  repräsentirt  Parabeln,  die  sich  nur  durch  die  Lage 
unterscheiden. 

Die  verschiedenen  Werthe  von  n  geben  die  Curven,  wie  sie  gezeichnet 
sind  in  Fig.  144  d,  wenn  die  componirenden  Schwingungen  senkrecht  zu 
einander  sind. 

Die  interferirenden  Schwingungen  können  auch  Transversal-  und 
Longitudinalschwingungen  sein ,  dann  aber  geht  die  Ebene  der  Schwin- 
gungsbahn durch  die  Richtung  des  Strahles.  Solche  Schwingungen  treffen 
wir  bei  den  Wasserwellen. 

Aus  den  obigen  Rechnungen  lässt  sich  eine  Methode  ableiten,  wie  jede 
elliptische  Schwingung  zerlegt  werden  kann  in  zwei  geradlinig  polarisirte 
Schwingungen,  deren  Schwingungsebenen  senkrecht  zu  einander  sind. 
(§  384.) 

Bemerkung.  Eine  genaue  Fassung  des  Satzes  über  Superposition 
kleiner  Schwingungen  findet  sich  §  229,  11. 


10* 
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Ausbreitung  der  Wellen.   (§  229.) 

1.   Wellenfläche. 

Nach  §  225,  2.  ist  für  feste  Körper 

tf-.       E(*-*>       ,,        ,. « 


d(l  +  ju)(l— 2ji)'  d2(l+/i)' 

In  diesen  Ausdrücken  für  die  Geschwindigkeiten  kommt  nur  E,  d  und 
fi  vor,  also  nur  Grössen,  welche  von  der  Beschaffenheit  des  Materials  ab- 
hängen, aber  nicht  Ton  der  Schwingungsamplitude  und  der  Schwingungs- 
zeit. Da  aber  beide  Werthe  stets  von  einander  verschieden  sind,  so  muss 
jede  Verschiebung  im  Schwingungscentrum  sich  in  zwei  verschiedene  sich 
fortpflanzende  Bewegungen  trennen.  Die  Longitudinalschwingungen  gehen 
schneller,  ein  Punkt,  der  vom  Schwipgungscentrum  um  R  entfernt  ist,  wird 

R  R 

von  diesen  in  — ,  von  den  Transversalschwingungen  aber  in  ~j  Zeitein- 

c  c 

heiten  erreicht. 

Das  Verhältniss  der  beiden  Geschwindigkeiten  ist  -,  =3|/  -r — s^-« 

Dieselben  Folgerungen  können  gezogen  werden  aus  §  225,  4. 

Sind  die  Grössen  E,  ji,  d  nicht  nach  allen  Richtungen  hin  dieselben, 
so  sind  die  betreffenden  R  für  dieselben  Zeiten  nicht  einander  gleich,  also 
ist  dann  die  Wellenfläche  nicht  eine  Kugel 

In  Bezug  auf  Wellenflächen  in  anisotropen  Mitteln  verweisen  wir  auf 
§  373,  5.  und  §  374,  4.,  6.,  7. 

2«  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  einer  Flüssigkeit. 

Wir  setzen  voraus,  dass  eine  Flüssigkeit  eine  continuirliche  Vereini- 
gung materieller  Punkte  ist  von  der  Art,  dass,  wenn  an  irgend  einer  Stelle 
nach  irgend  einer  Richtung  hin  die  Verbindung  mit  dem  System  aufgehoben 
wird,  die  Kraft,  welche  den  Einfluss  des  Zusammenhangs  darstellt  (der  Druck), 
von  der  Richtung  unabhängig  ist. 

Es  ist  nun  die  nächste  Aufgabe,  die  Bewegungsgleichungen  eines 
kleinen  rechtwinkligen  Flüssigkeitsparallelepipedums  aufzustellen.  Die  Auf- 
lösung kann  auf  zwei  verschiedene  Arten  unternommen  werden.  Erstens 
indem  man  jedes  Theilchen  der  Flüssigkeit  im  Laufe  der  Zeit  verfolgt  oder 
zweitens,  indem  man  im  Gegentheil  die  Bewegung  untersucht,  die  an  irgend 
einem  Punkte  der  Zeit  nach  vor  sich  geht.  Diese  beiden  Behandlungsweisen 
würden  sich  in  Buchstaben  wie  folgt  ausdrücken  lassen,  wenn  man  Alles 
auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezieht.  Die  erste  Auffassung  verlangt  x,  y,  z, 
die  Coordinaten  eines  Punktes  und  damit  die  Bahn,' welche  das  Theilchen 
beschreibt,  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit,  den  Druck  p,  der  auf 
ihn  ringsherum  wirkt,  und  seine  specifische  Masse  zu  finden  als  Functionen 
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der  Zeit  t,  wenn  die  Anfangslage  und  der  anfängliche  Geschwindigkeit«- 
zustand  des  Systems  bekannt  sind.  Nach  der  zweiten  Auflassung  hatte  man 
für  die  drei  Komponenten  der  Geschwindigkeit  u,  v,  w,  die  speeifische 
Masse  q  und  den  Druck  p  fünf  Differentialgleichungen  aufzustellen  zwischen 
den  vier  Variabein  x,  y,  z,  t  und  durch  deren  Integration  jene  fünf  Grössen 
als  Functionen  dieser  vier  Variabein  darzustellen.  Man  würde  dann  von  der 
Lösung  der  zweiten  Art  auf  die  der  ersten  kommen,  wenn  man  aus  den  er- 
haltenen Gleichungen  u,  v,  w,  p  und  q  eliminirte  und  also  die  Grössen  x,  y,  z 
als  Functionen  von  t  fände. 

Es  soDen  nun  zunächst  die  Gleichungen  nach  der  zweiten  Auffassungs- 
weise, die  sogenannten  Euler'schen  Gleichungen,  gesucht  werden. 

Den  Systempunkt  x,  y,  z  denken  wir  uns  als  ein  verschwindend  kleines 
Parallelepipedum,  dessen  Kanten  dx,  dy,  dz  sind,  welches  wahrend  des  Zeit- 
elementes dt  sich  um  die  Strecken  dx,  dy,  dz  parallel  den  Axen  fortbewegt 

Um  nun  das  D'Alembert'sche  Princip  anwenden  zu  können,  suchen 

wir  zunächst  die  Beschleunigungen  -=- ,  -r- ,  -r- . 

Da  u,  v,  w  unserer  Annahme  gemäss  Functionen  von  x,  y,  z,  t  sind, 
so  ist:  du      du      du  dx      du  dy      du  dz 

dt  —  «3t  +5x  dt  +5y  dt  +  dz   dt 
flu  ,  du      ,   du      ,    du 

und  diesem  analog 

dv        8v    ,    dv       ,    dv       ,    dv 

dw       dw  .  dw      ,    dw       ,    dw 

Die  beschleunigenden  Kräfte  erhalten  wir  dann ,  wenn  wir  diese  Aus- 
drücke mit  der  Masse  dm  —  q  dx  dy  dz  multipliciren. 

Diese  Kräfte  sind  gleichzusetzen  den  bewegenden  Kräften,  welche  auf 
das  mit  Flüssigkeit  erfüllte  unendlich  kleine  Parallelepipedum  einwirken* 
Die  äusseren  accelerirenden  Kräfte  bezeichnen  wir  mit  X,  Y,  Z.  Es  sind 
noch  die  Druckkräfte  von  der  benachbarten  Flüssigkeit  zu  betrachten.  Der 
Druck  auf  die  Flächeneinheit  ist  bezeichnet  mit  p,  es  erfahrt  mithin  die 
Fläche  dydz  in  der  Richtung  der  xAxe  den  Druck  p  dydz.  Den  Druck  auf 
die  der  dydz  entgegengesetzten  Fläche  erhalten  wir,  da  p  eine  Function 
von  x,  y,  z  ist,  wenn  wir  x  übergehen  lassen  in  x  +  dx,  es  ist  mithin  der 
Druck  auf  diese  Fläche,  da  er  dem  vorigen  entgegengesetzt  ist, 

—  fp+^dxjdydz. 

Es  bleibt  mithin  als  gesammte  Druckkraft,  welche  in  der  Richtung  der  x  das 
Parallelepipedum  zu  bewegen  strebt: 

—  ^-dxdydz. 
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Analog  erhalten  wir  für  die  Pressungen  parallel  der  y-  und  z  Axe 

—  J-dxdydz,  —  ~— dxdydz. 

Die  Gleichungen  des  D'Alembert'schen  Principes  sind  demnach 

v       5P  du        A 

V  5P  dV  A 

*Y-^-*df  =  0' 

rj      5p  dw 

^z-^-^dT  =  0' 

oder,  wenn  die  obigen  Werthe  von  t,  r»  t  eingesetzt  werden, 

dt    dt     dt 

v       1  3p       3u    ,       du    ,       3u    ,       3u 

v        1  3p        3v  3v  3v  3t 

Z       <>  3z       ^t+Uöx+V^+Wöz'  w 

Zu  diesen  Gleichungen  kommt  zunächst  eine,  welche  die  Dichtigkeits- 
änderung q  betrifft.  Dazu  muss  untersucht  werden,  was  während  des  Zeit- 
elementes dt  in  das  Parallelepipedum  von  der  einen  Seite  her  einfliesst  und 
was  auf  der  anderen  Seite  wieder  hinausgeht. 

Durch  die  Seitenfläche  dydz  tritt  parallel  der  xAxe  mit  der  Geschwin- 
digkeit u  die  Masse  dydzpudt  ein,  weil  während  dt  zusammenhängende 
Masse  um  die  Strecke  dx  =  udt  fortrückt.  Die  austretende  Masse  erhält 
man  aus  diesem  Ausdrucke,  wenn  man  x  um  dx  zunehmen  lässt,  denn  die 
austretende  Masse  kann  auch  als  diejenige  betrachtet  werden,  welche  in 
das  benachbarte  Element  eintritt.     Die  austretende  Masse  ist  demnach 

dydzf  up  -\ — jr^)  dt.   Die  Differenz  zwischen  diesen  beiden  Grössen  mit 

dx  multiplicirt  giebt  demnach  die  in  dt  entstandene  Aenderung  der  Dichtig- 
keit in  Folge  des  Ein-  und  Abflusses  nach  der  xAxe.    Dies  giebt 

_^£)dxdydzdt. 

Die  analogen  Ausdrücke  nach  der  y-  und  zAxe  sind 

_  £C«Ä)  dxdydzdt,  -  ^  dxdy  dzdt. 

Die  Summe  dieser  Grössen  ist  $e  Aenderung  des  ganzen  Volumens,  also 

durch  dx  dy  dz  dividirt  die  Aenderung  der  Dichtigkeit  in  der  Zeit  dt,  d.  i.  J?  dt. 

Es  ist  mithin  nach  Division  mit  dt : 


8q       3(ug)   ,   8(ug)   ,   3(ug)      A 
flt+    3x    "i""^T"h"^~  — ü# 


(40 


^_A_ 
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Diese  Gleichung  wird  die  Gleichung  der  Continuität  genannt. 

Diese  vier  Gleichungen  gelten  zugleich  für  compressible  und  für  in- 
compressible  Flüssigkeiten.  Zu  denselben  kommt  endlich  noch  eine  fünfte, 
welche  den  Zusammenhang  zwischen  Druck  und  Dichtigkeit  bei  compressi- 
beln  Flüssigkeiten  angiebt.  Die  Auffindung  dieser  Gleichung  ist  eine  Auf- 
gabe des  Experimentes,  sie  sei  dargestellt  durch 

P  —  0(Q).  (5.) 

Bei  incompressibeln  Flüssigkeiten  ist 

g  —  Const.  (5*) 

Für  incompressible  Flüssigkeiten  lässt  sich  (5*)  und  (4.)  verbinden. 
Nach  (5*)  ist  das  totale  Differential  von  g  gleich  0,  d.  h. 

Wenn  aber  in  (4.)  die  angedeuteten  Differentiationen  ausgeführt  wer* 
den,  erhalt  man 

dg    t       dg    ,       dg    t       dg  (du       öv       5w\ 

Es  ist  mithin 

du       ds       öw 

5i  +  57  +  ä7" 

Da  die  Gleichungen,  welche  aus  der  ersten  Auffassungsweise,  wie  es 
zuerst  von  Lagrange  in  seiner  analytischen  Mechanik  gemacht  ist,  hervor- 
gehen, im  Weiteren  nicht  verwendet  werden ,  möge  deren  Andeutung  hier 
genügen.   Wir  haben  nach  §  64,  1.  in  den  dort  aufgestellten  Gleichungen 

d*x  d*y  d*z 

zu  setzen  statt  X,  Y,  Z  die  Grössen  X  —  -n=-,  Y  —  -r-j,  Z  —  -r-y. 

dt1  dt*  dt1 

Da  ferner  nach  der  Eigenschaft  der  Flüssigkeiten  der  Druck  immer 

normal  ist,  so  verschwinden  die  mit  T  bezeichneten  Kräfte  und  es  wird 

Nt  =  N2  =  N3  =  p.   Die  drei  ersten  Bedingungsgleichungen  werden  also 

g  Ä+A—  ^T*' 


i  dp         dh 

7"5T  +  Z"W 

Dazu  kommt  dann  noch  eine  Gleichung  p  «-» 0  {g)  und  die  Continuitäts- 
bedingung,  welche  ausspricht,  dass  bei  der  Bewegung  des  Massenelementes 
dieses  unverändert  bleibt.  • 


3.  Vereinfachung  der  obigen  Gleichungen. 

Wir  sehen  zunächst  ab  von  den  Kräften,  die  von  Aussen  wirken, 
wozu  namentlich  die  Schwere  der  Masse  zu  rechnen  sein  wird,  setzen  also 
X=Y  — Z  —  0. 


Q 

Öx~ 

öt' 

1 

dp 

tfv 

Q 

dy  — 

~"cT' 

1 

5p 

8w 

Q 

3z  "" 

df 

152  H.  Wellenbewegung,  Akustik. 

Die  ganze  Masse  ist  im  Ruhestand  homogen.  Das  Gleichgewicht  soll 
nur  wenig  gestört  werden ,  so  dass  wir  u,  v,  w  als  unendlich  klein  ansehen 

können.    Demnach  sind  die  Produkte  von  der  Form  u  tt  als  unendlich 

ox 

klein  zweiter  Ordnung  gegen  die  der  ersten  Ordnung  zu  vernachlässigen. 

Es  reduciren  sich  in  Folge  dessen  die  Gleichungen  (1.),  (2.),  (3.)  der  vorigen 

Nummer  auf :  1   dp  du 

—  (1.) 

(2.) 

(3.) 

Sei  ferner  die  Dichtigkeit  im  Gleichgewichtszustand  constant  und  durch 
c  bezeichnet,  wahrend  q  die  veränderliche  Dichtigkeit  bedeutet.  Wir  können 
dann  setzen:  q  =  c  (1  +  <*), 

wo  a  ein  kleiner  Bruch  ist,  der,  je  nachdem  er  positiv  oder  negativ  ist, 
Condensation  oder  Dilatation  angiebt. 

Da  nun  nach  (5.)  ist 

P  —  ®(q), 

so  haben  wir 

1    8p       1    d0(g)  do  c        M  .     ,       .  da 

Q    &t        Q        OQ      dx       c  (1  +  a)  '  dx 

Weil  a  sehr  klein  ist,  so  ist     ..    ■ — -  =  1  und  (D* (c +ca)  =  (^(c), 

c  (1  +  o) 

also  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  mit  a: 

1    dp d0{c)  da 

Q      OX  OC        CX 

Da  (D'(c)  >  0  ist,  weil  der  Druck  mit  der  Dichtigkeit  wächst,  können 
wir  dafür  abgekürzt  schreiben  as,  und  erhalten  also 

1    dp t  da 

Q      OX  ÖX 

Dadurch  geben  die  Gleichungen  (1.),  (2.),  (3.)  über  in 

a3x~ "37'  (1) 

da  _       dv  w 

a  3y" "oP  {2) 

'TS  —  *-  "*> 

Die  Gleichung  (4.)  der  vorigen  Nummer  vereinfacht  sich  auch,  denn  es  ist 

Bq  da 

~dT~C3t' 


dug duc  duca du  dug 

~5x         ISx  dx  c5x  dx 

du  ,    dua  «-uii-  du  . 

=  c  -^-,  da  -tj—  unendhch  klem  gegen  y  ist. 
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Ebenso  ist 

d\iQ  du        duQ du 

"öy  c5y '        dz  dz  * 

Dies  in  die  citirte  Gleichung  eingesetzt  giebt 

da       du      d\       0w 

^t  +  öx  +  ^  +  ^  =  0-  (4) 

Diese  nun  gefundenen  Gleichungen  (1*),  (2*),  (3*),  (4*)  können  so 
combinirt  werden,  dass  sie  nur  eine  Variable  enthalten.  Durch  Differentia- 
tion der  Gleichungen  (1*),  (2*),  (3*)  und  (4*)  respective  nach  x,  y,  z,  t  er- 
halten wir 


td'o 

ö*u 

tB*a 

ö*v 

tO*ff 

3*w 

1*                                         1 L„ 

a   dx» 

cTÖx' 

a  Bf" 

c       ctdy' 

a  3? 

~~      &&' 

Ö'ff 

d*a 

B*s 

a*w 

w~~ 

BtBx 

BiBj 

ataz* 

Substituiren 

wir  die  ersteren  Werthe  in  die  letzte 

Gleichung,  so  er- 

halten  wir: 

B*a 

3t* " 

a  \B* 

a*ff 

a*ff\ 

Bt*)' 

Zur  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  ist  ferner  gegeben  der  Anfangs- 
zustand des  Mediums,  also  für  t  =-»  0  die  Geschwindigkeiten  u^,  v0,  w0  für 
jeden  Punkt  und  die  anfängliche  Dichtigkeitsftnderung  a0—f(i,y,z),  ferner 

W,.,        ^     3f      BT     *{x'y'1}' 


4.    Oscillatorische  Bewegung  einer  unendlichen, 

elastischen  Flüssigkeit. 

Die  Gleichungen  dieser  Bewegung  sind  in  3.  gegeben.  Aus 

d*o        %(d*o   .   d*o   .   d*o\ 

ist  o  bestimmt,  da  für  t  =  0  gegeben  ist  a0  =  f  (x,y,z).  Sobald  aber  o  ge- 
geben ist,  so  findet  man  u,  v,  w  durch  einfache  Quadratur,  denn  es  ist 

u-u0 */™dt,  v_y, .»Ädt,  w-w0 a«/gdt 

0  u        J  0 

Es  handelt  sich  also  um  die  Integration  der  obigen  Differentialgleichung, 
die  im  Folgenden  gegeben  werden  soll  nach  der  Darstellung  von  Riemann 
(Partielle  Differentialgleichungen  von  Riemann.  Herausgegeben  von  Hatten- 
dorff.  S.  283)  oder  Schell  (Theoretische  Mechanik  S.  948). 

Wegen  der  voraussichtlich  periodischen  Beschaffenheit  der  Bewegung 
ist  eine  Particularlösung: 

a  .  e(**  +  A*7  +  "■  ±  a?t)  i 

*=  cos  (Ax  -(-  ^y  +  vz  +  a$t)+  i  sin  (Ax  +  py  +  vz  +  agt), 
wo  ^a  =  }}  +  ^  +  v»  ist. 
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Es  genügen  dann  aber  auch  die  Ausdrücke 

cos  (Ax  +  juy  +  vz  +  a^t)  und  sin  (Ax  -+-  py  -+-  vz  +  apt), 
cos  (ix  +  /uy  +  vz  +  agt)  +  sm  (^x  +  W  +  ^z  +  apt), 
cos  (ix  +  /uy  +  vz) cos  a0*  Ußd  cos  (Äx  +  MT  +  vz)  sin  apt. 

Von  diesen  letzteren  Formen  wollen  wir  ausgehen.  Wir  zerlegen  o 
in  (j  =  aA  +  a",  so  dass  für  den  Anfangszustand  also  1  =  0  ist: 

a0'  =  f(x,y,z>,    (^j^=0undao''=0,    (^-J^  —  F(x,y,z). 

Diesen  beiden  Bedingungen  entsprechen  die  letzteren  Particular- 
lösungen,  denn  die  Werthe  der  ersten  und  des  Differentialquotienten  der 
zweiten  verschwinden  nicht  für  t  =  0,  während  wirklich  der  Differential- 
quotient der  ersten  und  der  Werth  der  zweiten  für  t  =  0  verschwinden. 
Um  dieselben  aber  noch  zu  verallgemeinern,  schreiben  wir  x  —  er,  y  —  ß, 
z  —  y  an  die  Stelle  von  x,  y,  z,  wodurch  sie  nicht  aufhören  zu  genügen, 
sodann  multipliciren  wir  sie  mit  einer  willkürlichen  Function  cp(a,ß,y) 
und  nehmen  das  sechsfache  Integral  zwischen  —  oo  und  +  <x>  in  Bezug 
auf  A,  fi,  v,  er,  ß,  y.  Da  die  Differentiationen  nach  x,  y,  z,  t  unter  dem  Inte- 
gralzeichen ausgeführt  werden  dürfen,  so  haben  wir  immer  noch  eine  Parti- 
cularlösung.   Es  ist  also 

+OC 

a'==/cos  {l  (x — a)  -hu  (y — ß)+ v  (z — y)}  cos  a^t.y  (a,  ß,  y)  da  dß  dy  dl  d  ft  dv. 

Dieses  o'  genügt  der  Bedingung  ( -gr )  =  0.  Da  nun  aber  für  t=0 
&  =  f  (x,  y,  z)  ist,  so  muss  sein. 

+0O 

J  cos{i(x  —  a)+ju(y  — ß)  +  v(z— y)\  <p(a,ß,y)  da...  dv  =  f  (x,y,z). 

—  oo 

1 
Ganz  analog  erhalten  wir,  wenn  wir  noch  den  Factor  —  hinzufügen: 

+0O 

(6)  /»  sin  ant 

a"=  j cos  {jl(x— o)  +  My— 0)+*(i— y)}-jj-S-V(«.lM da-  dy' 

—  OO 

mit  der  Bedingung 

-t-oo 

(6)  r  i 

ycos{A(x— a)-fju(y— ß)+v(z  — y)\  ip(a,ß,y)  da...  dv  =F(x,y,z). 

— oo 

Sobald  cp  und  xp  gefunden  sind,  giebt  <j=of  -\-on  die  vollständige 

Lösung  des  Problems.  Auch  sieht  man  leicht,  dass  nur  eine  einzige  Lösung 

möglich  ist,  indem  a  durch  die  partielle  Differentialgleichung  vollständig 

bestimmt  ist,  sobald  a0  und  (-5-)      gegeben  sind. 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  q>  und  xp  dient  der  Satz  von  Fourier 
über  die  Darstellung  willkürlicher  Functionen  durch  doppelte  und  mehr- 
fache Integrale: 
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+00 


/  cos  X (a  —  x)  cos  (i  (ß  —  y) cos  v(y  —  z).%  («,  ß,  y)  dadßdydXdftdv 
*>  =(27r)3x(X5yiZ). 

Um  diesen  Satz  für  unseren  Zweck  umzuformen,  benutzen  wir  die  tri- 

gometrische  Formel: 

cos  a  cos  b  cos  c  =  J  {  cos  (a  +  b  +  c)  +  cos  ( —  a  +  b  +  c) 
+  cos  (a  —  b  +  c)  +  cos  (a  +  b  —  c) }. 
Darnach  zerfällt  der  vorige  Ausdruck  in  eine  Summe  von  4  Integralen, 
die  aber  alle  dasselbe  Resultat  der  Integration  ergeben;  denn  es  tritt  z.  B.  in 
dem  zweiten  Ausdruck  auf 

C0S[—  X(a  —  x)  +  fi(ß  —  y)  +  „(y_  z)]. 

Die  Integration  in  Bezug  auf  X  ist  zu  erstrecken  von  —  oo  bis  +  oo,  man 
darf  daher  —  X  mit  +  X  vertauschen  und  es  wird  dadurch  der  zweite  Aus- 
druck dem  ersten  gleich.   Dasselbe  gilt  dann  von  dem  dritten  und  Tierten 
Ausdruck,  wenn  man  — \i  mit  +^u  und  — v  mit  -f-v  vertauscht. 
Mit  Hülfe  dieses  Satzes  ergiebt  sich  nun 

+0O 
1      W/»       , 

^  =  (2  nf  J  C0S  [* (X  —  a)  +  ^ (y  —  ^ 
+  v  (z  —  y)]  cos  a^t  i(a,ß,y)  dadßdydXdfidv. 

+00 

1     <°V» 
°"  =  JfnfJ  C°S  [* (*  ~  a)  +  *  (y  ~  ß) 


—  oo 


+  v  (z  —  y)]  5i2^Ll  F  (a,ßy)  dadßdydXdftdv. 

Man  übersieht,  dass  &  aus  a"  hervorgeht,  wenn  man  in  er"  setzt  f  statt 
F  und  nach  t  differenzirt. 


5.   Reduction  der  Integrale. 

Wir  suchen  zunächst  o"  auf  ein  Doppelintegral  zu  reduciren. 

Man  denke  sich  die  X,  p,  v  als  rechtwinklige  Coordinaten  und  trans- 
formire  diese  Coordinaten  auf  ein  Polarcoordinatensystem,  setze  also 
Ä=£Cos#,    /u=^sin^cosg>,   v=p  sin  #sin  <p,    g2=A2_|-^2-j-y*. 

Das  Volumenelement  dXdfidv  =  e*  sin  #dpd#dqp. 

Die  Grenzen  in  der  obigen  Integration  beziehen  sich  auf  den  ganzen 
unendlichen  Raum,  mithin  sind  jetzt  für  q,  #,  q>  die  Grenzen  0  und  oo, 
0  und  TT,  0  und  2  7t.   Es  ist  demnach 

+0©  '*      **       oo 

o"  =  -^-xi  /F  (<*,  ft y)  da  dß  dy  fdtp  Jd& Ycos  { e  [(a — x)  cos  # 

-oo  0         0         0 

sin  a/)t 
+  (ß — y)  s™  *  cos  qp+(y — z)  sin  #  sin  qp] }  —  q*  sin  Ttdg. 


-in  n 

fj 

o  u 
in  n 
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Man  betrachte  nun  zuerst  das  Integral : 

in  1t 

J  =ff  cos  {q  [(er  —  x)  cos  &  +  (ß  —  y)  sin  &  cos  w 

u   u 

+  (y  —  z)  sin  #  sin  q>]}  sin  #  d#  dqp. 

Denken  wir  uns  den  Anfang  unseres  beliebig  zu  Grunde  gelegten  Co- 

ordinatensystemes  um  x,  y,  z  verschoben,  so  dass  wir  statt  er,  ß,  y  (natürlich 

auch  in  der  noch  übrigen  Integration)  schreiben  a  +  x,  ß  +  y,  y  +  z,  so 

ist,  da  dies  die  Grenzen  unverändert  lässt, 

in  n 
J  =ff  cos  {  q  [a  cos  #  -f-  ß  sin  #  cos  a>  +  y  sin  #  sin  q>] }  sin  #d#da>. 

Setzt  man  *)  nun  ga—r  cos  p,  gß=r  sin  p  cos  q,  $y =r  sin  p  sin  q, 
also  r  =  q  |/cr2  +  ß1  +  y2,  so  ist 

J  =/V^cos  {r  [cos  p  cos  #  +  8*n  P  cos  q  sin  #  cos  tp 
+  sin  p  sin  q  sin  ^  sin  qp]}sin  &d&dcp, 

•f  Acos  {r  [cos  p  cos  &  -f-sin  p  sin  #  cos  (q  —  q>]  }  sin  #d#dy. 

Dem  Ausdruck  in  der  eckigen  Parenthese  lässt  sich  folgende  geome- 
trische Deutung  geben.  Um  den  Pol  des  Coordinatensystemes  beschreibe 
man  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  1.,  so  ist,  wenn  10  den  Verbindungs- 
bogen  der  beiden  Punkte,  deren  sphärische  Coordinaten  #,  g>  und  p,  q  sind, 

bezeichnet : 

cos  cj  —  cos  p  cos  &  -f-  sin  p  sin  &  cos  (q  —  q>). 

Demnach  können  wir  setzen : 

in  n 

J  =  -j  /  /  cos  { r  cos  (o }  r2  sin  &d&d<p, 

0    0 

wo  sin  &  d&  dq>  das  sphärische  Element  bedeutet. 

Der  Bogen  w  misst  den  Winkel,  welchen  der  Radiusvector  des  Punktes 
(#,  q>\  an  dem  das  Flächenelement  liegt,  mit  dem  Radiusvector  des  Punktes 
(p,  q)  bildet;  r  cos  co  ist  daher  der  Abstand  des  Flächenelementes 
r2  sin  &d&d(p  von  einer  zur  Richtung  (p,  q)  senkrechten  Aequatorialebene 
für  die  Kugel  mit  dem  Radius  r. 

Das  Integral  bedeutet  daher  die  Summe  aller  Flächenelemente  einer 
Kugel  mit  dem  Radius  r,  jedes  multiplicirt  mit  seinem  Abstände  von  einer 
festen  Aequatorebene  ausgedehnt  über  die  ganze  Kugel.  Die  Lage  unserer 
Aequatorebene  ist  durch  Nichts  bestimmt,  wir  können  demnach  jede  be- 
liebige nehmen,  ohne  den  Werth  des  Integrals  zu  verändern.  Wir  wählen 
dieselbe  nun  so,  dass  p  =  q  =  0  ist,  dass  also  die  Richtung  (p,  q)  mit  der 
Polaraxe  zusammenfallt,  dann  ist  to  =  &,  mithin : 


*)  Diese  hier  vorgenommene  Entwickelung  gilt  ganz  allgemein  für  das  fol- 
gende Integral,  worin  y  ein  Functionszeichen  ist, 
in  n 

J  =  /'fy;  («  cos  &  +  ß  sin  &  cos  y  +  y  sin  &  sin  tp)  sin  &  d&  Ay. 
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n  — t 

o  fr  /*  /*  sin  r 

J  =  --r/cos{rcos£}rssin£d£«B — 2 /r /cos  { r  cos  ^}d  cos  ^— =4  tt  — . 

o  +i 

Somit  erbalten  wir 

n      1   w£,    .  ,  *      ,    ,sin  *Qlfm{QVa*+(r+f) .    _.    . 

gas2^yF(x+a-y+^z+y)   VJ+V+P    dad/ydydg- 

Wir  führen  nun  abermals  Polarcoordinaten  ein,  indem  wir  setzen 
a  =  rcos#,    £  — rsin  #C08<jp,  y  — rein  # sin  gp,  r  — l/afM-ZF+T*» 

so  ist 

or"=x — i/  /* A&Atpj  /rF(x+rcos£,  y4-rsin£cosqp, 

oo  oo 

z  -f-  r  sin  £  sin  qp)  sin  q at  sin  r$  dr  d^. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Fourier'schen  Satz  für  Functionen  einer  Va- 
riabel: 

oo  oo 

/  /f  (r)  sin  r$  sin  q at  dr  d^  —  -5-  f  (at). 

0    0 
Da  hier  f(r)««rF(x-f-r  cos#,  y+rsin^cosg),  z+r  sin  £  sin  y 

ist,  so  findet  man 

o"=j — / /tF(x+atcos^,yH^tsin^co8<)(),z+atsin^8ingp)8in^d^dq(). 

0  0 
tf  erhält  man  dann  nach  4.  durch  Differentiation  nach  t  und  Vertauschung 

von  F  mit  f,  so  dass  also  schliesslich  ist 

in  n 

ff=- tj-  /  /tf(x+atco8^,y+at8in^co8gp,z+at8in^8ingp)sin^d^dgp. 

0  0 
in  91 

+  —  /  /tF(x4^tco8^y4^tsin^co8qp,z4-at8in^8inqp)sin^d^d^. 


6*    Discussion  der  erhaltenen  Werthe. 

Nach  der  in  4.  gegebenen  Bedeutung  von  F(x,  y,  z)  folgt,  dass 
F(x  -f-  at  cos  #,    y  +  at  sin  &  cos  <p ,    z  +  at  sin  &  sin  g>) 

ist,  der  Anfangswerlh  von  -*-  in  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  sind 

x  +  at  cos  &y    y  +  at  s*n  ^  cos  <pi    z  -{-  at  sin  #  sin  g>. 
Dieser  Punkt  liegt  auf  einer  Kugelfläche,  die  mit  dem  Halbmesser  R=at 
um  den  Punkt  x,y,  z  als  Mittelpunkt  beschrieben  ist.  Das  an  dem  Endpunkte 
dieses  Radius  R  anstossende  Kugelelement  ist  aber  =a2t*  sin  #d#dqp.  Der 

Ausdruck 


i.  y»    y» 

^-  f  TV  (x  +  at  cos  #,...)  a't2  sin  #  d& d<p 


'-// 
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4a2i 

o  o 

bedeutet  demnach  den  Mittelwerth  der  Function  F  auf  der  eben  betrach- 
teten Kugeloberfläche  und  daher  ist 

in  n 

*F(x  +  at  cos  #....)   ...   .     A  ..  . 
v      -r- rz a*t2  sin  #  d&  dop, 

0    0 

derselbe  Mittelwerth,  multiplicirt  mit  t. 

Aehnliches  lässt  sich  von  dem  zweiten  Werth  o',  welcher  zu  a  gehört, 
behaupten. 

Daraus  folgt:  Die  Condensation  oder  Dilatation,  welche  zur  Zeit  t  in 
einem  Punkte  x,  y,  z  stattfindet,  hängt  ab  von  dem  Anfangszustande  auf 
einer  um  diesen  Punkt  mit  dem  Radius  at  beschriebenen  Kugeloberfläche. 

Hiernach  lässt  sich  nun  die  Zeit  finden,  zu  der  in  einem  Punkte  x,y,z 
die  Bewegung  beginnt,  wenn  die  Erschütterung  auf  einen  gegebenen  An- 
fangsraum beschränkt  ist.  Für  den  Punkt  x,  y,  z,  der  also  ausserhalb  des 
Erschütterungsraumes  liegt,  sind  anfangs  f  und  F  gleich  Null,  wenn  aber  at 
so  gross  geworden  ist,  dass  die  um  den  Punkt  x,  y,  z  beschriebene  Kugel 
mit  dem  Radius  at  den  Erschütterungsraum  berührt,  so  beginnt  die  Bewe- 
gung und  findet  so  lange  Condensation  oder  Dilatation  statt,  als  die  Kugel- 
oberfläche den  Raum  schneidet,  innerhalb  dessen  f  und  F  von  0  verschie- 
dene Werthe  haben,  so  lange  also,  bis  sie  denselben  nach  der  äussersten 
Berührung  verlässt.  Sind  demnach  rx  und  r2  die  kleinste  und  die  grösste 
Entfernung  des  Punktes  x,  y,  z  von  der  Oberfläche  des  Erschütterungs- 
raumes, so  j  A  die  Bewegung,  wenn  *  !,  also  *  !  *  •  ist.  Da- 
endet  °     °  at2  =  r2  t2  =  r2:a 

zwischen  kann  die  Bewegung  öfters  intermittiren. 

Die  Verbreitung  der  Wellenbewegung  finden  wir  demnach  folgender- 
massen.  Alle  Punkte,  welche  gleichzeitig  die  Bewegung  beginnen,  liegen  in 
demselben  Abstände  r  von  der  Aussenfläche  des  Erschütterungsraumes.  Er- 
richtet man  in  allen  Punkten  dieser  Fläche  nach  aussen  Normalen  von  der 
Länge  r,  so  erhält  man  eine  Parallelfläche  als  Ort  dieser  Punkte,  d.  i.  die 
Wellenfläche. 

Die  Zeiten,  in  denen  zwei  Punkte  x,  y,  z  und  x',  y',  z',  deren  Normal- 
abstände von  dem  Erschütterungsraum  r  und  r'  sind,  die  Bewegung  be- 

r  j^ 

ginnen,  findet  man  dann  t=  —  und  t'=  — ,  mithin  ist  die  Zeit,  in  der 

a  a 

r>  —  r 

sich  die  Bewegung,  von  dem  einen  zum  anderen  fortpflanzt  t'  —  t  = . 

a 

Um  nun  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  zu  finden,  setzen  wir  t'  —  t=l 

und  erhalten  also  r'  —  r  =  a.    Es  bedeutet  also  in  den  obigen  Eormeln  a 

die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Oscillationsbewegung. 
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7*    Einführung  des  Geschwindigkeitspotentials. 
Unter  dem  Geschwindigkeitspotential*)  q>  verstehen  wir  eine  Function 
von  x,  y,  z,  von  der  Beschaffenheit,  dass  u  =  -J-,  v  =  ^,  w  =  -J?-  is{. 

Diese  Function  ist  noch  nicht  vollkommen  bestimmt,  wenn  auch  die 
Geschwindigkeitscomponenten  u,  v,  w  gegebene  Functionen  von  x,  y ,  z,  t  sind, 
es  bleibt  in  seinem  Ausdrucke  noch  eine  additive  Function  von  t  willkürlich. 

Ehe  wir  nun  diese  Funktion  q>  in  die  allgemeinen  Gleichungen  2.  ein- 
führen, sollen  die  Bedingungen  und  deren  Bedeutung  gefunden  werden,  die 
erfüllt  sein  müssen,  damit  überhaupt  eine  solche  Function  existirt. 

Wenn  die  Function  <p  existirt,  so  wird  aus 

dq>  =  udx  +  vdy  +  wdz. 
Die  rechte  Seite  muss  also  wie  die  linke  ein  vollständiges  Differential 
sein.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  gilt 

dy dw        öw du        du       dv 

Um  die  Art  der  Bewegung  zu  finden ,  für  welche  diese  Gleichungen 
erfüllt  sind,  nehmen  wir  vorläufig  an,  dass  für  einen  Punkt,  dessen  Coordi- 
naten  f,  ty,  j  sind,  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  seien.  Die  Werthe 
der  Differentialquotienten  für  diesen  Punkt  wollen  wir  durch  Parenthesen 
kenntlich  machen.  Für  Punkte,  deren  Coordinaten  x,  y,  z  unendlich  wenig 
Yon  h  ty*  i  verschieden  sind,  seien  die  Geschwindigkeiten  u',  v',  w'.  Dann 
ist  nach  dem  Taylor'schen  Satz : 

„._„+(i)(x_f)+(l)(y_w+(i)(l_8), 

-— +(^)<-«>+(^)<'-»+(l9*-» 

Setzen  wir 

9  =  B(X-ö  +  T(y  _l,)  +  w(l- J)+*  (|^)  (X  -?)»  +  *  (£)  (y  -  W 

+*(S)^-«,+(*)(»-^-*+®fr-^-* 


Hda 


^)(x_0(,_^ 


SO  ist  „>  —  <!V  y>  —  Ö(P  w/_  fy 

u  —  a»'        3f        3T 


*)  Heimholte,  Ueber  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  welche  den 
Wirbelbewegungen  entsprechen.    Grelle's  Journal  55.    1858. 
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Führen  wir  nun  ein  neues  Coordinatensystem  (xt,  y,,  zt)  ein,  dessen 
Coordinatenanfang  mit  r,  ty,  3  zusammenfällt,  so  können  wir  dieses  so 
wählen,  dass  wir  erhalten,  wenn  alle  auf  diese  bezogene  Grössen  den  Index 
1  bekommen, 

9>,-uIx,+vIy14-wlz1+i(|;)v+l(|)y,'+i(^)Zl', 
Dann  ist 


-■-  S?  — ■ + (!?)  - 


Es  sind  also  die  Geschwindigkeiten  u/,  v/,  w/  so,  dass  die  Theilchen, 
welche  zu  Anfang  von  dt  auf  einer  der  ytzIf  xtyt,  x,z,  parallelen  Ebene 
lagen,  auch  nach  derselben  noch  auf  dieser  Ebene  sich  befinden.  Es  kann 
demnach  die  Bewegung  eine  Translationsbewegung  sein,  und  auch  eine 
Ausdehnung  oder  Zusammenziehung  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums 
in  der  Richtung  der  Kanten  kann  stattfinden. 

Denken  wir  uns  nun  zu  den  bisher  vorhandenen  Bewegungen  der  dem 
Punkte  f,  ty,  j  benachbarten  Punkte  noch  Drehungen  um  Axen,  die  den 
x,  y,  zAxen  parallel  sind,  ausgeführt  und  bezeichnen  mit  ait,  o/2,  co3  die 
Winkelgeschwindigkeiten.  Es  sind  dann  die  davon  herrührenden  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  parallel  den  x,  y,  zAxen: 

0,  (z  — j)wt,  —  (y  —  \f)a>n 

—  (z  — j)w2,  0,  (x  — 5)w2, 

(y  —  tyway  —  (x  — f)w3,  0. 

Die  Geschwindigkeiten  der  Theilchen  x,  y,  z  sind  dann : 

••— +((l)+».)<I-ö+((i")-».)"-»>+(s)"-^ 

Daraus  folgt  durch  Differenziation : 

ih"       dw"       . 

<9w"       <9u"      A 
dx         ör 


>z 
du"       öv" 


=  2w,. 


3y        <3x 

Es  sind  die  Grössen  der  linken  Seiten,  welche  nach  (1.)  gleich  0  sein 
müssen,  wenn  ein  Geschwindigkeitspotential  existiren  soll,  also  gleich  den 
doppelten  Rotationsgeschwindigkeiten  der  betreffenden  Flüssigkeitstheilchen 
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um  die  drei  Coordinatenaxen.  Die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials 
schliesst  also  die  Existenz  von  Rotationsbewegungen  der  Theilcben  aus. 

Bewegungen,  denen  ein  Geschwindigkeitspotential  nicht  zukommt, 
nennt  Helmholtz  Wirbelbewegungen. 

Um  nun  die  Function  g>  in  die  allgemeinen  Gleichgewichtsgleichungen 
einzufahren,  sind  die  Gleichungen  (l.j,  (2.),  (3.)  in  2.  respective  mit  dx,  dy,  dz 
eu  mulüpliciren  und  dann  zu  addiren.  Dadurch  erhalt  man  eine  Gleichung, 
deren  Integral  ist,  wenn  die  X,  Y,  Z  =-»  0  gesetzt  werden : 

-7'-^+'[(Sf)'+(5Ö,+(Sf)>«1 

Da  G  unabhängig  von  x,  y,  z  und  nur  von  t  abhängig  ist,  so  kann  bei 
passendem  Anfang  der  Zeit  t  dieses  C  ganz  weggelassen  werden.  Es  ist  also 

Die  Gleichung  der  ContinuiUt  (4.)  wird  dann 

dQ     Ö«3T     dQ^     d*lk     A 
~5i  +  ~WT' +  ~Sf  +  ~5i 

Betrachten  wir  nun  die  Geschwindigkeit  als  sehr  klein,  so  wird  aus  (1.) 

1  dm 

1 

oder,  da  —  p  —  afor  ist, 

^  +  aV  -  0.  (2.) 

Die  Gleichung  (4*)  aus  3.  wird 

!?+^_0,  (3.) 

wo  d  abgekürzt  gesetzt  ist  für 

d*         d*         d1 

Beide  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  geben  zusammengenommen 

Da  nun  u  —  ^-,  v  =»  -J*- ,  w  =  -^  die  Componenten  der  Geschwin- 

digkeiten  und  a  = j  -j?  die  Verdichtung  im  Punkte  x,  y,  z  zur  Zeit  t 

sind,  so  sind  alle  diese  Grössen  ermittelt,  wenn  <p  als  Function  von  x,  y,  z,  t 
bis  auf  ein  völlig  constantes  Glied  gefunden  ist. 

Wir  können  die  Gleichyng  (4.)  noch  umformen,  indem  wir  statt  x,  y,  z 
einführen  r2  =  x*  +  y1  +  z*,  also  g>  als  abhängig  von  t  und  r  betrachten. 
Dann  finden  wir  .         d*cp   ,    2    dq> 

Klein,  Theorie  der  Elasticität  etc.  11 


1 
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also 


ai?    a\d^+T^  (4) 

oder  nach  Multiplication  mit  r 

d2(rq>)_     (d*(vq>) 

~5t*        a  r"5F~ 

Lassen  sich  die  Kräfte  X,  Y,  Z  ausdrücken  als  Differentialquotienten 
einer  Potentialfunction,  also 

Y        ÖP  v        5P  7_5P 

A  =  3I'  3y'  X' 

und  werden  diese  Grössen  in  den  linken  Seiten  (1.),  (2.)?  (3.)  in  2.  einge- 
setzt und  dann  die  oben  angegebenen  Operationen  ausgeführt,  so  erhält 
man  statt  (1.): 

und  dann 

Diese  Gleichung  verbunden  mit  (3.)  giebt  dann: 

d2cp      3P  ,     .    .  .MtB.x 


8«    Berechnung  des  Geschwindigkeitspotentials.*) 

Nehmen  wir  an,  q>  wäre  unabhängig  von  x  und  y,  so  reducirt  sich  die 
yon  (p  zu  erfüllende  Gleichung  auf 

Setzen  wir  §  =  z  —  at ,  17  —  z  +  at,  so  ist 

d2q>_       d2cp   t  d2<p   t    0  .  d'y 

Die  Gleichung  (a.)  verlangt  dann,  dass 

ni.^   —  0  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  tp  sich  darstellen  lässt  als  die  Summe  einer  Function 
von  §  und  einer  von  17,  also  ist  allgemein 

V  — ^(Ö  +  F.fo), 
^F^z  — at)  +  Fa(z  +  at). 

*)  Kirchhoff,  Vorlesungen  über  mathematische  Physik,  Leipzig  1876.  S.  312. 


Ausbreitung  der  Wellen,   (f  229.)  163 

Gesetzt,  es  sei  <p  —  Ft(z  —  at),  und  es  habe  F,  variable  Werthe,  es 
gäbe  also  eine  Oscillationsgeschwindigkeit,  wenn  z  —  at  zwischen  0  und  e 
liegt.  Für  ein  bestimmtes  t  giebt  es  also  nur  zwischen  z— at  und  z=at+e 
eine  Bewegung.  Wenn  wir  ausserdem  annehmen,  dass  q>  immer  dieselben 
Werthe,  wie  gross  auch  t  sein  möge,  habe,  so  sagt  man:  eine  Welle  oder 
auch  ein  Wellensystem  von  gleichbleibender  Gestalt  pflanzt  sich  mit  der 
Geschwindigkeit  a  in  der  Richtung  der  zAxe  fort. 

Ist  q>  =  F,(z  +  at)  und  machen  wir  dieselben  Annahmen  wie  oben,  so 
dass  es  also  nur  eine  Bewegung  giebt  zwischen  z= — at  und  z— — at+e, 
so  müssen  wir  nun  sagen,  dass  dies  die  Fortpflanzung  einer  Weile  nach  der 
entgegengesetzten  Richtung  bedeutet. 

Nehmen  wir  nun  zusammen 

<p  =  F,(z  —  at)  +  F,(z  +  at), 
so  wird  dies  bezeichnen,  dass  sich  zwei  Wellensysteme  mit  der  Geschwindig- 
keit a  in  der  z  Richtung  fortbewegen  und  zwar  nach  entgegengesetzten 
Seiten. 

Die  allgemeine  Losung  der  Gleichung  (4*)  in  7.  giebt  auf  dieselbe  Weise : 

y  —  iF^r-aO  +  i-F^r  +  at). 

Hierdurch  sind  also  zwei  Systeme  von  Kugelwellen  dargestellt,  von 
denen  das  eine  sich  vom  Kugelmittelpunkt  entfernt,  das  andere  sich  ihm 
nähert. 

Für  einen  einfachen  Ton  ist  allgemein 

•       q>  =  xj/  cos  (2  Ttnt)  -f  ip"  sin  (2  rrnt), 

wenn  a  — ist  und  xf/,  V"  Functionen  von  x,  y,  z  sind.    Durch  Ein- 

setzen  dieses  Ausdrucks  von  qp  in  die  Gleichung  (4.)  in  7.  erhält  man  die 
Bedingung,  der  die  ip  unterworfen  öind.  Diese  ist  x*i//  +  Jip  —■  0. 

Sind  die  X,  Y,  Z  nicht  gleich  Null,  so  muss  dann  ausserdem,  damit  die 
Gleichung  (4**)  in  7.  erfüllt  ist,  das  P  eine  solche  Form  haben,  dass  es  der 

Gleichung  5—5  P  —  —  q"  cos  (2  nnt)  +  q'  sin  (2  7tnt)  genügt,  und  die 

ju  a 

Gleichungen  für  xf/  und  t//'  haben  dann  folgende  Form: 

0  =  4  ?rq  +  x*i//  +  Jxft. 

9.   Schwingungen  in  einem  elastischen  Mittel,  welches 
einen  nach  beiden  Seiten  unendlich  langen  Cylinder  erfüllt. 

Die  Resultate  der  vorigen  Nummer  können  wir  auch  erhalten  aus  den 
Gleichungen  in  3.,  von  denen  wir  jetzt  ausgehen. 

Wir  setzen  die  Störung  des  Gleichgewichtes  in  unserem  Cylinder, 
dessen  Axe  die  xAxe  bilde,  so  beschaffen  voraus,  dass  alle  Punkte  eines 
zur  Axe  senkrechten  Querschnittes  gleiche  Geschwindigkeiten  parallel  der 
Axe  und  gleiche  Condensation  besitzen. 

11* 
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Weil  alle  Punkte  sich  nur  bewegen  in  der  Richtung  der  Cylinderaxe, 
so  igt  dv      dvf      A 

und  weil  a  nicht  von  y  und  z  abhängt,  so  ist 

da da A 

dy       dz 
Die  Gleichungen  unter  3.  werden  also  für  unseren  Fall: 
#u   .    2da      A  da   ,   du       A 

3t -^Si-*       5i  +  öi  =  0 

und  aus  beiden  die  eine 

d*a        »ö*a  ,  x  „    .     x 

■gpr  —  a2-gp,         p  =  9>(e),         ^==c(l+or). 

Der  Anfangszustand  für  t  =*  0  sei  gegeben  durch  u  =  f  (x),  a  =  F(x). 

Diesen  Gleichungen  wird  genügt  durch: 

_  1 
u  =  i//(x  +  at),        a  =  +  —  i/Kx  +  at), 

a 

so  dass  wir  zunächst  zwei  Lösungen  haben,  wenn  zugleich  statt  ip  einmal 

ein  anderes  Functionszeichen  %  gesetzt  wird,  nämlich 

1 

u  —  \fj(x  -f-  at),       a  — ^(x  -f-  at) 

a 

und 

1 
u  —  *  (x  —  at) ,  or  —  —  x  (*  —  at). 

Daraus  bildet  man  durch  Addition  die  allgemeine  Lösung  mit  2  will- 
kürlichen Functionen: 

u  —  V(*  +  at)  +  %(x  —  at), 

1  1 

a  —  —  T  tp  (x  +  at)  -+-  T  x  (x  —  at). 

Diese  willkürlichen  Functionen  werden  durch  den  Anfangszustand  be- 
stimmt; denn  es  ist 

f  (x)  —  i/,(x)  +  *(x),  aF(x)  —  -  i//(x)  +  *to, 

also 

V/(x)  —  4  f  (x)  -  4  aF(x),        x  (x)  —  *  f  (x)  +  4  aF(x), 
so  dass  also  die  vollständige  Lösung  ist 

u  =  4  f(x  +  at)  —  4  aF(x  -f  at)  +  if(x  —  at)  +  i  aF(x  —  at), 

a l.f(x  +  at)  +  4F(x  +  at)  +  ^f(x-at)  +  4F(x-at). 


10*    Es    werde    der    ursprüngliche    Gleichgewichtszustand 
nur  innerhalb  des  Raumes  von  x  =  —  et  bis  x=  +  a  gestört 

Bei  dieser  Annahme  hat  für  t  ■»  0,  u  =  f(x)  und  a  ■■■  F(x)  an  allen 
Stellen,  für  die  x  >  er  und  x  <  —  a  den  Werth  0,  während  zwischen  —  a 
und  -f-  <*  der  Werthe  von  f(x)  und  F(x)  gegebene  im  Allgemeinen  von  0 
verschiedene  Werthe  hat. 


Ausbreitung  der  Wellen.    (§  229.)  1 65 

1)  Für  einen  Punkt  x  >  er,  der  abo  ausserhalb  des  Erregungsraumes 
liegt,  ist  immer  x  -J-  at  >  <*,  mithin  f(x  -+-  at)  und  F(x  -f-  at)  gleich  Null 
und  es  bleibt  von  den  obigen  Gleichungen  nur 

u  =  i  f (x  —  at)  +  laF(x  —  at), 

a=^-f(x  — at)  +  iF(x  — at). 

Jeder  Punkt  x  >  a  ist  mithin  zu  Anfang  in  Ruhe,  denn  für  ihn  ist  bei 
t= 0,  f(x),  F(x)  =  0,  mit  wachsendem  t  nimmt  aber  x  —  at  ab  und  sobald 
x  —  at  gleich  a  geworden  ist,  hören  die  Functionen  f  und  F  auf  Null  zu 
sein,  und  damit  auch  u  und  o.   Der  Punkt  x  >  a  fängt  also  seine  Bewegung 

an  zur  Zeit  t, ,  wenn  x  —  at,  =—  a,  also  tt  — ist.  Wenn  die  Zeit  weiter 

zunimmt,  so  wird  zur  Zeit  t,  der  Punkt  wieder  zur  Ruhe  kommen,  wenn 

x  -V-  et 

x  —  at,  =  —  er,  also  t,  «= ist.  Die  Dauer  seiner  Bewegung  ist  dem- 

a 

2  a 

nach  t2  — 14  =  —  proportional  der  Länge  des  Erschütterungsraumes.  Es 

a 

rückt  mithin  eine  Welle  oder  ein  Wellensystem  nach  der  positiven  Seite 
von  x  fort. 

2)  Für  einen  Punkt  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes  auf  der 
negativen  Seite  ist  x  <  —  er.  Hierfür  ist  x  —  at  stets  kleiner  als  er,  mithin 
fallen  f(x  —  at)  und  F(x  —  at)  weg  und  es  bleibt  nur 

u  — Jf(x  +  at)  — 4aF(x  +  at), 

o=  —  ^f(x  +  at)  +  iF(x  +  at). 
Auf  dieselbe  Art  wie  oben  ergeben  sich  die  Anfangs-  und  Endzeiten  der 

Schwingung  t,  =« ,    t,  «■■ und  die  Bewegungsdauer 


«■— 14 


2a 


a 
Es  pflanzt  sich  mithin  ebenso  eine  Welle  oder  ein  Wellensystem  nach 

der  negativen  Seite  fort. 

3)    Für   einen   Punkt,  innerhalb   des   Erschütterungsraumes,   für 

—  a<x<a,   verschwinden  zwei  Glieder,   wenn  x  +  at  =  a,  also 

t« und  die  beiden  anderen,  wenn  x  —  at  «■«  —  a,  also  t  «**  ■  ■  ■■■ 

a  a 

wird.  Für  die  grösste  von  beiden  Zeiten  verschwinden  alle  vier  Glieder,  also 
u  und  a,  und  es  hört  dann  die  Bewegung  ganz  auf. 

Für  zwei  Punkte  x  und  x'  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes  sind 

die  Zeiten  t  und  f ,  zu  welchen  sie  die  Bewegung  beginnen  t  «»  = , 

a 

t'=  = ,  je  nachdem  der  Pujikt  auf  der  positiven  oder  negativen 

a. 

x'  —  X 

Seite  liegt.    Es  ist  nun  t'  —  t  =  + die  Zeit,  während  welcher  siel} 

a 
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das  Phänomen  von  dem  dem  Erschütterungsraum  näher  liegenden  Punkt  i 
bis  zu  dem  entfernteren  x'  fortgepflanzt  hat,  mithin  ist  a  die  Fortpflanzungs- 

geschwindigkeit.  Da  nun  in  einer  isotropen  elastischen  Flüssigkeit  a*=  «- 

constant  ist,  so  ist  hiermit  bewiesen,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit, da  unsere  Richtung  x  willkürlich  ist,  für  alle  longitudinalen  Wellen 
dieselbe  ist. 

Ist  x  ein  Punkt,  in  dem  die  Schwingung  zur  Zeit  t  beginnt,  und  x' 

ein  Punkt,  in  dem  sie  zu  derselben  Zeit  aufhört,  so  ist  t  =  — , 

a 

+  xf-4-cr 

t== — .    Hieraus  ergiebt  sich  x  —  x'  =  +  2a  als  die  Länge  des 

a 

Raumes,  welcher  fcur  Zeit  t  sich  in  Erschütterung  befindet,  der  demnach 

eben  so  lang  ist,  als  der  anfängliche  Erschütterungsraum.    Dieser  Raum, 

der  mit  der  Geschwindigkeit  a  fortrückt,  ist  die  Länge  der  Welle  oder  des 

Wellensystems. 

Aus  den  Gleichungen  ergiebt  sich  noch  u  =  +  a<j,  d.  h.  die  Geschwin- 
digkeit ist  der  Condensation  proportional  Ferner  ist,  da  a  stets  positiv  ist, 
u  entweder  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h. 
der  Systempunkt  oscillirt  immer  nach  der  Seite  hin,  nach  der  Verdichtung 
des  Systems  stattfindet. 

Aus  1)  folgt  weiter,  dass  wenn  wir  im  Anfangszustand  setzen  u  —  aa 
wir  nur  ein  Wellensystem  erhalten,  welches  nach  der  positiven  Seite  fort" 
schreitet,  setzen  wir  aber  im  Anfangszustand  u  =  —  aa,  so  erhalten  wir 
nur  ein  nach  der  entgegengesetzten  Seite  fortschreitendes  System. 

Es  werden  demnach  durch  eine  anfänglich  zwischen  x  =  -f-o  und 
x  =  —  a  auftretende  Erschütterung  zwei  Wellensysteme  erregt,  jedes  von 
der  Länge  2  er,  welche  sich  mit  der  constanten  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit a  nach  entgegengesetzten  Richtungen  parallel  der  xAxe  fortbewegen. 

11.   Die  Wellenbewegung  geht  Hur  vorwärts. 

Euler,  der  die  obige  Theorie  zuerst  gegeben  hat,  warf  die  Frage  auf, 
wie  es  komme,  dass  aus  dem  Anfangszustande  zwei  Wellen  hervorgehen, 
die  sich  nach  entgegengesetzten  Seiten  fortpflanzen,  dass  aber  nicht  zu  jeder 
Zeit  aus  dem  zu  dieser  stattfindenden  Zustande  zwei  solche  Wellen  hervor- 
gehen. An  sich  kann  der  Anfangszustand  nichts  voraus  haben  vor  dem 
Zustand,  welcher  zu  irgend  einer  späteren  Zeit  stattfindet. 

Der  Reweis  dafür,  dass  nicht  jeder  Zustand  zwei  entgegengesetzte 
Wellenzüge  zur  Folge  hat,  stützt  sich  auf  den  Satz  von  der  Superposition  oder 
Coexistenz  kleiner  Bewegungen.  Dieser  Satz  (§  228)  lautet  mit  Benutzung 
unserer  Bezeichnungen:  Wenn  aus  einem  Anfangszustande  u  =  f,(x), 
a— =F1(x)  für  die  Geschwindigkeit  und  die  Condensation  zur  Zeit  t  die 
Functionen  u,  und  ax  folgen;  wenn  ferner  ein  zweiter  Anfangszustand 
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u  =  fs(i),  j«F,  (x)  für  die  Geschwindigkeit  und  Condensation  zur  Zeit  t 
die  Functionen  u,  und  at  ergiebt  und  man  fuhrt  nun  einen  Anfangszustand 
u  =  f,  (x)  +  f^(x),  a  =  F,  (x)  +  F,(x)  ein,  dessen  Geschwindigkeit  und  Con- 
densationen  durch  die  algebraischen  Summen  der  Geschwindigkeiten  und 
Condensationen  jener  beiden  Anfangszustände  gebildet  werden,  so  folgen 
aus  diesem  dritten  Anfangszustand  zur  Zeit  t  für  die  Geschwindigkeit  u, 
und  Condensation  a,  die  Functionen  u3  =  u,  +  u,,  a,  =■=  ax  +  a,,  d.  h.  die 
algebraischen  Summen  aus  den  Functionen ,  welche  diese  Grössen  für  die 
einzelnen  Bewegungen  darstellen  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  u  und 
a  so  kleine  Grössen  sind  ,  dass  die  höheren  Potenzen  und  Produkte  der- 
selben gegen  die  ersten  Potenzen  vernachlässigt  werden  können. 

Die  vollständige  Erörterung  dieses  Satzes  findet  sich  in  Lagrange, 
Mecanique  analytique,  II  partie,  Sect.  V. 

Es  gehen  u,  und  a3  aus  f,(x) +  ft(x)  und  F,(x)  +  Ff(x)  hervor,  indem 
man  in  9.  diese  Summen  an  die  Stelle  von  f(x)  und  F(x)  treten  lässt  Man 
erhält  so  8  Glieder,  von  denen  4  Glieder  die  u  und  o  bilden,  welche  man 
erhält  durch  Einführung  von  f,  (x),  F,  (x),  die  anderen  4  die  u  und  o,  welche 
entstehen  durch  Einführung  von  f,(x)  und  F,(x). 

Nach  dem  obigen  Satze  können  wir  nun  unseren  Anfangszustand  in 
beliebige  zwei  Anfangszustände  zerlegen,  wir  können  also  setzen : 

u  —  f(x>— ft(x)+f;to, 

a— F(x)— F,(x)  +  F,(x) 
und  dann  können  wir  weiter  über  diese  Functionen  annehmen,  dass  feigende 
Beziehung  besteht: 

f^x)  —  aF,(x),       f,(x)  —  —  aF,(x). 
Dies  aber  ist  erreicht,  wenn  wir  unsere  Functionen  so  wählen,  dass 

fiW  —  ^-f(x)+|-F(x), 
Ft(x)  —  lf(x)  +  i-F(x), 
f,(x)=|f(x)-yF(x), 

Fa(x)=_^if(x)  +  TF(X)- 
Mit  Einftthrung'dieser  Werthe  in  die  Ausdrücke  für  u  unter  9.  erhalten 
wir  für  die  u,  welche  dem  f,(x)  und  F,(x)  angehören: 

u,  —  *  f(x  —  at)  +  i  aF(x  _  at) 

und  für  diejenigen,  welche  dem  f,(x)  und  F,(x)  angehören: 

u,  — H(x-f-at)  +  iaF(x  +  at). 

Aehnliche  Formeln  erhält  man  für  o. 

Es  schreitet  mithin  nach  der  vorigen  Nummer  das  Wellensystem, 
welches  dem  ft  und  Ft  entspricht,  nur  nach  der  negativen  Seite  fort,  und 
das  dem  f,  und  F9  entsprechende  nur  nach  der  positiven  Seite.  Es  ist  also 
hiermit  dargethan ,  dass  jeder  Anfangszustand  in  Folge  der  Superposition 
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hergestellt  werden  kann  ans  zwei  einzelnen  Zuständen,  von  denen  der  eine 
mir  nach  der  einen,  der  andere  nur  nach  der  entgegengesetzten  Seite  mit 
der  constanten  Geschwindigkeit  a  fortschreitet. 

Auf  dieser  Erörterung  beruht  es,  dass  wir  in  §  230  nur  die  Interferenz 
der  von  dem  Erregungspunkte  ausgehenden  fortschreitenden  Wellen  zu 
berücksichtigen  haben. 


Das  Huyghens'sche  Princip.    (§  230.) 

Nach  §  229,  11  giebt  es  nicht  zurückgehende  Elementarwellen,  wenn 
nicht  das  Mittel  ein  anderes  wird,  also  ein  neuer  Anfangszustand  eintritt  Es 
bleibt  demnach  hier  nur  noch  zu  beweisen,  dass  die  Bewegung  der  einzelnen 
Punkte  in  den  nach  dem  Huyghens'schen  Princip  abgeleiteten  Wellen  die- 
selbe ist,  als  ob  die  Bewegung  sich  geradlinig  vom  Erregungsmittelpunkt 
aus  fortgepflanzt  hätte ,  das*  also  die  Wirkungen  der  Schwingungen  aller 
Nachbarmolecüle  sich  wirklich  aufheben. 

Sei  M  (Fig.  16)  der  Erregungs- 
mittelpunkt, ABCD,  ein  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  r,  der  Durchschnitt  der 
Wellenfläche  zur  Zeit  t  und  E  von  a 
um  x  entfernt.  Nehmen  wir  an,  dass 
der  Punkt  a  am  Anfange  der  Zeit  x 
seine  Bewegung  gerade  beginnt,  so  ist 
die  Phase  der  Oseillation  des  Punktes 
E  bestimmt  durch  die  Gleichung 


y  =»  r  sin  2  it 


\T        l} 


(§  225.) 


Nach  unserem  Princip  sind  nun  alle  Punkte  der  Wellenfläehe  Mittel- 
punkte der  Bewegung,  von  denen  Schwingungen  nach  allen  Seiten  fort- 
gehen. Da  aber  die  Punkte  der  Oberfläche  ABCD  im  Allgemeinen  ver- 
schiedene Entfernungen  von  E  haben,  so  wird  dieser  Punkt  E  in  Folge  der 
verschiedenen  Elementarwellen  in  verschiedener  Phase  sich  befinden,  und 


zwar  wird  für  die  Entfernung  x'  sein  y'  =  r  sin  2  rt 


demnach 


ist  die  Phasendifferenz  x'  —  x.  Um  nun  die  Resukirende  sämmtlicher  Be- 
wegungen zu  erhalten,  denken  wir  uns  durch  Ebenen  senkrecht  zu  ME  die 
Wellenfläche  in  eine  Reihe  von  Zonen  zdriegt  und  zwar  so ,  dass  die  Ab- 
stände der  Punkte  des  Grenzkreises  einer  Zone  von  E  sieh  von  denen  der 
nächsten  um  4  >t  unterscheiden,  so  dass  also,  wenn  af,  a",  a'". . .  Punkte  dieser 
Grenzkreise  sind,  a'"E~a"E«*a"E  —  a'E«a'E  —  aE*=*U  ist  Es 
wird  dann  E.  von  den  Bewegungen ,  die  von  Punkten  der  Zone  aa'  aus- 
gehen, nack  derselben  Richtung  bewegt,  da  die  Phasendifferenz  kleiner  als 
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• 

U  ist.  Von  der  Bewegung,  die  von  Punkten  der  zweiten  Zone  ausgeben, 
wird  E  nach  entgegengesetzter  Richtung  getrieben ,  da  alle  Strahlen  dieser 
Zone  gegen  die  entsprechend  liegenden  der  vorigen  um  i  X  verschoben  sind. 
Die  von  der  dritten  Zone  ausgehenden  Bewegungen  sind  nun  gegen  die  der 
ersten  um  X  verschoben  und  bewegen  deshalb  E  in  demselben  Sinne  wie 
die  Wellen  von  der  ersten  Zone.  Ihnen  entgegen  wirken  nun  die  Strahlen 
der  vierten  Zone  u.  s.  f.  Die  Bewegung,  welche  der  Punkt  E  von  einer 
bestimmten  Zone  erhalt,  wird  daher  sowohl  von  derjenigen,  welche  von  der 
vorhergehenden,  als  von  derjenigen,  welche  von  der  nachfolgenden  Zone 
ausgeht,  geschwächt.  Es  würde  demnach  die  Bewegung  von  E  vollständig 
aufhören,  wenn  die  Zonen  alle  einander  gleich  waren. 

Bezeichnet  man  aber  die  Abstände  der  einzelnen  Ebenen ,  welche  die 
Zonen  abschneiden,  der  Reihe  nach  mit  e,  e/,  e"....,  so  findet  man  durch 
Gleichsetzung  zweier  Werthe  für  den  Halbmesser  des  n  -f- 1 WD  Schnittkreises 

Demnach  ist  nach  einer  einfachen  Rechnung 

e'  _  i  (e  +  *"), 
e"=  i(e'+e'"), 

en-*i(e<n-,>-t-.e<n+,>). 
Daraus  folgt,  dass  die  Grösse  jeder  Zone  gleich  ist  der  halben  Summe 
der  vorhergehenden  und  nachfolgenden  Zone.  Also  ist  die  zweite  Zone 
gleich  der  halben  ersten  plus  der  halben  dritten;  die  vierte  gleich  der 
halben  dritten  plus  der  halben  fünften  etc.  Mithin  ist  die  Wirkung  der  Be- 
wegung der  zweiten  Zone  aufgehoben  durch  die  halbe  Summe  der  Wirkun- 
gen der  ersten  und  dritten  Zdne.  Der  Rest  der  dritten  Zone  mit  der  halben 
fünften  Zone  hebt  auf  die  vierte  Zone  u.  s.  f.  Aus  dieser  Betrachtung  geht 
sogleich  hervor,  dass  wir  auf  den  Richtungsunterschied  der  zusammen- 
treffenden Schwingungen  nicht  Rücksicht  zu  nehmen  brauchen ,  denn  die 
Schwingungen  aus  den  benachbarten  Zonen  sind  immer  nahezu  einander 
parallel.  Es  bleibt  demnach  auf  E  nur  die  Hälfte  der  Wirkung  der  Bewe- 
gung übrig,  welche  aus  der  unmittelbaren  Nähe  von  a  hervorgeht. 


Reflexion  der  Wellenbewegung.    (§  231.) 

1.   Einseitig  begrenzter  Cylinder. 

Wir  wollen  den  unbegrenzten  Cyhnder  von  §  229,  9.  durch  eine  zur 
Axe  senkrechte  Ebene  schhessen.  An  dieser  Grenzwand  ist  mithin  die  Ge- 
schwindigkeit fortwährend  gleich  Null. 

Die  hier  zu  erfüllenden  Gleichungen  sind  dieselben  wie  oben,  nur 
kommt  zu  den  Bedingungen  noch  hinzu: 

n*ö  fttr  x  — =  0  und  jedes  t. 
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Die  allgemeine  Lösung  in  §  229  führte  zu  den  Gleichungen : 

1  1 

u  =  V(*+  at)  +  #(x  —  at),     o  =  —  —  ip(x  +  at)  4-  —  %(x  —  at) 

a  a 

und  für  t  =  0: 

V«  +  Z«  —  f  M,      —  V«  +  *M  —  aF(x). 
Die  f  (x)  und  F  (x)  sind  hier  nur  für  positive  Argumente  gegeben ,  da 
die  negative  Richtung  der  x  Axe  in  Folge  der  Schlussebene  nicht  dem  System 
angehört.  Es  sind  demnach  die  xp  und  %  für  positive  Argumente  gegeben 
durch  die  Gleichungen 

^(x)  =  4  f(x)  —  4  aF(x),      *(x)  —  t  f(x)  +  UF(i> 
In  den  Werthen  für  u  und  a  hat  nun  das  Argument  der  Function  \p 
nur  positive  Werthe  x+at,  also  ist  die  Bestimmung  dieser  Function  vollen- 
det. Anders  ist  es  mit  der  Function  #,  denn  in  dieser  kann  das  Argument 

x  —  at  negativ  werden.   Wir  müssen  demnach  suchen,  was  aus  %{\)  wird, 

x 

wenn  das  Argument  einen  negativen  Werth  erhält,  wenn  also  t>  —  ist. 

Nach  unserer  Bedingung  u  =  0  für  x  =  0  ist 

.    0  =  i/>(at)  +  x(—  at)  oder 
X(—  at)  =  —  i//(at). 
Daraus  geht  hervor,  dass  wir,  wenn  in  x  das  Argument  x  —  at  negativ 
wird,  statt ^(x — at)  schreiben  müssen — i/;(at — x),  wo  dann,  da  at — x>0 
ist,  i/>(at  —  x)  eine  bekannte  Function  ist. 

Unsere  Formeln  geben  also  für  die  verschiedenen  Argumente  folgende 
Resultate. 

Für  x  —  at  >  0 : 

u=i-f(x+at)-|F(x+at)+if(x-at)  +  |-F(x-at), 

a J-f(x  +  at)_^F(x+at)+^f(x-at)  +  |F(x-at). 

Für  x  —  at  <  0 : 
u  =  ~f(x  +  at)  -  AF(x+at)-  If(at-x)  +  ~F(at-x), 

a A-f(x  +  at)  +  lF(x+at)-^f(at  — x)  +  ^F(at-x). 

Da  uns  die  f(x)  und  F(x)  nur  gegeben  sind  für  positive  Argumente,  so 
ist  es  erlaubt,  denselben  für  negative  Werthe  von  x  beliebige  Bestimmungen 
zu  geben.  Wir  können  daher  setzen ,  um  die  oben  getrennten  u  und  a  in 
einen  Ausdruck  zusammenzubringen: 

f(x  —  at)  —  —  f  (at  —  x), 

F(x  — at)  =     F(at  — x). 

Es  ist  aber  nun  zu  untersuchen,  was  diese  Definition  bedeutet   Wir 

wollen  annehmen,  dass  die  Erregung  der  Bewegung  zur  Zeit  t=-*0  nur 

innerhalb  eines  bestimmten  Raumes  stattfindet  9  also  z.  B.  innerhalb  des 

Raumes  von  x  =  m  bis  x  =  n,  wo  n  >  m,  so  dass  also  unsere  f  und  F  für 
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grössere  und  kleinere  Argumente  als  m  und  n  verschwinden.  (§  229,  1 0.) 
Unsere  Definitionen  sagen  dann,  dass  während  einer  Erschütterung  auf  der 
positiven  Seite  zwischen  mn,  wie  der  Erschütterungsraum  kurz  bezeichnet 
werden  möge,  zugleich  eine  Erschütterung  auf  der  negativen  Seite  der  x  in 
gleicher  Entfernung  von  der  yz  Ebene  und  gleicher  Ausdehnung  stattfindet 
und  dass  wir  dann  die  Schlussebene  ganz  wegdenken  müssen ,  also  einen 
unbegrenzten  Cylinder  haben.  Im  Anfang  t  =  0  ist  auf  der  positiven  Seite 
von  x  also  die  Geschwindigkeit  und  Condensation  gegeben  durch  f  (x)  und 
F(x)  innerhalb  mn  und  auf  der  negativen  ist  die  anfängliche  Geschwindig- 
keit und  Condensation  —  f(x)  und  F(x).  Es  verhält  sich  demnach  der  ne- 
gative Erschütterungsraum  zum  anderen,  wie  dessen  Spiegelbild,  also  auch 
in  der  Art  der  Wellenerregung  und  Fortpflanzung.  Ein  jeder  Anfangs* 
zustand  verursacht  zwei  Wellenbewegungen,  eine  nach  der  positiven,  die 
andere  nach  der  negativen  Seite.  Die  Welle,  welche  nach  der  negativen 
Seite  von  der  negativen  Erregungsstelle  ausgeht,  haben  wir,  unserer  Auf- 
gabe entsprechend,  nicht  zu  berücksichtigen.  Wir  haben  demnach  folgende 
Gleichungen,  wenn  wir  nur  die  Werthe  von  u  suchen : 

1)  Von  dem  positiven  Erschütterungsraum  aus: 

ut  =  i  f  (x  —  at)  +  i  a  F  (x  —  at)  nach  der  positiven  Seite  zu,  5  229,  10. 
u,  =  i  f (x  +  at) — i  a  F  (x  -+-  at)    -      -    negativen    - 

2)  Von  dem  negativen  Erschütterungsraum  aus: 

u,  —  —  i  f  (x  +  at)  +  i  aF(x  +  at), 
da  dies  das  Spiegelbild  der  zweiten  Wellenerregung  von  1)  sein  muss. 

Eine  besondere  Untersuchung  verdienen  nun  noch  die  u,  und  u,,  um 
zu  finden,  ob  die  Bedingung  x  —  0,  u  —  0  für  jedes  t  erfüllt  ist. 

m  erreicht  den  Punkt  x  «■  0  in  der  Zeit  —  und  verlässt  ihn  nach  der 

a 

Zeit  —  und  u,  ebenso  in  der  Zeit  —  und  — .    Zwischen  dieser  Zeit  haben 
a  3  a  a 

wir  also  für  x  =  0  immer  die  entgegengesetzt  gleichen  Geschwindigkeiten, 
mithin  immer  Ruhe. 

Nach  Verlauf  der  Zeit  —  kommt  u,  nicht  mehr  in  Betracht  und  es 

a  ^ 

bleiben  nur  noch  ut  und  u,.  Der  letztere  Wellenzug  ist  dann  der  reflectirte, 
der  sich  in  der  Richtung  der  positiven  x  fortpflanzt,  während  ut  dem  ge- 
wöhnlich fortschreitenden  angehört. 


2.    An  beiden  Seiten  begrenzter  Cylinder. 

Der  Cylinder  sei  beiderseits  durch  Ebenen  senkrecht  zur  Axe  begrenzt 
und  zwar  in  x  =  0  und  x  =  c.  Zu  den  Bedingungen  der  vorigen  Nummer 
kommt  noch  u  =  0,  wenn  x  =  c  für  jedes  beliebige  t.  f  (x),  F  (x)  sind  jetzt 
für  t  =  0  bestimmt,  wenn  0  <  x  <  c  ist. 
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Wir  setzen  wieder 

1  1 

u  =  t/,(x  +  at)  +*(x  —  at),     a  =  —  —  ip(x  +  at)  +  —  *(x  —  *), 

«  a 

und  erhalten  dann  wie  oben 

t//(x)  =  |f(x)-|-F(x),    *(x)  =  |-f(x)  +  |F(x). 

Da  x  nur  die  positiven  Werthe  von  0  bis  c  haben  kann,  so  umfasst 
x  +  at  alle  positiven  Werthe  von  0  bis  oo, 
x  —  at  alle  Werthe  von  c  bis  —  oo. 

Innerhalb  der  Grenzen  0  bis  oo  wird  für  u  und  o  ip  in  Anspruch  ge- 
nommen und  von  c  bis  —  oc  die  Function  #,  beide  aber  sind  bis  jetzt  nur 
für  die  Argumente  0  bis  c  bekannt. 

Nun  ist  weiter  nach  den  Grenzbedingungen 

0«=t//(at)+*(—  at),       ^,(c  +  at)  +  j(c  —  at)=0. 

Da  nun  xp  von  0  bis  c  gegeben  ist,  so  liefert  die  erste  Gleichung  %  von 
0  bis  —  c,  da  aber  %  der  Annahme  nach  schon  bekannt  ist  von  0  bis  -+-  c, 
so  ist  es  nun  bestimmt  ftlr  alle  Argumente  von  —  c  bis  +  c. 

Setzt  man  dies  in  die  andere  Gleichung  ein,  also  statt  c  —  at  alle 
Werthe  von  — c  bis  +c,  d.  h.  alle  Werthe  at  von  2  c  bis  0,  so  ergiebt  sich 
xp  bestimmt  für  alle  Argumente  c  -j-at  von  3  c  bis  c,  also  für  at  von  2  c 
bis  0. 

Benutzt  man  nun  die  Kenntniss  der  Function  xp  für  die  erweiterten 
Argumente  at  wiederum  in  der  ersten  Gleichung,  so  findet  man  %  für 
Argumente  von  -f-  c  bis  —  2  c.  Damit  kann  nun  abermals  mit  Hülfe  der 
zweiten  Gleichung  das  Gebiet  von  xp  erweitert  werden  u.  s.  f. 

Setzt  man  c  +  at  =  s,  so  ist  — ip(ß)  =  +x( — s  +  2c)  aus  der 
zweiten  Gleichung  und  aus  der  ersten  Gleichung  i//(s)  =  —  xi —  s)"  ^ar- 
aus  folgt  x( —  s)  =X( —  s  +  2  c),  wodurch  die  Periodicität  von  %  und  da- 
mit von  xp  erwiesen  ist. 

Das  ganze  Problem  können  wir  ebenso  behandeln,  wie  das  der  vorigen 
Nummer,  nur  haben  wir  hier  zwei  Definitionen  mehr  einzufüren,  es  muss  sein 
f  (—  x)  =  —  f  (x),  F  (—  x)  =  F  (x), 

f(x  +  2c)-=f(x),  F(x  +  2c)~F«. 


Ausbreitung  des  Schalles.    (§  236.) 

1.    Ausbreitung  der  Schwingung  in   der  Luft,  die  ausgeht 
von  einer  kleinen  schwingenden  Kugel.*) 

Es  möge  eine  kleine  feste  Kugel  vom  Radius  R  in  der  Richtung  einer 
Geraden  (der  z  Axe)  Schwingungen  machen,  die  gegeben  sind  durch 

v  =  f  (t)  =  c  sin  x  at. 

*)  Kirchhoff  a.  a.  0.  S.  317. 
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Die  Schwingung  beginnt  mit  t,  es  ist  also  f  (t)  für  negative  t  gleich  Null 
Wir  können  das  Geschwindigkeitspotential  (§  229,  7.)  setzen 


,-|pf*), 


wo  wir  über  F  noch  bestimmen  können,  r  bezeichnet  die  Entfernung  eines 
Punktes  in  der  die  Kugel  umgebenden  Luft  vom  Coordinatenanfang,  so  dass 
also  r  >  R  ist. 

Statt  des  obigen  Ausdruckes  von  q>  können  wir  setzen 

B  /F(r-at)\3r       d  /F(r-at)\ 

*  =  5?r~- 7—  )5i  =  Fr{— J—  Jcos*         (a-> 

wo  &  den  Winkel  zwischen  der  lAxe  and  der  Richtung  r  bedeutet 
Die  Componente  der  Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  r  ist  also 


dcp       £ß  /F(r- at)\ 


In  der  Entfernung  R  ist  diese  gleich  der  gegebenen  Geschwindigkeit 
der  schwingenden  Kugel  Wir  erhalten  demnach  folgende  Differential- 
gleichung zur  Bestimmung  der  noch  willkürlichen  Function  F 

dm        d*  /F(R— at)\  Ä 

jjjj-  —  ^gä  f ~ J .  cos  &  —  c  sin  x  at .  cos  &. 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  giebt 

^F(R— at)— ^fF(R  — at)  +  ~F"(R  — at)  — csinxat. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

F(R  — at)  — U(t)  — U,  (b.) 

also 

«— .P(R-».x  r»_- ,— i.«    r-<R-.„-i.™ 

so  geht  unsere  Differentialgleichung  Über  in 

R« U  +  a  R'  dt  +  aMl  1?  =  C  8U1  (x  at)"  (c'> 

Da  nun  U  jedenfalls  eine  periodische  Function  ist,  so  können  wir 
schreiben 

U  —  A  cos  xat  -f-  B  sin  xat. 

Die  hier  noch  unbekannten  Coefficienten  A  und  B  erhält  man,  indem 
man  diesen  angenommenen  Werth  von  U  in  (c.)  einführt  und  einzeln  die 
Coefficienten  von  sin  xat  und  cos  xat  einander  gleich  setzt. 

Diese  Rechnung  giebt 

^  03     2xR  _        ö32  —  x2R* 

also  ist 

it  n,     2xR  4  ,     D12  —  x2Rs   . 

U  —  —  cR'4  +  x4R4  cos  axt  +  cR'4+x4R4  sm  xat. 
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Nun  ist  nach  (b.) 

F(r-at)  =  ü(t-^=l5), 
also  endlich 

F(r  —  at)  =  A  cos  ax  ( t j  +  B  sin  xa  [t ] . 

Das  Geschwindigkeitspotential  des  Punktes  r  ist  dann 

d  f     cosx(at  — r  +  R)  sin  x (at  —  r  +  R)\ 

9  =  5F  \A r •" r J        *' 

Wenn  nun  xa  zwischen  gewissen  Grenzen  liegt,  giebt  die  Gleichung 

das  Gesetz,  nach  dem  sich  dieser  Ton,  der  von  der  sich  bewegenden  Kugel 

hervorgebracht  wird,  in  der  Luft  verbreitet. 

Nach  den  früheren  §  224  etc.  eingeführten  Bezeichnungen  ist 

xa  x 

da  die  hier  mit  a  bezeichnete  Grösse  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist. 

Suchen  wir  nun  die  Punkte,  auf  denen  keine  Verdichtung  stattfindet, 
so  haben  wir  zu  untersuchen,  wo  ^-=0  ist.  Es  enthält  aber  -*£■  den  Fac- 
tor cos  #,  mithin  ist  für  cos  &  =  0  oder  #  ==  90°,  d.  L  in  einer  Ebene 
senkrecht  zur  Schwingungsrichtung  durch  den  Mittelpunkt  der  schwingen- 
den Kugel  gelegt,  ist  die  Verdichtung  gleich  Null* 

Die  obige  Gleichung  für  cp  kann  noch  vereinfacht  werden,  indem  man 
setzt  F  (r  —  at)  =  C  sin  x  (at  —  r  +•  R  +  S). 

Wenn  man  nämlich  die  eben  eingeführten  Ausdrücke  entwickelt  und 
dann  die  Coefficienten  von  cos  x(at  —  r)  und  sin  x(at  —  r)  einander  gleich- 
setzt, erhält  man  die  beiden  Gleichungen : 

A  cos  xR  +  JB  sin  xR  =  C  sin  x(R  +  ($), 
—  A  sin  xR  +  jB  cosxR  =  C  cosx(R  +  d), 
mithin  (?=^,+  JBs, 

R      A  A  cos  xR+l?sin  xR 

le(   +Ö)s~  —  Asm  xR+J3cosxR' 

2.    Potential  für  weit  entfernte  Punkte. 

Nach  1.  ist  für  einen  Punkt,  dessen  Entfernung  vom  Anfangs- 
punkte r  ist, 

d  Csinx(at  —  r-f-R  +  <J)         a    .  . 

qp  =  p ■ — -  cos  #,  d.  l. 

y  =  {  -  C*  co8x(at->+R+d)  _  c  sin  >(at-r+R+0  }C08  j. 

Wenn  wir  nun  zunächst  für  weit  entfernte  Punkte,  also  grosse  r,  das 
Glied  mit  r*  im  Nenner  vernachlässigen  gegen  das,  welches  nur  r  dort  hat, 


r,xcosx(at  —  r+R  +  <J)         a 
q)  =  —  C ! ■ — •  cos  &. 


so  bleibt 

cd  s= —  li 

r 
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Wir  verallgemeinern  ferner  diesen  Ausdruck,  indem  wir  statt  der  er- 
regenden Kugel  einen  erregenden  Punkt  nehmen,  also  R  =  0  setzen,  und 
ein  anderes  Coordinatensystem  einführen,  so  dass  der  erregende  Punkt  die 
Coordinaten  a,  /?,  y  hat,  während  der  erregte  Punkt  vom  Coordinatenanfang 
die  Entfernung  q  habe  und  r  nun,  da  R  =  0  ist,  die  Entfernung  des  er- 
regenden Punktes  vom  erregten  ausdrückt.  Wenn  wir  ferner  statt  der  Co- 
ordinaten x,  y,  z  Kugelcoordinaten  einführen,  so  können  wir  setzen 
x  =  0  cos  w,  y  —  q  sin  w  cos  ty  z  «*»  q  sin  w  sin  ip 
und  es  ist,  wenn  o1  -+•  ß%  +  y1  =**  c1  ist: 

r==a  \  Q*  +  e* —  ^  ^e  f  —  cos  w  +  —  sin  w  cos  ip  +  —  sin  w  sin  ^  ] , 

=  ß  —  a  cos  co  —  /?  sin  o>  cos  i//  —  y  sin  u  sin  i//, 
wenn  die  weiteren  Glieder,  welche  q  im  Nenner  bekommen,  vernachlässigt 
werden.  Den  Factor  cos  #  müssen  wir  dann  auch  entfernen,  wenn  der  Er- 
regungspunkt, der  statt  der  erregenden  Kugel  gesetzt  ist,  solche  Schwin- 
gungen erregt,  die  nach  allen  Richtungen  dieselben  Geschwindigkeiten  haben. 
Wenn  noch  zur  Abkürzung  a  cos  io-{-ß  sin  w  cos  ip  +  y  sin  co  sin  q>  «=  Q 

gesetzt  wird  und  nur  Glieder  der  Dimension  —  beibehalten  werden,  so  er- 
halten wir 

^xcosxfat — e)cos(0-t-<5)       ^xsinx(at  —  e)sin(©  +  d) 

W  = {j,  — — — — — ^— — — — — ^-^—   -4-  la  — — — — — — — — ^— — - — — 

oder  endlich  abgekürzt 

M  cos  x  (o  —  at)      M  sin  x  (p  —  at) 

=3  M  — — — —  —  m  — — 

wo  die  M,  M,  unabhängig  von  q  sind,  aber  möglicher  Weise  abhängig  von 
den  Winkeln,  welche  die  Richtung  g  mit  den  Coordinatenaxen  bildet. 
Statt  dieses  Ausdrucks  können  wir  nun  wieder  einfacher  setzen 

Qrcos(xp  —  xat-+-  S) 

v~% -q • 

woi8t  ■»-■-  + HA    t,a-i. 


Transversale  Schwingungen  der  Saiten.    (§  245.) 

1.   Differentialgleichungen  einer  schwingenden  Saite.*) 

Um  die  hierher  gehörigen  Gleichungen  aufzustellen,  müssen  wir  zurück 
zum  Anhang  zu  §§64 — 74,  I.  B.  und  dort  mit  Hülfe  des  Princips  von 
D'Alembert  zu  den  auf  das  Innere  wirkenden  Kräften  die  Trägheitskräfte 
hinzufügen.  Diese  sind  aber,  wenn  G  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  und 
damit  Gdxdyds  das  Gewicht  des  Volumenelementes  dxdyds  bedeutet,  nach 
den  dort  eingeführten  Raumcoordinaten 

*)  Clebsch,  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper.   §  59. 
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—  -dxdyds^-,        — -dxdyds-^,         —-dxdyds^, 

Um  nun  diese  Grössen  auf  das  mit  dem  Elemente  sich  bewegende  Coor- 
dtoatensystem  zu  beziehen,  benutzen  wir  die  Formeln  S.  97  (b),  wenn  u, 
v,  w  als  Yon  höherer  Ordnung  vernachlässigt  werden.  Wir  können  dann 
ausserdem  z  =■  0  setzen,  da  es  sich  um  einen  Punkt  des  Querschnitts  han- 
delt, der  einem  bestimmten  Werthe  Ton  s  entspricht  Diese  Einsetzung 
giebt  zunächst  für  den  ersten  Werth 

32xf d2§  31  cos  xx'  d*  cos  yx' 

W  ~  dt5  +  x  ~dt*~  +  y  — "flu1-  ' 

Mithin  ist,  wenn  die  abgekürzte  Bezeichnung  der  cos  S.  98  benutzt  wird: 

-  g  dVj  öFdxdy — 7  dsi/  U«  +  x  ?e  +  y  "3*7 dxdy' 

Da  nun  §,  17,  £,  a . . .  von  x,  y  unabhängig  sind,  so  erhält  man  für 
diesen  Ausdruck,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  ,/yfx  dx  dy  mm  0, 
ffy  dx  dy  —  0  den  einfachen  Werth 

g   .  aag 
-  g qds  w 

Ebenso  findet  man  die  anderen  Trägheitskräfte  ausgedrückt  durch 

G     .   d*n 

-gq*3?' 

Das  Drehungsmoment  in  Bezug  auf  eine  Axe,  welche  der  im  Räume 
festen  xAxe  parallel  durch  den  Punkt  §,  17,  £  gelegt  wird,  ist,  da  die  Mo- 
mentenarme sind  y'  — 17, 1!  —  f : 

Wird  dies  wie  oben  für  das  bewegliche  Coordinatensystem  transformirt, 
so  erhält  man  dafür 
G 


->If 


^  +  I^  +  ^)^+y«] 


+  *  ^  +  y  -g(rj  (*y,  4-  Wi)  I  fc^- 


at2  "*"    ats 

Dies  giebt,  da  J/xy dxdy  =  0  und  //Vdxdy  —  A.*q,  <//*y*dxdy=a»x,q, 
wie  schon  froher  eingeführt,  den  ersten  der  folgenden  Ausdrücke.  Die 
anderen  beiden  erhalt  man  auf  dieselbe  Art 


_|f*{r(r.^_^)+„(^-^)}. 

-i«*W-#-'&)-'-'M)M£)r 
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Vergleicht  man  diese  Werthe  mit  S.  101 ,  so  ist  nun  su  setzen  statt 
PA  P*  P,s  M„  M,,  M,',  M,". . . 

P'"T'*     V<-!*&1     p«'-?^' 

M|     i q*  ~9t» '       "■     7 q*  dt' "' 

Für  unseren  Zweck  vereinfachen  sich  aber  diese  Ausdrücke  wegen 
der  folgenden  Voraussetzungen.  Die  Anfangslage  einer  Saite  ist  eine  gerade 
Linie,  denn  von  der  Krümmung,  die  in  Folge  der  Schwere  eintreten  kann, 
ist  hier  abzusehen;  ferner  werden  die  Amplituden  sehr  klein  angenommen. 
Es  ist  mithin  xx'  =  yy'  =  zzf  —  0,  also  at  *■»/?,=  y  «s  1 ,  während  die 
anderen  Winkel  wenig  von  90°  abweichen.   Dann  ist  nach  S.  107 : 

3u  .  dv 

!»,=<-  —  «,  —  g>,        £«—  u,        ij  — v,        f— z  +  w. 

Die  obigen  Ausdrücke  reduciren  sich  demnach  auf  die  folgenden: 

_        G     c*u  '    G     c^y         _        G     8V 

p'-gqW      Pj'-?qöP'      p''_7q3F' 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  bleiben  die  Variabein  getrennt,  wie 
in  S.  108. 

Da  wir  nun  hier  nur  die  Transversalschwingungen  betrachten,  so  er* 
halten  wir  endlich  durch  Einsetzung  der  erhaltenen  Ausdrücke  in  die 
Gleichgewichtsgleichungen  S.  108  die  gewünschten  Differentialgleichungen. 

und  die  Grenzbedingungen  für  z  =  1: 

Eq*'S B+c£+M*'+7qx,5t^ 

r   ,.S3u  A    ,  „du   ,    «...    ,     G     ..   ö8u 

Eq^=-A+C&  +  M''  +  g  q* SeSk' 

Klein,  Theorie  der  Elasticität  etc.  12 
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2 


),  =  , Ml" 


Da,  wie  unter  5.  nachgewiesen  werden  soll,  für  unsere  Untersuchung 
von  allen  äusseren  Kräften  abgesehen  werden  darf,  so  können  wir 
py,  :=  px,  =  M2"  =«  M,"  —  0  setzen. 

Beide  Gleichungen  stimmen  für  u  und  v  bis  auf  die  Trägheitsradien 
völlig  tiberein.  Daraus  geht  hervor,  dass,  wenn  die  beiden  Hauptträgheits- 
momente des  Querschnittes  nicht  gleich  sind,  die  ursprünglich  erregten 
Schwingungen  sich  in  zwei  Gomponenten  sondern,  von  denen  die  eine  der 
einen,  <U?  andere  der  anderen  Hauptaxe  des  Querschnittes  parallel  gerichtet 
ist  und  dass  die  Tonreihen,  welche  bei  diesen  beiden  Theilen  der  Schwin- 
gungen erzeugt  werden,  nicht  völlig  identisch  sind,  sondern  um  so  ver- 
schiedener, je  verschiedener  jene  Trägheitsmomente  sind. 

Ist  ferner  der  Querschnitt  der  Saite  so  klein,  dass  selbst  noch  Eqx* 
oder  Eq>l2  sehr  klein  bleiben  und  ist  die  Spannung  sehr  gross,  so  wird  aus 
den  obigen  Gleichungen 

rd*v       G     d2\  „d2u       G     ö2u 

Letztere  Gleichungen  erhält  man  also,  wenn  die  Saiten  als  absolut 
biegsam  vorausgesetzt  sind,  also  dieselben  die  Elasticität  nur  durch  die 
spannenden  Gewichte  erhalten  haben,  während  in  den  obigen  allgemeinen 
eine  gegenseitige  Anziehung  der  einzelnen  Moleküle,  die  diesen  schon  eine 
gewisse  Gleichgewichtslage  giebt,  hinzugenommen  ist. 

2.    Integration  der  Gleichungen. 

Da  jede  Art  der  Transversalschwingungen  sogleich  in  zwei  zu  einander 
senkrechte  zerlegt  werden  kann  und  jede  derselben  zu  derselben  Art  Glei- 
chung führt,  so  ist  es  genügend,  nur  eine  Art  zu  betrachten.  Die  zu  be- 
handelnde Gleichung  ist  demnach  unter  Vernachlässigung  der  äusseren 
Kräfte,  wenn  die  Spannung  C  nun  mit  S  bezeichnet  wird: 

Eq*  3F-sW-iq3p+7«A  WS*' 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Enden  fest  sind,  ohne  die  Richtung  der  Saite 

zu  bestimmen ,  dass  ferner  die  Enden  keinerlei  Drehungsmomenten  unter- 

worfen  sind,  also  Mxi  =  Myi  =  0,  so  ist 

ö2u 
u  =  0,      ^-2  =  0  für  z  =  0  und  z  =  l. 

Die  Schwingungen  sollen  ferner  eine  so  geringe  Amplitude  haben» 
dass  trotz  derselben  die  Grösse  der  Spannung  unverändert  bleibt. 

Die  erste  der  obigen  Grenzbedingungen  bleibt  hier  unberücksichtigt» 
denn  sie  könnte  nur  dazu  dienen ,  eine  Beziehung  zwischen  der  Spannung^ 
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und  den  anderen  Kräften  A  und  B  zu  geben ,  die  für  unsere  Betrachtung 
gleichgültig  ist. 

Da  unser  u  eine  periodische  Function  von  t  ist,  so  können  wir  nach 
§  224  setzen : 


u  —  ^  (u.  cos  xot+u!,  sin  x«t), 


n=0 

wo  un  und  un  Functionen  von  z  allein  und  die  x„ ,  welche  nach  §  224  (27.) 

2tt 

-=r  —  2  nn  sind,  weiter  zu  bestimmende  Grössen  sind. 

Die  mit  demselben  sin.  oder  cos.  multipHcirten  Glieder  dieser  Summe 
stellen  eine  Einzelschwingung  vor  und  jedes  dieser  Glieder  muss  für  sich 
der  Differentialgleichung  genügen. 

Setzen  wir  zunächst,  um  die  Einzelschwingungen  zu  erhalten, 

u  =  uD  cos  xnt. 

Die  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  die  Bedingungsgleichung  giebt 
zur  Bestimmung  von  un  folgende  Differentialgleichung: 

^-•%+>->§. 

Dieser  Gleichung  wird  genügt  durch  u„  =»  e*nI,  wo  nun  für  cra  sich 
vier  Werthe  ergeben,  als  die  Wurzeln  der  Gleichung  des  vierten  Grades, 
die  durch  Einsetzen  dieses  Integrals  in  die  Differentialgleichung  folgt,  also 

der  Gleichung 

G              G 
EqA*a£  =  SaJH qxj AsqxJ  «2  • 

Da  diese  Gleichung  auf  0  gebracht  einen  Zeichenwechsel  und  eine 
Zeichenfolge  enthält,  so  hat  al ,  wenn  xn  reell  ist,  einen  positiven  und  einen 
negativen  Werth.  Die  Form  der  Werthe  von  an  ist  demnach,  wenn  durch 
a*  und  —  ß%  die  Werthe  von  aj  bezeichnet  werden : 

Die  betreffenden  Integrale  sind  dann: 


az  —az  ß  \/—\  — -  ß  l/— 1 

e    ,      e       ,      er  r      ,      e    r  f 


wo  ist 


l»g      ^f  \     2EqA'g     )^ 


^_gS-GA'qxii   ,  |/fcS  —  GA'qxn'V,    Gx* 
und 


a  2EqA»g        '   r    V     2EqA2g     )   '   Eq*1 


*. gS-GA'qx»      1//gS-G^x!{y     Gxü 

P~  2EqÄag      "^r    V     2EqJL'g     J^Eqtf 

Statt  der  obigen  .Integrale  können  wir  setzen: 

az  — az  a  -      a 

e    ,      e        ,      cos  /9z,      sin  /?z, 
so  dass  endlich  der  allgemeine  Ausdruck  von  un  ist: 

un  =  An  cos  ßz  +  Bn  sin  ßz  +  Cn  eaz+  Dn  e~  az. 
Zur  Bestimmung  der  Constanten  besitzen  wir  die  oben  angegebenen 
Bedingungen  für  z  =  0  und  z  «=  1.   Dies  führt  zu  den  Gleichungen : 

12* 
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z  —  0,      0  —  A„+Cn  +  Dn, 

0  —  —  /FAn  +  aMCn  +  Dn), 

z  ob  1,       0  —  An  cos  ßl  +  B„  sin  ßl  +  Cn  e  -f-  Dn  e~~   , 

0  —  —  0»(An cos /91+Bn  sin  /fl)+ a2 (c„ eal+  DB e~~al). 
Wenn  nun  a2  nicht  =■*  ß*  ist,  so  ist  hiernach 

1)  An=0,  Cn  =  0,  Dn  =  0 

sin  ß\  =  0,  d.  h.  ß\  =  tt,  2  /r,  3  tt  . . . 

2)  A„«0,  Bn  — 0,  Cn  =  —  Dn 

e^—e""*1,  d.  h.  al  —  it V^i  2tc\/^1,  3*r|/^T... 
Die  Resultate  unter  2)  geben  für  al  die  Werthe  von  ßl  aus  1)  nur  mit 

y/ — 1  multiplicirt.     Schreiben  wir  daher  in  dem  allgemeinen  Ausdruck 

a 
/ — -  statt  /9,  so  erhalten  wir  dieselben  Werthe,  nur  mit  einer  Verdrehung 

der  Buchstaben,  mithin  ist  2)  nur  eine  Wiederholung  von  1). 

Wenn  aber  cf  —  ß*  ist,  so  muss  die  obige  Gleichung,  da  dann 
gS  =  GA2qxn  ist,  sich  reduciren  auf 

„    *«d4u       G 

Dieser  Fall  soll  später  §  247,  4.  untersucht  werden,  denn  diese  Diffe- 
rentialgleichung resultirt  aus  Bedingungen,  denen  die  Schwingungen  der 
Stäbe,  bei  denen  keine  Spannung  vorhanden  ist,  unterworfen  sind. 

Setzt  man  nun  ß  =  -y ,  -y-,  -r-,...  in  die  obige  Gleichung  ein  zur 

Berechnung  von  xn ,  so  erhält  man  wirklich  nur  reelle  Werthe  von  xn ,  was 
den  Satz  ergiebt,  dass  nur  periodische  Bewegungen  eintreten  können.  Denn 
könnte  xn  imaginär  werden,  so  würde  auch  sin  xnt  und  cos  xnt  imaginär 
werden  und  die  trigonometrischen  Grössen  würden  auf  Theile  führen,  welche 
die  Zeit  in  Exponentialgrössen  enthielten,  d.  h.  auf  Glieder,  die  mit  zuneh- 
mender Zeit  entweder  Null  werden  oder  ins  Unendliche  wachsen  müssen, 
so  dass  also  die  Ausdehnungen  nicht  innerhalb  unveränderlicher  Grenzen 
ausgeführt  werden.' 

Die  verschiedenen  xn  sind  dann: 

__  n  1/g^Eq^  +  Sl2)      2  7r|/g^qÄ247r2+Sl2) 
Xn—  1   V    G.q^  +  A,2^)    '      1     r     G.q(l2  +  ;t24rc2)  '"' 


njrl/gflE 
1     V    G. 


(Eqtfn'V+Sl2) 


q(l2+X2n27r2)' 

Nehmen  wir  hier  die  Spannung  S  sehr  gross  und  dagegen  den  Quer- 
schnitt ausserordentlich  klein ,  d.  h.  nehmen  wir  die  Saiten  vollkommen 
biegsam,  so  dass  Ep^n^TT2  gegen  Sl2  und  l*ri*  gegen  l2  verschwindet, 

so  ist :  

_££l/gS       2^1/p       3£r|/gS 
Xn—  1  V   Gq'      ~Tf   Gq'        1   V  Gq"" 
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Diese  Reibe  zeigt,  da»  die  vorhandenen  Einzelschwingungen  geben 
Grundton,  Octave,  Quinte  der  Octave  u.  s.  f.  und  dass  die  Schwingungszahl 

des  Grundtones  ist  proportional  y  1/ 1—  * 

Dieselben  Resultate  liefern  die  anderen  Einzelschwingungen ,  für  die 
u=*un  sin  xDt  ist 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Transversakchwingungen  der  gespann- 
ten Saiten  ist  demnach 

u  — ^, (Bn  cos  xnt  +  BB  sin  xnt)  sin  —  — . 

D=0 

Zur  Bestimmung  der  darin  noch  enthaltenen  Constanten  gehören  die 
zu  Anfang  stattfindenden  Bedingungen.  Setzen  wir  nun  für  t«—0,  u— f(x), 

wo  f(z)  —*  0  wird,  wenn  die  Saite  gerade  ist,  und  ^-  —  F(z),  wo  also  F(z) 

die  anfängliche  Geschwindigkeit  parallel  der  xAxe  bedeutet.  Die  Einführung 
dieser  Bedingungen  giebt 


f(z)-2B 


n?rz 

sm  — =— 
1 

D  =  <X> 


F(i)-2*Af|iiB,rl 


1 

Hieraus  lassen  sich  die  B0  und  Bü  wie  folgt  bestimmen.  M ultiplicirt 

man  jede  der  obigen  Gleichungen  mit  sin  — =—  und  integrirt  sodann  über 

die  ganze  Saite,  also  von  0  bis  1,  so  fallen  rechts  alle  Glieder  fort  bis  auf 
Bh  und  JBh  und  man  erhält: 

/f(*)8in^idz-.lBh, 

0 

wo  Bh  «=  0  ist,  wenn  f  (z)  =  0,  <L  h.  die  Saite  zu  Anfang  geradlinig  ist,  und 

/>,  N  .    h/rz  1 

F(z)  sm  — r—  dz  =-=  Xh  ■=■  Bh  • 
o 


3«    Näherun gsformeln. 

Wenn  wir  die  in  1.  gefundenen  Momente  der  Trägheitskräfte  oder  die 
betreffenden  Cos.  vernachlässigen,  so  reducirt  sich  die  Differentialgleichung 
für  die  transversal  schwingende  Saite  in  2.  auf: 

^,    ...  ö4u       „  d*u       G     ö*u  ,  , 

Eqiw"8W_7qw  (a° 

Die  Bedingungen  am  Ende  der  Saite  bleiben  dieselben. 
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Die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  aa  wird  aber 


also 


EqAIa£  =  Sa*4--jqx2, 


2Eqüi 


+VMMm$-       <m 


F 2EqTi  +  r  ^b  +  \2E^p)-  (C-) 

Die  weitere  Rechnung,  wie  sie  in  2.  angegeben  ist,  liefert  dann 

,  _  n'^EgA*      n'yr'gS 
*n  —      14G       "■"    Gql*   ' 

I 

Nach  §  247,  4.  ist  das  erste  Glied  dem  Quadrat  der  Schwingungszahl 
für  einen  nieht  gespannten  Stab  und  das  zweite  Glied  nach  2.  dem  Quadrat 
der  Schwingungszahl  einer  vollkommen  biegsamen  Saite  proportional.  Diese 
Zusammensetzung  der  Schwingungszahl  ist  von  Savart*)  und  deren  theore- 
tische Begründung  von  Duhamel**)  gegeben  worden. 

Bezeichnet  man  mit  n  und  P  die  Schwingungszahl  und  die  Spannung 
einer  absolut  biegsamen  Saite,  so  ist  n*=xP,  wo  x  eine  Constante  ist, 
welche  von  der  Länge  und  Masse  der  Saite  abhängt.  Wenn  man  nun  bei 
der  wirklichen  ungespannten  Saite  annimmt,  sie  wäre  vollkommen  biegsam 
und  dafür  einer  Spannung  P0  unterworfen ,  so  würde  dann  die  Bewegung 
die  sein,  welche  blos  aus  ihrer  Steifheit  entspringt;  es  würde  also,  da  die 
Saite  sich  in  dem  vorigen  Zustande  befände,  sein  nj  =  xP0.  Die  gespannte 
Saite  könnte  man  sich  darnach  vorstellen  als  eine  solche,  die  bei  vollkomme- 
ner Biegsamkeit  durch  P0  -f-  P,  gespannt  wäre,  mithin  ist  dann 

xJ:4  7r2  =  x(P0  +  P1)  =  n02  +  n?. 

Diese  Schlussfolgerung  ist  im  Allgemeinen  nicht  richtig,  wie  Seebeck  ***) 

nachgewiesen  hat,  denn  die  Kraft,  welche  ein  Theilchen  bei  eintretender 

ö*u 
Biegung  vermöge  der  Spannung  durch  P0  erfährt,  ist  P0. 3-^,  die  Kraft  aber, 

welche  von  der  Steifheit  herrührt,  ist  —  EqA*  -5-^,  es  müsste  also  nach  der 

obigen  Betrachtung  sein: 

D  d*u  „    .^u 

Diese  Gleichung  kann  aber  nur  gelten  für  eine  bestimmte  Gestalt  des 
schwingenden  Drahtes,  die  gegeben  ist  durch  u  —  a  sin  cz.  Diese  Gestalt 
aber  kann  nie  bei  einem  an  beiden  Enden  eingeklemmten  Stab  oder  Draht, 
wie  ihn  Savart  nach  Seebeck  benutzte,  vorhanden  sein,  sondern  diese  Bedin- 


*)  Ann.  de  Chim.  et  Phys.    S.  DL   T.  VI. 
**)  Compt.  rend.   T.  XIV. 

***)  Ueber  die  Querschwingnngen  gespannter  und  nicht  gespannter  elastischer 
Stäbe.    Abh.  der  math.-phys.  Glasse  der  Ges.  d.  Wiss.  za  Leipzig  1849. 
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gung  ist  nur  erfüllt  bei  der  im  Obigen  gemachten  Vernachlässigung  oder 
nach  $  247,  4.  bei  einem  an  beiden  Seiten  angestemmten  Stab  oder  bei 
einer  bestimmten  Annahme  Ober  die  Spannung,  die  in  2.  angegeben  und 
wiederum  §  247,  4.  erwähnt  ist. 

Da  nun  auch  die  Versuchsreihen  von  Savart  nicht  vollständig  mit  den 
Ton  ihm  benutzten  Formeln  übereinstimmen,  so  macht  Seebeck  folgende 
theoretische  Entwicklung,  die  eine  genügende  Uebereinstimmung  mit  den 
Beobachtungen  gegeben  hat  Wir  gehen  aus  von  der  obigen  vereinfachten 
Gleichung  (aj,  nehmen  aber  andere  Grenzbedingungen,  indem  wir  voraus- 
setzen ,  dass  durch  eine  Einspannung  der  Enden  eines  steifen  Fadens  die 
Drehungsmomente  nicht  verschwinden,  wohl  aber  die  Saite  an  den  End- 

punkten  so  bleiben  muss,  dass  ^-  —  0  ist.  Diese  Annahme  wiederholt  sich 

bei  den  Stäben  §  247.  Dies  führt  mit  den  in  2«  gebrauchten  Bezeichnun- 
gen zu  den  Bedingungen 
ZsBS=0,    u  —  0,    1)  AB  +  C0  +  D0— 0. 

^?_0,    2)  /»Bn+aC.  —  aDn=:0. 
z  — 1,     u  —  0,    3)  An  cos  ßl+Ba  sin ßl  +  Coe*1-}- Dn e"*1—  0. 

|?  mm  0,    4)  — /9AB  sin/Jl-HSBo  cos/fl+aC«  e*1—  aD„  e~al— 0. 

Aus  diesen  4  Gleichungen  kann  durch  Elimination  voi}  A,  B,  C,  D  eine 
Gleichung  gefunden  werden,  in  der  a  und  ß  nur  noch  enthalten  sind. 
Aus  1)  und  2)  findet  man  für  C0  und  Dn : 

2aCn  — —  aAn  —  /JB«, 
2oDn*»      ßBa  —  aXm. 
Werden  dann  die  dritte  und  vierte  mit  o  multipücirt  und  unter  Berück- 
sichtigung dieser  letzten  Gleichungen  addirt  und  subtrahirt,  so  erhält  man: 

B  (/Je"1—  a  sin  ßl  —  ß  cos  ß\)  —  A  (—  oefll-  ß  sin  ßl  +  a  cos /fl), 

A(ae"'al— /»sin/91— acos/?l)  =  B  {ße""*  +  a  sin  ßl  —  ß  cos  ßl). 
Durch  Multiplication  dieser  Gleichungen  erhält  man  endlich 

(a*„ß*)(eal—  e"-al)sin  ßl  —  2  aßit^+e""1)  cos  01  —  4aß. 
Hieraus  folgt 

M         2  aß   (efll  +  e~ttl  2  \ 

*     P  le    —  e  cos  01  (e    — e       )) 


und 


«*—/»*    e"1— e"""1  2 

COt  /*laaS  ^TaT  '    «1  ,      -«1+   .     oy{  «1  ,     -a\\  ' 

* aP     e    +  e  sm  ßl[e    +  e       ) 

Die  Entwickelung  der  Division  giebt : 
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,/B_i|a»i{,+,(.-"+.-«+.-«+...) 

-^(.-+.—+.-•-+.4  ■ 

*  o\       <**— /*M<       *(  — 2«1         —  4«1  .      —  6al  .  \ 

cot/?l—  2*j  U— 2Ve         —  e         +e         +  ...J 

2      /  — «1        —  3al  .      — 5al  ,        \1 

Wenn  keine  Spannung  vorbanden  ist,  also  S  =  0,  so  sind  die  Werthe 
a  und  ß  nach  (b.)  und  (c.)  einander  gleich  und  dann  nach  §  247,  2.  die 

2i  +  l 
Werthe  al  und  ß\  wenig  von  — x —  ^  verschieden.  Wenn  aber  eine  Span- 
nung hinzukommt,  so  wird  as  ohne  Ende  nach  (b.)  bis  <x>  zunehmen,  wäh 
rend  ßl  nach  den  eben  gefundenen  Gleichungentour  bis  \it  abnehmen  kann. 


-w 


—  ol 

Um  eine  erste  Annäherung  zu  erhalten,  setzen  wir  e  ,  welches 
schon  bei  ungespanntem  Draht  sehr  klein  ist,  verschwindend  klein  und  er- 

halten  demnach  tg  ßl  «■=   %_&  oc*er  nac'1  (M  unc*  (c*): 

Diese  erste  Annäherung  von  ß  setzt  man  in  (c.)  ein  und  berechnet 
damit  xn .  Wenn  nun  dieser  Näherungswerth  in  (d)  eingesetzt  wird,  erhält 
man  eine  zweite  Näherung  von  ß  für  (c)  u.  s.  f. 

Mit  Hülfe  dieses  Verfahrens  kann  man  also  die  Näherung  so  weit  treiben, 
als  man  nur  will,  wenn  aber  die  Steifheit  sehr  gering  ist  gegen  die  Span- 
nung, was  bei  gewöhnlichen  Saiten  zutrifft,  kann  man  noch  besondere 
Näherungsformeln  aufstellen. 

Nach  den  Gleichungen  (b)  und  (c)  ist: 

C12 

aM*  =  ß2l2-J--  — - 
°  Pi  +EqA2' 

KS12 
p— yi-    Da  nun  also  S  gross  ist,  so  mussal  * 

—  al 

auch  sehr  gross,  also  e        sehr  klein  sein,  es  enthält  mithin  die  Gleichung 
(d)  eine  erste  gewünschte  Näherung.  Diese  Gleichung  (d.)  kann  geschrieben 

wo  Xu  die  Zahl  xn  für  die  absolut  biegsame  Saite  bezeichnet. 
Nun  ist  nach  S.  180:  

Xn—  i  r  G3' 

also 


^_,„^{1+a?i}. 


w 
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Da  bei  geringer  Steifheit  xn  wenig  von  xi  verschieden  ist,  so  ist  eine 
erste  Annäherung: 

tg^-2n«[/"ffi, 

oder 

ßl «=  nn+arc  tag 2  nn  |/-jiö-  * 

Da  nun  die  Spannung  unserer  Annahme  nach  gross  und  n  (der  n16  Ton) 
nicht  sehr  gross  ist,  so  wird  diese  tag  nahezu  gleich  dem  Bogen,  also 

H-«(l  +  l|/«jg). 

Setzt  man  dann  diesen  Werth  in  (c)  ein  und  berechnet  xn,  so  erhalt 

man  bei  fortgesetzter  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  1/  -r^-  die 

Formel 


x.-xi{l  +  2j/E1}.  (0 


Nehmen  wir  eine  Saite,  deren  Querschnitt  ein  Kreis  mit  dem  Radius 
r  ist,  so  ist  q  =  nrr1,  X*  —  J  r1,  also 

Seebeck  giebt  noch  eine  weitere  Näherungsformel,  welche  er  durch 
folgende  Bemerkung  einleitet :  „Da  aber  diese  Formel  von  n  unabhängig 
ist,  so  sieht  man,  dass  bei  diesem  Grade  der  Annäherung  die  Folge  der  Töne 
noch  durch  die  natürliche  Zahlenreihe  dargestellt  wird.  Will  man  den  Ein- 
fluss  erkennen,  welchen  die  Steifheit  auf  die  Reinheit  der  von  den  Aliquot- 
tönen der  Saite  gebildeten  Intervalle  hat,  so  muss  man  die  Annäherung  noch 
einen  Schritt  weiter  fortsetzen.  Dies  kann  auf  folgende  Weise  geschehen, 
indem  man  die  zweite  nicht  aber  die  dritte  und  höhere  Potenzen  von 


v 


Eql* 

y^-  berücksichtigt." 

Aus  (f)  folgt  Xn_ 


x 

Dies  in  (e)  eingesetzt  giebt : 


-x'n       „l/Eqtf 


woraus  sich  dann  bei  der  eben  angegebenen  Vernachlässigung  ergiebt: 

Benutzt  man  diesen  Werth  nach  der  oben  angegebenen  Methode  zur 
weiteren  Rechnung,  so  findet  man  noch  genauer 

x2  =  x'n»  {l  +  4  J/W  +  (12  +  n*n*)  E^}. 
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4«    Gewöhnliche  Theorie. 

Bei  Losung  des  Problems  der  schwingenden  Saiten  wird  gewöhnlich 
die  Saite  als  ein  absolut  biegsamer  Körper  betrachtet.  Man  vernachlässigt 
also  die  von  dem  Elasticitätsmodul  und  den  Trägheitsradien  abhängigen 
Grössen.  Dieses  Problem  ist  auf  mannigfache  Art  behandelt  worden ;  wir 
schliessen  uns  an  die  Riemann'sche*)  Darstellung  der  Lösung  an,  wie  sie 
zuerst  von  Daniel  Bernoulli  gegeben  ist,  und  erhalten  dann  Sogleich  die 
Differentialgleichung  zu  §  249. 

Nach  den  im  Obigen  eingeführten  Coordinaten  hat  ein  Punkt  M = (0, 0,  z) 
nach  der  Verschiebung  die  Lage  m  =  (u,  v,  z  +  w)  und  ein  Punkt 
M'*»(0,0,  z-hdz)  kommt  nach  m'=«(u  +  du,  v+dv,  z  +  dz+w  +  dw). 

Mithin  ist  mm'2  —  du*  +  dv*  +  (dz  +  dw)f  und  cos  mm'AX  —  -^L 

mm' 

cosmm'^Y™ ,,    cosmm'^Z  — r— .     Da  wir  nun   unserem 

mm'  mm' 

Problem  entsprechend  voraussetzen,  dass  die  Abweichungen  der  Saite  von 

der  ursprünglichen  geraden  Linie  nur  gering  sind,  so  ist  mm'  =»  dz-f-dw, 

mithin : 

du  dv 

cos  m m'^X  = r- ,    cos  mm'^Y = -r—,   cos  m m'^Z  —  1. 

•+£  '+!• 

Durch  diese  Formänderung  wird  nun  aus  der  Länge  MM'  =  dz 

mm'  ==  dz  (l  +  — ).  Wenn  nun  S  die  ursprüngliche  Spannung  bedeutet, 

so  ist  die  dieser  Verlängerung  entsprechende  Spannungszunahme  nach  §  64: 

S'  —  S  =  E^,    also  S'  —  S  +  E?. 
dz  'dz 

Die  Componenten  dieser  Spannung  nach  den  drei  Coordinatenaxen 

sind  nun : 

du 

1.(«+.g„...-i-(s+^)A, 

dz 

T_f.  +  .J).„*~Y.-(.  +  .*)  Jfe. 


(»  +  ■£ 


cosmm'^Z  =  (S  +  E^). 


')  Biemami,  Partielle  Differentialgleichungen.  §§  74,  77. 
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Diese  Ausdrücke  müssen,  da  unserer  Annahme  nach  höhere  Potenzen 
der  Differentialquotienten  und  deren  Produkte  wegfallen,  sich  auf  folgende 
Werthe  reduciren: 

X-s£,      I-St,      Z-S  +  E?. 
di  dz  dz 

Um  nun  die  Spannungen  in  dem  benachbarten  Element  zu  finden, 

setzen  wir  statt  z  den  Werth  i  —  dz  und  erhalten : 


Diese  Kräfte  sind  den  obigen  entgegengesetzt,  es  bleiben  mithin  ab 
wirkende  Gomponenten: 

d*u  d*v  dHr 

X  —  X'  =  SVjdz,    Y  —  Y'—  s£-,dz,    Z  — Z'— E^dz. 

dz*  dz*  dz* 

Diese  Componenten  sind,  um  die  Differentialgleichungen  zu  finden, 
gleich  zu  setzen  denen  der  Trägheitekräfte,  so  dass  man  erhält: 

3*u        G     3Ju 
böz«~iq  öt»' 
c  ö*v        G      ö*v 

„  5Hr        G     a*w 

E3F™iq-5?- 

Unser  Problem  reducirt  sich  also  auf  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichung 

t  a*u    ö»u 

Sff 
wo  zur  Abkürzung  a*  für  ~  gesetzt  ist. 

Für  die  Integration  dieser  Gleichungen  verweisen  wir  auf  §  249,  2. 

Eg  S 

Dadort  a2  =  -j^,  so  ist  in  den  gefundenen  Resultaten  — -  zu  schreiben 

statt  E. 

5*  Von  den  äusseren  Kräften  kann  bei  den  Untersuchungen 
über  die  Schwingungen  abgesehen  werden.*) 

Die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  eines  elastischen  Körpers  sind 
nach  §64,  1.: 

ÖNf    ,   ÖTyx    ,   3T„    ,  v  ö*u 


2  y 


di,     pn     aT,r  av 

_5r-  +  ~ar  +  ~aT  +  ¥==maF' 
aT„     aT„  ,  ai*     _       av 


*)  Clebsch  a.  a.  0.  §  14. 
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Die  Kräfte  N  und  T,  so  wie  die  auf  die  Oberfläche  wirkenden  Kräfte 
P  cos  *r,  P  cos  x,  P  cos  q  (§  64,  1.,  S.  3)  sind  im  Allgemeinen  Functionen 
der  Coordinaten  des  Angriffspunktes,  also  während  der  Bewegung  von 
x  +  u,  y  +  v,  z  +  w.  Da  aber  nach  unserer  Annahme  u,  v,  w  sehr  kleine 
Grössen  sind,  so  können  wir  dieselben  gegen  x,  y,  z  vernachlässigen  und 
sagen ,  die  Kräfte  sind  Functionen  der  Coordinaten  des  Angriffspunktes  in 
der  Ruhelage  und  vorausgesetzt,  dass  diese  Kräfte  nicht  auch  mit  der  Zeit 
veränderlich  sind,  bleiben  sie  also  mir  Functionen  von  x,  y,  z.  Seien  nun 
u',  v',  w'  die  Verschiebungen  des  Angriffspunktes,  die  diese  Kräfte  hervor- 
bringen bis  vollständiges  Gleichgewicht  zwischen  ihnen  hergestellt  ist,  und 
seien  die  betreffenden  Spannungen  dann  mit  einem  Accent  bezeichnet,  so 
gilt  nach  §  64: 

und  an  der  Oberfläche 

N/  cos  p  +  Tiy  cos  q  -h  1»  cos  r  =■=  P  cos  tt, 

Tiy  cos  p  +  N2'  cos  q  +  VJt  cos  r  =  P  cos  x, 

TJX  cos  p  +  TJy  cos  q  +  N3'  cos  r  =  P  cos  q. 

Setzt  man  nun  für  die  Bewegungen  des  Körpers  unter  dem  Einfluss 

derselben  Kräfte  u  —  u'  +  u",  v^vf+v",  w  =  w' + w' ',  wo  u",  v",  w" 

die  Bewegungen  von  der  Gleichgewichtslage  aus  bedeuten,  so  ist 

Nt  =  N/  +  N/',      N2  =  Na'  +  N,",      N3  —  Ns'  +  Na". 

Es  bleibt  dann  mit  Rücksicht  auf  die  soeben  aufgestellten  Gleichungen 

nur  übrig : 

32u"  _  ÖN/'       ÖT£       3T& 

m~W öT+   öy   +~öz  ' 

3V  _  ÖT?y       dN£       ÖT£ 
m"aF öT+   öy    +    öz    ' 

m"atr_"är  +  "ä7      & 

und  an  der  Grenze 

N/'  cos  p  +  Ti'y  cos  q  +  T£  cos  r  =  0, 
Ti'y  cos  p  +  N2"  cos  q  +  T'/2  cos  r  =  0, 
Tu  cos  p  +  Ti'y  cos  q  +  N3"  cos  r  =  0. 

Dies  sind  aber  dieselben  Gleichungen,  welche  man  für  die  Schwingun- 
gen um  die  ursprüngliche  Lage  x,  y,  z  erhalten  würde,  wenn  weder  auf  das 
Innere,  noch  auf  das  Aeussere  überhaupt  Kräfte  wirkten.  Es  gilt  demnach 
der  Satz: 


Transversale  Schwingungen  der  Stibe.  (§  247.)  189 


Die  Schwingungen  eines  flaueren  Krflften  unterworfenen  Körpers  um 
die  diesen  Krflften  entsprechende  Gleichgewichtslage  sind  genau  identisch 
mit  den  Schwingungen ,  welche  der  Körper  um  seine  natürliche  Lage  aus- 
führt, wenn  gar  keine  Kräfte  von  aussen  her  auf  ihn  wirken. 


Transversale  Schwingungen  der  Stibe.   (§  247.) 

1.   Aufstellung  der  allgemeinen  Gleichungen.*) 

Wir  müssen  zurück  zu  den  Gleichungen  von  §  245,  da  aber  die 
Schwingungen  stattfinden  nur  in  Folge  der  Elasticität  und  Trägheit,  so 
müssen  wir  in  den  dort  aufgestellten  Gleichungen  S  —  0  setzen.  Demnach 
ist  statt  der  benutzten  Gleichungen  zu  setzen,  da  aus  demselben  Grunde 
wie  dort  die  Transversalschwingungen  nur  nach  einer  Richtung  zu  be- 
trachten sind : 

p   „ö4u  G     3hi       G     at   d"u  . 

Deren  allgemeines  Integral  ist 

u  =  2(unC08  Xnt  +  uisin  xBt), 

wo  die  Bedeutung  der  darin  enthaltenen  Grössen  dieselbe  ist  wie  §  245. 
Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  Einzelschwingungen,  für  die  ist 

u«u,  cos  x0 1. 
Wird  dieses  in  die  Differentialgleichung  eingeführt,  so  ergiebt  sich 

mithin  „  *■■ 

ua=^  e 

mit  der  Bedingung 

G  G 

Eq/,9a£  =  —  qxj qAsx2a2  oder 

,_       Gx„»       1/GxS    ,    /GxJV 

Diese  Gleichung  giebt  für  al  nur  unter  gewissen  Bedingungen  absolut 
gleiche  Werthe  (4.),  es  ist  demnach  wie  §  245: 

Un  =  An  cos  ßz  -f-  Bn  sin  ßz  +  C„  e"2-}-  D„  e~~    .         • 
Zur  Bestimmung  der  darin  enthaltenen  Constanten  sind  nun  weitere 
Bedingungen  vorhanden,  die  sich  auf  die  Endpunkte  der  schwingenden 
Stäbe  beziehen.   Wir  können  in  Bezug  darauf  6  verschiedene  Fälle  unter- 
scheiden : 


*)  A.  Seebeck  a.  a.  0. 
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1)  ein  Ende  eingeklemmt,  das  andere  frei, 

2)  beide  Enden  frei, 

3)  beide  Enden  eingeklemmt, 

4)  ein  Ende  angestemmt,  das  andere  frei, 

5)  ein  Ende  angestemmt,  das  andere  frei, 

6)  beide  Enden  angestemmt. 

*\ 

1)  Ist  ein  Ende  fest  eingeklemmt,  so  ist  daselbst  u  =  0  und  p-  — *  0. 

2)  Für  ein  freies  Ende  ist,  da  dann  an  diesem  weder  eine  Kraft,  noch 
ein  Kraftmoment  wirkt,  -^-2  =  0 ,     -%-z  =  0. 

3)  Für  ein  gegen  ein  festes  Widerlager  angestemmtes  Ende  ist  u  =  0 

und  da  der  Stab  sich  um  dieses  Ende  hebelartig  drehen  kann,  so  muss  da- 

3*u 
selbst  das  Drehungsmoment  verschwinden ,  also  p-2 »»  0  sein. 

Die  hier  angegebenen  Bedingungen  geben   endlich  die  folgenden 
Gleichungen : 
z  —  0,       u  — 0  — A  +  C  +  D;  (1.) 

^  =  o  =  /*B  +  aC  —  <*D,  (2.) 

^a  =  0--/PA  +  ^C  +  aJD,  (3.) 

S  =  0 /J'B  +  a'C-a'D,  (4.) 

z  =  1,         u  =  0  =  A  cos  ßl  -f-  B  sin  fi\  -f-  Ce^  De""al,  (5.) 

■^  =*  0  =  —  0A  sin  /S1+/SB  cos /M+aCe"1— aDe"""1,  (6.) 

|~  —  0  —  —  /FAcos/fl— /^Bsin/fl+a'Ce^+a'De"""1,  (7.) 

|j?  _  0  —  /PA  sin  fl  —  ß*B  cos  /Jl+a'Ce*1— rfDe*"^  (8.) 

Aus  (1.)  und  (2.)  ergiebt  sich  dann,  indem  die  erste  mit  er  multiplicirt 
wird  und  mit  der  (2.)  durch  Addition  und  Subtraction  verbunden  wird: 

aA  +  /SB  =  —  2aC,  (1*) 

aX  —  ßB  =  —  2«D.  (2*) 

Aus  (3.)  und  (4.)  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  D  und  G: 

a0*A+/?3B  =  2a8C,  (3*) 

aß*k  —  ß3B  =  2  a3D.  (4*) 

2«    Ein  Ende  ist  fest  eingeklemmt,  das  andere  frei. 

Die  zu  erfüllenden  Gleichungen  sind  (1.),  (2.),  (7.),  (8.).  Wird  (7.)  mit 
a  multiplicirt,  dann  mit  (8.)  durch  Addition  und  Subtraction  verbunden,  so 
folgt  mit  Berücksichtigung  von  (1*)  und  (2*): 
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1  (-ö/Pces/»l+.^tiii/81— a'e*)  —  B  («/Psin/Sl^coÄ/M+a*/^1), 

B  ((r/Psin  ßl— /?»cos01— a'/Je"*1)— a(— a/Sf  cos  ßl—fiinßl—a'e""1) . 
Diese  Gleichungen  geben  dann  mit  einander  multiplicirt  und  durch  AB/? 

dividirt: 

jF(/?sin  ßl  —  a  cos/fl)— aV1]  [ß(a  sin  /fl  —  ß  cos  /fl)  —  oV""1]  — 
-/»*(a cos /M +ß  sin ßl)  —  Je"*]  fc?(asin  ßl  +  ß  cos/fl)  +«tccd]. 

—    gegen    ^    ° 

vernachlässigen  kann,  oder  anders  ausgedrückt  sei  das  Moment  der  Trflg- 
heitskräfte  gering,  so  ist  a  ■—  ß  und  die  obige  Gleichung  reducirt  sich  auf 

,     -,                         — iCe-i-e-^+a-^...)     (b.) 
und  es  ist  v  ,_ '      N 

ß1  —  1/^,  xn  oder  x.  —  [/  -^  /**.  (c.) 

Dies  bezieht  sich  auf  den  in  §  245,  2.  ausgeschlossenen  Fall. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  d.  h.  die  Werthe  ß\,  welche  derselben 
Genüge  leisten,  können,  da  der  cos  negativ  ist,  nur  im  2.,  3.,  6.,  7.,  •  • . 
Quadranten  liegen.  Man  kann  nun  ßl  wie  folgt  näherungsweise  berechnen. 

Die  Gleichung  (a.)  lässt  sich  umformen  in : 


—  1 


2  2  ' 

1.2.3.4  +  1.2... .8       L2...«"1"-"-' 


Diese  Reihe  oonvergirt,  "wenn  ßl  im  zweiten  oder  auch  im  dritten 
Quadranten  liegt,  so  schnell,  dass  man  die  Glieder,  welche  die  12Mund 
höhere  Potenzen  tob  ßl  enthalten,  zunächst  vernachlässigen  kann.  Diese 
Vernachlässigung  giebt  als  ersten  Werth  ßl  «■  1,8752.  Dieses  Resultat 
kann  man  in  (b.)  einsetzen  und  ein  genaueres  ßl  berechnen.  Durch  Be- 
nutzung dieses  genaueren  Resultates  kann  man  wieder  eine  grössere  An- 
näherung berechnen  u.  s.  f.  Man  erhält  dann  ßl  =  1,87510  =  0,59686  it. 

Für  die  höheren  Töne,  den  zweiten  mit  eingeschlossen,  wird  e—  p  und  da- 

her  cos  ßl  so  klein ,  dass  ßl  wenig  von  — - —  7t  verschieden  wird ,  dieser 

erste  Werth  giebt  dann  mit  (b.)  genauere  Werthe.  Es  möge  e\  rt  die  i16  Wurzel 
der  Gleichung  (a.)  bezeichnen,  dann  ist: 

«r=0,59686,  «2=1,49418,  c3= 2,50025,- e4= 3,49999,... €i  =  ^^. 
Nach  Einsetzung  dieses  Werthes  in  (c.)  erhält  man  endlich: 

—    l2     V     G 


Xn 
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h*  r* 

Für  ein  Rechteck  ist  l*  =  —  und  für  einen  Kreis  i?  =  —  mithin 

dafür  

^^hl/Eg     •  _?I^ll/Eg 

Xfl    '   p    r  Gi2'       n—  2P   r   g  ' 

Für  den  Grundton  ist  also  die  Schwingungszahl 

n      i2  V  G.i2'  4P  r  g     ü,277iir  G* 

Vom  zweiten  Ton  an  können  wir  demnach  die  Schwingungszahlen  an- 

(2i i\2 
— ^ — ) »  ä*80  w*e  9  :  25  :  49  :  81. 

Die  Untersuchung  der  Gestalt  des  schwingenden  Stabes  giebt  die  Lage 
der  Knoten  und  Bäuche.  Es  handelt  sich  also  um  die  Bestimmung  des  von  z 
abhängigen  Factors  des  Integrals,  der  nach  unserer  speciellen  Annahme  ist 

u„  =  A  cos  ßz+  B  sin  ßz  +Ce^z  +  D e~~  ^\ 
mit  den  Bedingungsgleichungen 

O  —  A-f-C-f-D      .      A  +  B=  — 2C. 
0  =  B  +  C—  D  A  — B=  — 2D, 

0  =  —  A  cos  ßl  —  B  siu  ß\+ Ce^+  De~# 

0  —  A  sin  ß\  —  B  cos  /91+Ce^1—  De"^1. 
Nun  ist  2 

cos  /Jl fl       __ßV 


demnach 


er  +e 

sin  /91  =  +  e        e       , 

er  -f-e    r 


wo  das  obere  Zeichen  Tür  die  geraden,  das  untere  für  die  ungeraden  Werthe 
von  i  gilt. 

Durch  Addition  und  Subtraction  der  letzten  beiden  Gleichungen  er- 
halten wir: 

0  —  —  (A  +  B)  cos  ß\  +  (A  —  B)  sin  ß\  -f-  2  C  e^1, 

0  =  —  (A  — B)  cos  ß\  —  (A  +  B)  sin  ßl  +  2De""^. 
Daraus  mit  Hülfe  der  obigen  Werthe 

0  =  2  C  cos  ßl  —  2  D  sin  ßl  +  2  C  e^1, 

0  =  2Dcos/fl+2C  sin/?l  +  2De~~/n. 
Aus  einer  der  letzten  beiden  Gleichungen  folgt  mit  Benutzung  der 
oben  gefundenen  Werthe  von  cos  ßl  und  sin  ßl: 

C  — ±De~"* 
Aus  den  obigen  Gleichungen  für  A  +  B  und  A  —  B  findet  man  dann 

A  =  —  (C  +  D)  =  —  D(l±e""jÄl), 

B  =  —  (C  — D)  =  D  (l  +  e"ßl\ 
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v  So  ergiebt  sich  endlich : 

uB=Dj[—  cosßz(l+e^ßl)  +  siüßz{l  +  e^fl)±e"ßleßg+e''ßt]. 
Die  Lage  der  Knotenpunkte  ist  dann  bestimmt  durch  un—  0.    Diese 
Gleichung  wird,  wenn  man  setzt 

5  =  +  e-/J(1~z)— «-  ftt±  tT**1  (sin  ßz  +  cos  ßz),         (d.) 

sin  ßz  —  cos  ßz  «■=  d, 

oder 

«n(/ft-f)-*i/2.  (e.) 

Nun  ist  für  alle  Töne  mit  Ausnahme  des  Grundtones,  welcher  keinen 

Knoten  giebt,  e~~^  sehr  klein,  auch  ist  für  höhere  Tone  und  solche  Knoten, 

welche  den  Enden  nicht  sehr  nahe  liegen,  e""^  und  e""^1  noch  so 

klein,  dass  d  einen  kleinen  Werth  erhält,  mithin  ist  nach  (e.)  für  den  2to0 ,  3teB, 

...xlen  Knoten  ßz  —  —  wenig  von  *r,  2  *r, . . . .  (x  —  1)  n  verschieden, 

4x 3 

also  ßz  =  — - —  n.  Setzt  man  diese  erste  Näherung  in  die  Gleichung  (d.) 

ein,  so  erhält  man  einen  Werth  von  d,  mit  dem  ßz  aus  (e.)  genauer  berech- 
net werden  kann  u.  s.  f. 

Um  den  Knoten  zu  finden,  welcher  dem  freien  Ende  zunächst  liegt, 

für  den  1  —  z  sehr  klein  ist ,  setze  man  zunächst  d  *■■*  e  ,  dann  er- 
hält man 

0 «■  e~~^* —  sin  ßz  -f- cos  /?z, 

—  ßz 

woraus  man,  wenn  e  p  ,  sin  ßz  und  cos  ßz  in  Reihen  entwickelt  werden, 
erkennt,  dass  ßz  nahezu  =  1,  ungefähr  1,04  ist.  Mit  diesem  Werthe  ist  dann 
wie  oben  eine  grössere  Näherung  vorzunehmen. 

Auf  diese  Weise  hat  Seebeck  folgende  Entfernungen  der  Knoten  vom 
freien  Ende  berechnet,  die  Länge  des  Stabes  als  Einheit  genommen: 

lter  Knoten  2t»  Knoten  **«  Knoten  vorletzter  Knoten   letzter  Knoten. 

l"rTon.  0, 
2l"Ton.  0,2261, 
3'"Ton.  0,1321,  0,4999, 
4ler  Ton.  0,0944,  0,3558,  0,6439, 

.  1,3222    4,9820    9,0007    4x— 3    41—10,9993    4 i— 7,0175 

1     10n'4i=~2'  4i  — 2'  4i— 2'  4i— 2'        4i  — 2     '       4i  — 2    ' 

Die  Bäuche  erhält  man,  wenn  man  -~—  —  0  setzt.  Dies  giebt  eine  der 

obigen  analoge  Gleichung,  wo  dann  das  d  stets  so  klein  ist,  dass  eine 
Näherungsrechnung  unnöthig  wird.  Für  den  xteo  Bauch  erhält  man  an- 
genähert 

ßz  =  4x~1  7t  und  daher  für  den  iwn  Ton  ^  —  *  *  ~ 2. 

r  4  1        4i  —  2 

Klein,  Theorie  der  Elasticit&t  etc.  1 3 


[aß*  cos  ß\  —  ß*  sin  ß\  —  a/J'e"1 
[—  ß*  cos  /Sl — «/F  sin  ßl+ß'e"1 
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3.   Beide  Enden  sind  frei. 

Die  zu  erfüllenden  Gleichungen  sind  dann  in  2-,  (3.))  (4.),  (7.)  und 
(8.).   Die  Elimination  von  A,  B,  C,  D  giebt  hier: 

[—  ß*  cos  ßl  4-  aß*  sin  ß\ + /Fe-"1]  = 

[—  aß1  cos  ßl — ß*  sin  ß\ + a0*e~~  <d] . 
Setzt  man  hier  dieselbe  Vereinfachung,  a  =  ß,  wie  oben,  so  ist 

2  _  e^-e-'* 

Da  nun  cos  ßl  positiv  ist,  so  müssen  die  Werthe  von  ß\  im  1'**,  4Wi,  5tent 

9ten. . .  Quadranten  liegen.  Dem  ersten  Quadranten  gehört  der  Werth  ßl  *  0, 

der  keine  Schwingung  giebt.    Die  erste  geltende  Wurzel  liegt  im  vierten 

01  2i  +  l 

Quadranten,  so  dass  ep  ziemlich  gross  ist  und  ßl  angenähert  — ~—  n  für 

it 

den  iwn  Ton  wird.  Mit  diesem  ersten  Näherungswerth  rechnet  man  wie  oben 

weiter  und  erhält  dann  mit  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnung : 

«,  — 19M562,    «2  —  2,49975,    *3  =  3,50001 . . .  %Xm* - l  J^. 


Mithin 


>   r     g  ' 


Für  den  Grundton  ist  mithin  die  Schwingungszahl  bei  einem  kreis- 
förmigen Querschnitt: 


1,77963  yV'g' 


Die  Rechnung  zum  Auffinden  der  Schwingungsknoten  kommt  auf  das- 
selbe hinaus  wie  oben,  aber  weil  hier  ßl  einen  anderen  Werth  hat,  so  must 
4ie  Lage  der  Knoten  eine  andere  werden.  Die  Lage  der  Knoten  für  die 
eine  Hälfte  des  Stabes  ist  nach  der  oben  angegebenen  Art  von  Seebeck  be- 
rechnet worden. 

lter  Knoten      2ter  Knoten     3ter  Knoten      xter  Knoten 

l^fon.  0,2242, 

2»  Ton.   0,1321,  0,5000, 

3ter  Ton.»  0,0944,  0,3558, 

•terT        l»3222  4,9820  9,0007  4x— 3 

1      lon'   4i+2'  4i+2'        |T+2'         IT+Y' 

Die  Lage  der  Bäuche  erhalten  wir  aus  ~^p  =*■  0  und  also  angenähert 

für  den  xUB  Bauch  des  iten  Tones  \  —  \*~\ . 

1       4  i+  2 

4.   Beide  Enden  eingeklemmt. 

Die  zu  erfüllenden  Gleichungen  sind  in  2.  (1.),  (2.),  (5.)  und  (6.).  Bei 
derselben  Annäherung  wie  oben  haben  wir  auch  dieselben  Gleichungen, 
also  auch  dieselbe  Tonreihe.  Die  Knoten  entsprechen  den  Bäuchen  der 
vorigen  Untersuchung  und  umgekehrt. 


mithin 
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Die  hier  gefundenen  Werthe  können  aber  nur  eine  schwache  Näherung 
enthalten ,  denn  bei  dieser  Art  der  Befestigung  muss  stets  eine  Spannung 
eintreten.  Es  fet  klar,  dass  dieser  Fall  hier  ganz  derselbe  ist,  als  der  auf  den 
man  oben  $  245,  2.  kommt,  wenn  andere  Endbedingungen  gegeben  sind. 

Ein  Ende  frei,  das  andere  angestemmt. 

Die  zu  erfüllenden  Gleichungen  sind,  wenn  das  angestemmte  Ende  der 
Anfang  ist,  2.  (1.),  (3.),  (7.),  (8.). 

Die  Gleichungen  (1.),  (3.)  geben  bei  der  S.  191  vorausgesetzte«  Nike* 
rang,  «-»/?,  A  »  0  und  C  —  —  D. 

Werden  dann  (7.)  und  (8.)  erst  subtrahirt,  dann  addirt  und  dann  wieder 
diese  erhaltenen  Gleichungen  addirt  und  subtrahirt,  so  erhält  man: 

—  2Bsin/M  —  2C(eal—  e""*1), 

—  2 B  cos/M  —  2 C (e^+e""""1) 

und  daraus 

cd        —  ol 

e    +e 

20i_   —  2£1 

sin  2^1  —  lßl      _2/rt. 
e     •^»-  e 

Dies  ist  derselbe  Werft,  wie  unter  2«,  nur  steht  hier  2 1  statt  des 
dortigen  1  und  ein  Vorzeichen  ist  weggefallen.  Es  werden  die  hier  ent- 
stehenden Tone  dieselbe  Hohe  haben,  wie  die  geraden*  Töne  eines  doppelt 
so  langen  Stabes,  der  an  beiden  Enden  frei  ist,  und  die  Gestalt  des  Stabes 
ist  die  nämliche,  wie  die  jeder  Hälfte  dieses  längeren  Stabes. 

Ein  Ende  eingeklemmt,  das  andere  angestemmt.  - 

Dies  giebt  dieselben  Gleichungen ,  wie  vorhin.  Denkt  man  sich  einen 
doppelt  so  langen  Stab  an  beiden  Enden. eingeklemmt  und  an  ihm  die 
Schwingungen  mit  einer  ungeraden  Anzahl  von  Knoten  erzeugt,  so  giebt 
dieses  die  nämlichen  Töne  und  es  hat  jede  Hälfte  desselben  die  nämliche 
Gestalt,  wie  der  ganze  Stab  im  vorliegenden  Falle. 

5«    Beide  Enden  angestemmt. 

Hier  gelten  dieselben  Gleichungen  wie  §  245,  wenn  dort  gesetzt  ist 
S  =  0  unter  Voraussetzung  der  hier  überall  vorgenommenen  Vernach- 
lässigungen, oder  wenn  die  in  §  245,  2.  angegebene  Bedingung  fttr  S  er- 
füllt ist.  Dieser  Fall  führt  also  zu  folgenden  Gleichungen ,  da  aus  2.  die 
Bedingungen  (l.V(3.),  (5.),  (7,)  gelten: 

0  =  A  +  C  +  D,  (a.) 

0  =  — A  +  C  +  D,  ...  (ßl 

13* 
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0  =  A  cos  ßl  +  B  sin  ßl  +  Ce^l+  D  e""^1,  (y.) 

0  ==  —  A  cos  ßl  —  B  sin  ßl  +  C  e^+  D  e""'91.  (<J.) 

Aus  (a.)  und  (0.)  folgt  A  «=  0,  C  =  —  D  und  damit  aus  (y.)  und  (<}.) 

Da  nun  hier  der  zweite  Factor  nur  dann  verschwindet,  wenn  /?1  =  0 
ist,  und  dieser  Werth  hier  nicht  in  Betracht  kommt,  so  muss  C  =  0  sein 
und  man  behält  nur  0  —  B  sin  ßl,  nun  kann  aber  B  nicht  —  0  sein,  weil 
sonst  uB  stets  =»  0  wäre,  es  ist  also 


sin/?l  =  0,  also  /fl  =  7r,  2/r,  ...i/r,     xD 

und  die:Gestalt  des  schwingenden  Stabes 

i>   •    *** 

un  sm  B  sin  -y-  z. 


r    g    i* 
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1«   Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen.*) 

Wir  gehen  zurück  zur  Gleichgewichtsgleichung  einer  Platte  von  geringer 
Dicke,  also  zum  Anhang  II.  zu  §  74  B.  und  fügen  zu  den  Kräften,  welche  auf 
das  Innere  wirken,  nach  dem  D'Alembert'schen  Princip  die  Trägheitskräfte 
hinzu.  Wenn  wir  demnach  die  dort  angegebenen  Bezeichnungen  beibe- 
halten, also  x',  y',  z'  die  Baumcoordinaten  des  Elementes  dadbdz  sind  und 
G  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  bezeichnet,  so  sind  die  Trägheitskräfte 
in  jedem  Elemente : 

GdVAAl.A  GdYAAUA  Gfo'AAUA- 

—  ^-^  dadbdz,     —-■$  ^dbdz,     — -.^dadbdz. 
An  die  Stelle  von  A',  B',  C,  A",  B",  C"  S.  123  treten  demnach  jetzt 

k-yi*^    *-yw*    v-vs** 

wo  die  Integrale  über  die  ganze  Dicke  der  Platte,  also  von  —  -=  bis  -f-  •=- 

auszudehnen  sind« 

Nach  S.  97  (b.)  erhalten  nun  die  Coordinaten  des  betrachteten  Ele- 
mentes *',  y',  z',  wenn  f ,  ij,  £  die  Coordinaten  des  ihm  entsprechenden 
Punktes  der  Mittelfläche  nach  der  Verschiebung  bedeuten,  also  x  =  y  =  0 
gesetzt  ist,  und  mit  Vernachlässigung  der  Grössen  höherer  Ordnung  folgende 
Werthe:         x'=-£+az,      y'  —  y  +  ßz,      z'—*£  +  yz. 


*)  Glebsch  a.  a.  0.  §  77  ff. 
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Dadurch  werden  die  obigen  Ausdrücke  der  Kräfte  nach  Ausführung 
der  Integration : 

Gh  a*|  Gh  £2  Gh  9% 

A      T'c1?'  g '«*'  7  "SP 

Gh»  &a  Gh»  d*ß  Gh»  3V 

12g"5?'  12g^?'         U       12g'  Ä»* 

Diese  Grossen  nun  in  (x)  und  (tO  S.  124  und  125  eingesetzt  würden 
die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  einer  Platte  geben. 

Wir  haben  es  hier  aber  nur  mit  kleinen  Transversalschwingungen  zu 
thun,  benutzen  also  die  Gleichung  (B*)  mit  den  Grenzbedingungen  aus  (B.) 
S.  131  und  132.   Ausserdem  setzen  wir  eben  deshalb  S.  129  und  130: 

a q, ^,  /?-qt ^. 

Die  hier  zu  betrachtenden  Kräfte  nehmen  dann  folgende  Form  an : 

C'-^Ö         A"+^    *![-  B«4-Gh,    * 

ÖA"       dW 
Es  ist  demnach  zu  G  +  t — h  -jsr  in  (B*) 

und  zu  A"  cos  p  +  B"  sin  p  der  Grenzbedingung 

Gh»  a»  ras       .  as  .    ~i 
i2^-aT»L5iC08p+ab8U,pJ 

hinzuzufügen. 

2«   Klangfiguren  einer  kreisförmigen  freien  Platte. 

Die  in  allen  Punkten  der  Scheibe  zu  erfüllende  Gleichung  ist  also  nach 
1.,  weil  hier  von  äusseren  Kräften,  die  auf  das  Innere  oder  auf  den  Rand 
wirken,  abzusehen  ist,  (B*)  S.  132: 

at,,  »C    ,  *£ _     12(1 -m»)g  & r      v /a?,^] 

öa<+z'a^p +,ap  EFi      at'|/ — 12  Va^+abvJ' 

Die  Grenzbedingungen  sind  (B.)  S.  131 
(1-/0  (gsin'p+gcos'p+2  g^b«np  co8p]+^(g+g)-0, 

(1_^l{(a5-S) 8in  p  C08p+aS (C09,p  _8intp)} 

+  (*+ot)  cosp+(S+a¥&) 8in  p 
(i— j**)G  ava£       ,  ac  .    \ 

Diese  Gleichungen  vereinfachen  sich  wesentlich  durch  Einführung  von 
Polarcoordinaten.  Der  Mittelpunkt  der  Scheibe  sei  der  Anfangspunkt,  r  und 
$  die  laufenden  Coordinaten,  R  der  Radius  der  Scheibe. 
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*  Es  ist  also  a  =  r  cos  #,  b  =  r  sin  &  und  für  die  Grenze  ist  p  =  &. 
Nach  den  bekannten  Formeln : 

dt     Bi       Ä      flf    .    .     ar      flf  .    ft  ,    flf. 

&-*&"»*— Fd»sm*   ab-äF8"1^?^009* 

erhält  man 

ft       ft        4       ft     ■    * 
öa-=öFC0S*-F^8m* 

g-gcos^  +  igsin^cos^+ilsin^+igsin^ 

ritl         fit  f)E 

^  =  ^sin*  +  r^co8* 
g-gsin^-ig^^sin^  +  Ilcos^  +  ^gc^ 

1     ft      •        4  4 
r  -?«4  Sin  ^  COS  #, 

r  a# 

^"•"öb1-  r'a^^r^rV   ör/' 

^  =  ^co8^+7^s,n*-75Fs.n*cos*-^5^sm#cos# 

i  »4    ft 

~  ■?  C09  *  95' 

./frC     a-£\ 

^V^^^bV    ö'?     .     i  ac     4  L  1 3*c     4    2  a»c 

-  -?  d~& 8,n  *• 

«m   a$\ 

°^ai-,"abV    at .  .    ia?.  „^lfl'j.  a    2  a*s  .  a 


db 


+  -?a^C08^ 


»C       »c      yg    a»  /a*c    a*c\     a»  /*■£ .  *ft 
a?  "I"  ^  aa*  ab*  "•"  ap  ~~  aa*  vaaj  "+"  ab«J  "^  ar*  \,aP  "*"  a¥y ' 


a4^ ,  2  a»£     1^,1  ac 

r' 


ar^^ar»     r'a^^r'al- 


öL/aat_a.öi  ,  1C\  ,  ia*e 

^ä^Vr»^5       i'ar*^  r4,/"^  r«  SS4' 


Werden  nun  diese  Werthe  oben  eingesetzt  und  in  der  Grenzbedingung 
&  statt  p  geschrieben,  so  reduciren  sich  die  zu  erfüllenden  Gleichungen  auf 

a*c    2  a«£  _  _i_  d%    ±  ft    _a*_  /  2  a»c  _  *_  ac    4|\ 

SP^ral3      r»  ar*  "■"  r«  3r  "*"  d&  \  r*  d~?       r*  5r  "t"  r4/ 


+ 


r4  aT4—      e4  at'(£      12  VSr5  +  r  dt  +  r*  a$7  J 
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für  alle  Punkte  der  Platte  und  am  Rand 


(b.) 


3r 

Eifh* 

wobei  der  Kürze  wegen  e4  «■    ,.  -    ° rr-  gesetzt  worden  ist. 

12G.(1  —  p*) 

Da  es  sich  hier  wiederum  um  Schwingungen  handelt,  so  muss  sich  f 
darstellen  lassen  durch  eine  Reihe  geordnet  nach  den  Grössen  cos  xt  und 
sin  xt,  die  multiplicirt  werden  mit  Functionen  der  Coordinaten  r  und  &. 
Die  Form  der  Gleichungen  (a.)  aber  zeigt,  dass  diese  Functionen  sich 
wiederum  darstellen  lassen  in  Reihen  geordnet  nach  den  cos  und  sin  von 
m#,  wo  m  alle  Zahlen  von  0  bis  oo  bedeuten  kann,  multiplicirt  mit  Coeffi- 
cienten,  die  nun  nur  noch  r  enthalten.  Wir  können  also  setzen 

c— 2  2  ^mn  cos  m* cos  Xmn  *  "^  ^mn  ^  m* cos  Xnm  * 

III' '  *1r      Bf*  ti 

-f-  CBD  cos  m#  sin  xm  t  +  Dan  sin  m£  sin  xBn  t], 
wo  die  A,  B,  C,  D  Functionen  von  r  sind.  Da  nun ,  wenn  dieser  Werth  i* 
(a.)  eingesetzt  wird,  alle  diese  Functionen  bei  gleichem  Indexpaar  dieselbe 
Form  annehmen,  so  müssen  die  ABn»  Ba09  Cmn,  Dmo  dieselbe  Function  von 
r  sein,  nur  multiplicirt  mit  verschiedenen  willkürlichen  Constanten,  die  mit 
er,  ß,  y,  d  bezeichnet  werden  mögen,  während  RmD  die  unbekannte  Function 
sei,  so  dass  also  ist 

£  =  22Rma  [amn  cos  m^  cos  xmn  t  +  /?mn  sin  m#  cos  xDn  t 

+  ymn  cos  m&  sin  xmo  t  +  dmn  sin  m&  sin  xmD  t]. 
Setzen  wir  nun  den  Werth  in  (a.)  ein,  um  das  R  zu  bestimmen,  so  er« 
halten  wir: 
^Rom  ,    2  ^Rmn       1  +2m*  d'R-o       l+2m»  ÖRmn  ,   m4— 4m» 

— "? 

and  an  der  Grenze  für  r  =— >  R 
8TL.  .      /  1  dR, 


?-  [*-  - 12  [SF-i-  73? F5-  J  J       (c° 


(d.) 


"Ä»  +'*(,7"^ 7i-R-J-°- 

3"ri,-gF"  +7~3F~J  _m  p*-  "3? P"  K"7  ■"""  12  e<    fr  * 

Um  aus  diesen  Differentialgleichungen  Rmo  zu  bestimmen,  denken  wir 

,diese  unbekannte  Function  als  eine  Reibe,  die  geordnet  ist  nach  Potenzen 

von  r,  also 

Rmn  =  er'  +  c,r,+I  +  c,rl  +  4  + . . . 
Dass  man  diese  Reihe  nach  nur  geraden  Potenzen  fortschreiten  lässt, 

rechtfertigt  der  Erfolg.    Führt  man  diese  Reibe  in  die  erste  Gleichung  ein, 

so  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen 

von  r  nach  passender  Transformation : 
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(i»  _  m»)  [(i  _  2)*  —  ms]  c  =  0, 

[(i+ J)*-m*]  (i*-m°)  c, *§£  (i»-m»)  c, 

[(i+4)*-m*]  [(i+2)*-m*]c,=-Jf^[(i+2)*-  m']  c,+^  c, 

[(i+6)*-m*J  [(i+4)*-m»]c3 ^=£  [(i+4)*-m»]  c,+  ^  ct, 

[(i+8)'-m»]  [(i+6)«-m'Jc4 ^  [(i+6)s-m*]  c,+  ^ c,. 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  der  Exponent  i 
nur  sein  kannm,  — m,  m  +  2,  — m  +  2,  von  denen  die  Reihen  für 
i  =  m  -j-  2 ,  —  m  +  2  nach  der  Art  derselben  durch  Combinationen  aus 
denen  für  i  =  m  und  =  —  m  ableitbar  sind.  Ausserdem  aber  enthält  die 
Combination  der  so  entstandenen  Reihen  4  Constante;  denn  für  i  =  m  und 
i  «=  —  m  wird  die  zweite  Gleichung  identisch,  also  bleibt  für  jede  c  und  c, 
willkürlich. 

Es  ergiebt  sich  weiter,  dass  der  Werth  i  =  —  m  unstatthaft  ist;  denn 
in  der  Reihe  kann  r,  da  r  =  0  ein  Punkt  der  Scheibe  ist,  nicht  im  Nenner 
vorkommen.  Setzt  man  nun  i  =  m,  so  erscheinen  alle  obigen  Gleichungen 

unter  der  Form 

0  =  16(a  — l)a(m  +  a— l)(m  +  a)ca 
,  x&otftm  +  q—  l)(q—  1)^  x* 

Setzt  man 

6«c 

Ca  — 1-2.3. ..a(m+l  (m+2)...(m+a)' 
so  verwandeln  sich  die  allgemeinen  Formen  aller  obigen  Gleichungen  in  die 
eine,  die  zur  Bestimmung  von  B  dient : 

IßB'+^^S  —  -4-  =  0. 
1     3  e4  e4 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt: 

t Xmn  II      ■     I  /  Xmn     t    I  Xmn  P    \ 

96e4   —  V  lße4"1"^  96c4  )  ' 
Man  setze 

W      _    xmn  h2         1/ Xmn     ,    /jCmnjgV 

96e4  ^T  16e4^V  86e4  /  ' 
welches  stets  positiv  ist,  und  

XJt  xmn  U    I  /  Xmn     .    /  Xmn  h  \ 

°mn  —    96e4        r   lße4"^  96*4  )  ' 
welches  stets  negativ  ist.  * 

Der  allgemeinste  Werth  von  ctt  setzt  sich  mithin  aus  zwei  Theilen  zu- 
sammen mit  zwei  willkürlichen  Constanten  A  und  B,  so  dass  wir  also 
schreiben  können : 


c«  —  (- 1) 


a 


Amn  vmn  HT  Dmn  ^n» 


mn  vmn 


1.2.3...a(m  +  l)(m^-2)...(m  +  a), 
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Es  ist  mithin  der  allgemeinste  hier  anwendbare  Werth  von  RBa  : 

Rinn  ~  Amn  0>m  (r  VKÜ)  +  Rinn  (pm  (r  )/BSn), 

wo  (p  eine  Reihe  der  folgenden  Form  bedeutet: 

9>m(x)«=x«  (l  -  1-(mX+1)  +  i.2.(m+l)(m+2--}      W 
Dieser  Werth  wird  dann  in  die  Grenzbedingungen  (b.)  eingesetzt.  Die 
erste  liefert  eine  Gleichung  von  der  Form 

0  =  Amn  0  +  Bnn  Ey 

so  dass  man  setzen  kann 

—  0  =  Bmn,  5"=  + Abu,. 

Benutzt  man  diese  Werthe,  so  erhält  man  endlich  aus  der  zweiten  Gleichung 
(b.)eine,  die  nur  die  einzige  Unbekannte  xma  enthalt.  Hat  man  daraus 
die  xmn  berechnet,  so  ist  nun  Rmn  völlig  bekannt  und  demnach  auch  £  bis 
auf  die  willkürlichen  Constanten  a,  /?,  y,  <J,  welche  durch  den  Anfangs- 
zustand bestimmt  werden  müssen ,  also  durch  Gleichungen  von  folgender 

St 
Form:    für  t  =  0  ist  £—  f(r,$)  und  S^  —  F(r,£). 

Für  die  Einzelschwingungen  ist  m  eine  bestimmte  Grosse.  Wenn  man 

nun  diese  gefundene  Gleichung  auflöst,  indem  man  —i  -  als  die  Unbekannte 

V 

betrachtet,  so  sei  Tmi ,  T^r-  die  Reihe  dieser  Werthe,  die  nur  noch 
von  h  und  R,  also  von  den  Dimensionen  der  Platte  und  von  der  Elaslicimt 
wegen  fi  abhängen,  sich  aber  wesentlich  vereinfachen,  wenn  man  die  Glieder 
mit  dem  Factor  h*  vernachlässigt.  Die  Schwingungszahlen  der  Töne,  welche 
die  Scheibe  angeben  kann,  sind  dann : 

*»D  n^r  *****       C*ynH       g*Tm3 

2*     eF   2n  '    *2V    ~2V' 
Diese  Werthe  hängen  nach  dem  Obigen  von  h,  R,  m,  p  ab.  Für  den  Grundton 
ist  demnach,  wenn  der  Werth  von  e*  S.  199  wieder  eingeführt  wird: 

e^[ml_Tml  h  |/JSTg 

2n  —  2  n  1/12(1—^)6' 
Diese  Formel  enthält  das  Gesetz  von  §  248  des  Lehrbuchs. 

Um  die  Knotenlinien  zu  finden,  müssen  wir  jede  Einzelschwingung, 
welche  eintreten  kann ,  besonders  betrachten.  Eine  solche  ist  dargestellt 
durch 

£  =  C.Rmn  cos  m#  cos  xQt  oder  D.Rmn  sin  m&  sin  xn  t. 

Wir  müssen  also,  um  die  Ruhepunkte  zu  finden,  setzen : 
Rmn  cos  m#  =  0  oder  Rmn  sin  m#  =  0. 
Daraus  folgt: 

Rmn  =  0,    cos  m#  =  0  oder  Rmll  =  0,    sin  m#  =  0, 
also  jedenfalls : 

Ä       n       Zn         2m — 1  ,       ft      A      tc      %rc         m/p 

^=o7^'    ö^'"- — ö~^ — /r  oder  ^=0,    —  ,    —  >•••-—, 
2m     2m  2m  mm  m  . 
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d.  h.  m  verschiedene  Radien,  welche  gleiche  Winkel  gegen  einander  bilden, 
sind  Knotenlinien ,  mithin  theilt  sich  die  Scheibe  fächerartig  in  mTheile, 
deren  jeder  für  sich  schwingt.  Diese  Knotenlinien  sind  allen  Wurzeln 
Tran  gemeinsam. 

Eine  zweite  Art  von  Knotenlinien  sind  concentrische  Kreise,  deren 
Halbmesser  die  Gleichung  Rmn  *-=  0  bestimmen. 

3.    Schwingungen  einer  kreisförmigen  Membran. 

Zur  Aufstellung  der  Gleichungen  müssen  wir  wieder  zurück  zu  S.  132 

und  dürfen  nun  das  Glied  mit  der  Spannung  nicht  weglassen.    Bezeichnen 

Eh* 
wir  wie  dort  die  Spannung  mit  T  und  setzen  g*  «*  r— - ^-=,  so  wird 

mit  Hülfe  der  Transformationsformeln  aus  2.  die  im  Innern  zu  erfüllende 
Gleichung: 


( 


i3  dr*       r»^"1" 


"*"  r4  9T4       8*  Vor'"1"  r  dr  "*"  r1  ctö>V 
~~       c4  ["5T1      12  di*  \3?  +»  r  ar  "•"  r1  eto»/ J* 


(t) 


Die  Grenzbedingungen  werden  auch  anders,  indem  wir  annehmen, 
dass  auf  den  Rand  eine  Spannung  an  der  Mittelfläche  stattfindet,  so  dass 
also  dort  sämmtüche  Momente  verschwinden.  Es  sind  demnach  die  Grenz- 
bedingungen nach  den  Transformationsformeln  2.: 

ä3+^(7i+^§)=0und^0fürr-IL   *> 

Der  Schwingungszustand  ist  wie  vorhin  gegeben  durch: 
£  =  2.2Rmrj  (amo  cos  m#  cos  xmn  t  +  ßmnsia  m&  cos  xmlt 
+  ymn  cos  m#  sin  xmil  t  +  dma  sin  m#  sin  xmn  t). 
Die  Einführung  dieses  Werthes  in  (f.)  giebt  eine  Bedingung  für  RBn : 
a*Rmn  ,    2  ^Rbo       l  +  2m2d*Rm„  ,   l  +  2m*3RI 


w~~^t~sf~    ~tt*      aT*-"1     i3      ai 


.m4  — 4m*  Wa'Rmn  ,    1  aRm„      m'       \ 

"•      F      -n  ~~  ?  v"3F~ +  7  "aT"""?"»0; 

_  xf.„  rn  h*  /a'Rm„  ,    1  dKmn      riJLm*Y\ 

— — |*».— i5^-gp~"t'7  ~3r         F7J 

undfürr  =  R: 

^R«,  ,       (l  öRm„      m*       \ 

Setzen  wir  ferner  analog  2.: 

Rm(1  =  cr'  +  c,ri  +  I  +  c,r'  +  2, 
so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  c  durch  Gleichsetzung  der  Coefficien- 
ten  folgendes  System  von  Gleichungen : 
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(►-(>'— "»TR»— 2)*— n»1]«» 
0=[(i+2)'-m*](i*-m*)c,-(i'-ai»)  (j*f  -  £)  c, 

ö-[(i+4)*-m*][(i+2)'-ni']ct-[(i+2)'-ni']  ^l-^c-^c, 

0-[(i+6)'-m'][(H-4)i-m»]c,-[(i^)*-m']^-i)ct-^c,. 

Diese  Gleichungen  haben  dieselbe  Form  wie  die  der  vorigen  Nummer, 
wir  setzen  demnach  ___^ 

Rum  —  Amn  q>  (r  |/BQ  -f-  Bmn  q>m  (r  j/BlQ, 
wo  hier  ist 

*.     h  Xmn  1 I  /  *mn     ,    /  h  Xmn  1    \* 

ümD— "%?"    8gs    V  i§t%^\m?     8~gy * 

°m,l  —  96e4       8gJ,rr   lee^^e«       8g2/  ' 
Diese  so  erhaltene  Form  Ton  RDD  in  die  lle  Grenzbedingung  (g.)  eingesetzt 
giebt  

0  =  ABn  q>m  (R  l/B'mn)  +  Ruin  <pm  (R  j/5!£). 

Dies  ist  erfüllt,  wenn  man  setzt 

Arno  —  9>m  (R  l/BÜ) ,     BmB  —  —  <pm  (Rj/Ö 

Wenn  diese  Werthe  in  die  erste  Gleichung  von  (g.)  eingesetzt  werden, 
so  erhält  man  die  Gleichung,  aus  der  xDn  bestimmt  werden  kann.  Diese 
Einführung  giebt: 

<p*  (,R  |/ bm„;  | jjp +  g- 2r [ 

-VlRK^»H  ÖR. +  r  £r | 

Da  die  Lösung  der  aufgestellten  Gleichungen  beinahe  zu  denselben 
Resultaten  führt  wie  oben ,  so  gestaltet  sich  die  Untersuchung  der  Einzel- 
schwingungen und  der  Knotenlinien  auch  so  wie  vorhin,  und  die  noch 
willkürlichen  Constanten  a,  /?,  y,  ö  sind  durch  den  Anfangszustand  zu  be- 
stimmen. 

4«     Gewöhnliche  Theorie. 

Setzen  wir  die  Platte  so  dünn,  dass  die  Produkte  in  h2  vernachlässigt 
werden  können,  so  erhält  man  die  Differentialgleichung  der  Bewegung,  die 
aus  (B*)  S.  132  entsteht  mit  Berücksichtigung  von  §  248,  1.,  wenn  nun 
statt  a,  b  die  übliche  Bezeichnung  x  und  y  gesetzt  ist: 

3t        Jd%  ,  ö2£\  2  «E.g       .4 

und  die  abzuleitenden  Grenzbedingungen  aus  (B.)  S.  131  werden  identisch  0. 
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Als  Nebenbedingungen  sind  aber  wie  vorhin  gegeben  £  =  0  an  der 
Umgrenzung  der  Membran  und  für  t  =  0 

£  =  f(x,y),         ^  — F(x,y). 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  mögen  nun  die  Schwingungen  einer 
rechteckförmigen  Membran  untersucht  werden.*)  Die  Seiten  des  Rechtecks 
seien  1  und  b,  dann  ist  also  ein  Punkt  im  Innern  der  Membran  gebunden 
an  die  Ungleichungen  1  >  y  >  0,  b  >  x  >  0  und  die  Randbedingung  ist 
£=0  für  x  =  0  und  x  =  b,  y  =  0  und  y  =  L 

Eine  particuläre  Lösung  von  (1.)  ist: 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  (1.)  ein,  so  finden  wir  eine  Gleichung 
zwischen  er,  /?,  y,  nämlich 

f  —  c*  (a2  +  ß*)-  (2.) 

Da  hier  die  willkürlichen  Constanten  nur  im  Quadrat  vorkommen,  so 

hängt  die  Lösung  nicht  von  deren  Vorzeichen  ab  und  es  kann  gesetzt 

werden : 

C=(pe«+qe-«)  (p/W*)  (<?+*-«). 
Wegen  £=0,  wenn  x=Ö  muss  sein  p = — qt 

,                   +2ab     4    .  .         m/rl/— 1         4a 
-    x=b     -       -   e'       =1, d.La= ^ , m«1.2.^ 

D 

-   y=o   -     -  p,— q,,  

.    y=l     -       -  e+2'Jl=l,d.h./?=^E£=l,n==1.2„. 
Dann  muss  nach  (2.)  sein : 


und  es  sind: 


,/— 1        l/m2  ,   n2 

y.         .     T&7C       .     XLTC  A 1  /m2    ,    n2 

£  =  sin-r—xsin  -p  y  cos  c/rt  1/  T?+  ii> 

y.        .    mn      .    vltc  Al/m2   .    n2 

£  =  sin-£-xsin-y  y  sin  c/rt  l/^-f-j, 

particuläre  Lösungen,  welche  den  Bedingungen  an  der  Grenze  genügen. 
Als  allgemeine  Lösung  ergiebt  sich  daraus: 

£=  ^  ^  sin  -y  x  sin  -y-y<  Amn  cos  c/rt  J/  ^  +  -^ 


m=l n=l 

+  Bmn  sin  c*rt 


V  b2  +  T2J' 


Mithin  gelten  für  t  =  0  folgende  Gleichungen : 
f  (x,  y)  =  2^1  2L    mn  81D  T  X  Sin  ~  y 


vi      \      ^J  ^J       1  /m2  ,   n2  D       .    mn      .    nit 
F  (x,  y)  =  J^  ^  c*r  y  p  +  y  *ma  sm  "b"  x  8m  T"y' 


*)  Riemann  a.  a.  0.  §§  94,  95.  —  Lame  a.  a.  O.  X.  Le$on. 


Transversale  Schwingungen  der  Platten  und  Membrane.   ((  248.)       205 

und  es  ist  nach  dem  Foarier 'sehen  Theorem: 

bi 

Amn  —  j— |  /  /  f  (i,  fi)  sin  -r—  X  sin  -y-  fi.AXAfi. 


0   0 

4  b    '  m 

Bmil » f  Cy  (i,  p)  sin  -r-  X  sin  -^ (i.Akdp. 

1  /m*         n*   I     I  D  I 

blCTT 


4 


Für  ein  durch  den  Anfangszustand  bestimmtes  m  und  n  ist  dann  die 

Schwingungsdauer: 

T-  2 


Die  Knotenlinien  sind  bestimmt  durch  £— 0  für  jedes  t,  also 

b         2b  (m  — l)b 

m         m  m 

1  21  (n  — 1)1 

J        n  n  n 

Diese  Linien  sind  demnach  den  Seiten  des  Rechtecks  parallel  und  zer- 
legen dasselbe  in  congruente  Theile. 

Ist  das  Verhältniss  b* :  l1  irrational,  so  sind  die  eben  betrachteten 
Knotenlinien  die  einzigen,  welche  einem  bestimmten  Ton  zukommen,  denn 
in  der  Summe  für  £  giebt  es  dann  nur  ein  Doppelglied  für  diese  Schwin- 
gungsdauer.  Ist  aber  z.  B.  bf  — =  /fla,  so  ist: 

Trm  >b  _  2b 

cyW  +  ^n*       c|/r  " 
Wir  erhalten  dieselbe  Schwingungsdauer,  wenn 

r  —  m*  +  ß%n*  — -m\  +  ß* n?  —  mj  +  /?X  — . . . 
ist,  also  einem  bestimmten  Ton  entsprechen  dann  mehrere  Doppelglieder. 
Ist  z.  B.  die  Membran  quadratisch,  dann,  ist  b  •»  I,  also  ß  —  1,  und  ist 
m  s  1,  n  B»  2,  so  giebt  dieselbe  Schwingungsdauer  mt  =  2,  n,  =  1,  also, 

2  7E  C  7Ü         ~~~ 

wenn  x  —  -=-  —  —  j/5  gesetzt  wird,  erhalten  wir  zwei  Doppelglieder  für 

Cundesist:       •.     /A  .  ,  «     .     ,N  .   *tx  .    2ni 

C—lA..  cos  xt-4-B..  sin  xt)  sin  -=—  sin  — r-=- 

D  D 

+(\l  cos  xt+B„  sin  xt)  sin  — r—  sin  -r-^. 

Soll  nun  f*0  sein  können  unabhängig  von  t,  so  muss  £  folgende 

Form  annehmen : 

y         ...  \      .   7tx  .   2  *ry  .  v.    .   2/rx  .    *ry1 
f =  g>  (tw  a  sin  -r-  sin  — r— =-  +  o  sin  — =—  sin  -r*  } 

™  9>  (t)  2  Sm  -|—  Sin  -r-^  <  a  COS  -rp  +  D  COS  -r-  J, 

wo  die  Coefficienten  a  und  6  vom  Anfangszustand  abhängen. 
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Wird  der  Factor  vor  der  Parenthese  gleich  Null,  so  bezeichnet  dies 

die  Ruhe  der  Grenzen  des  Quadrates,   et  cos  -~  +  6  cos  -r—  =*=  0   giebt 

die  inneren  Knotenlinien.    Ist  dann  1)6  =  0,  2)  a  — 0,  3)  a==  —  \ 
4)  a  =  B,  so  ergiebt  dies  als  Knotenlinien: 

l)y  =  ^,      2)X  =  Y'     8>T  — *•     4)y  =  b-x, 
Weitere  Beispiele  sind : 

1)  r  =  m*  +  n*  =  1  +  1,  also  m«l,  n  =  1,  dann  ist 

y.  /4X     .      7TX     .      7tV 

?=y(t)sin  —  sin  -£-, 
also  die  Gleichung  der  Knotenlinien 

sin  -r-  sin  -r=  =  0,  cL  h.  x  «=  0,  y  «=  0. 

Die  Knotenlinien  sind  die  Grenzlinien. 

2)  r  =  8 ,  also  m  =-»  2 ,  n  =  2.    Die  Gleichung  der  Knotenlinie  ist 

dann :  .    2  /rx   .    2  7tv      - 

sin  — r—  sin  -  ~  *=  fr 
o  o 

oder  andere  Form : 

.    7rx   .    /ry       n\       ity      Ä 
sin  -r-  sin  -ri  cos  -t—  cos  -~  =  0. 
b  b  b  b 

K  K 

Es  sind  also  ausser  x=»0,  y  =  0  noch  x  =  -^-,    y™  ~  Knoten- 


linien. 


3)  r  =  10.    m=  t»   n  —  3- 

Die  Form  für  £  ist  demnach: 

j-  /*\  \  ~   •    **x   •    3  *ty      -   .    3  ttx   .    *ry  | 

b  =  V  W  {  ft  SU1  ~TT  8in  —r^  +  B  sin  — r—  sin  -r^  >. 

Die  Gleichung  der  Knotenlinien  wird  dann: 

.    it\   .    3*ry  .  t  .    3*rx   .    *ry 
a  sin  -^  sin  — j— *  +  o  sm  — ir—  sin  -—  ==  0 

OD  DD 


oder  in  anderer  Form: 

Lh  cos^-  ll  +  B  U  cos*^-  ll  [-0, 

wo  die  ganze  Parenthese  die  inneren  Knotenlinien  enthält: 
Ist  nun  speciell: 


.      7tX     .      TtV 

sin  -=—  sm  -rr 
b  b 


a)  a  =-  0,  so  ist  y  =  -g ,     y  —  -g-, 

*  b  2  a 

b)  a« 0,  so  ist  x=  y,     y  —  -5- , 


c)  a  ==  —  B,  so  ist  cos  -J-  =•  +  cos  -^ ,  also  y  —■  x,  y  =  b  —  x» 
x  k         —  D 

7TV  7TX  1 

d)  a  =  B,  so  ist  cos*  — -  4-  cos1-!—  =  -r-,  d.  j.  ein  Kreis. 

'  ■  a     '  b         2 
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Ist  die  Membran  ein  Rechteck  und  b* :  1*  rational,  also 

a  ,         a 


dann  ist  für  ein  Doppelglied : 

T=j=  2a  ^28 

cyan*  +  ßm*      cj/r' 
Die  Untersuchung,  ob  mehrere  Doppelglieder  auf  dieselbe  Schwin- 
gungsdauer führen,  hängt  also  jetzt  ab  von  der  Lösung  der  Gleichung 

crn*  +  /2m*«:r, 
wo  a  und  ß  gegeben  sind. 

5«    Gleichungen  für  rechteckförmige  Luftplatten.*) 

Wenn  wir  die  Punkte  der  Luftplatten  auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
uatensystem  beziehen,  wie  es  bei  den  Membranen  geschehen  ist,  so  erhalten 
wir  nach  S.  161,  wenn  die  Theilchen  nur  Bewegungen  in  der  Ebene  der 
Scheibe  und  nicht  senkrecht  zu  derselben  ausfahren  können,  die  zu  inte- 
grirende  Differentialgleichung : 

Es  sind  demnach  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit 

und  die  Verdichtung 

1  dq> 

" ?*' 

Die  Grenzbedingungen  sind  folgende : 

1)  Bei  geschlossenen  Luftplatten. 

An  den  Rändern  ist  die  Geschwindigkeit  senkrecht  zu  denselben  «->  0 
für  jedes  t,  mithin  ist  für  x  «=  0  und  x  —  b : 

&-• 

und  für  y«-=0  und  y«=l: 

8y       °' 

2)  Bei  offenen  Platten. 

Wir  machen  die  angenähert  richtige  Annahme,  dass  es  am  Rand  wohl 
eine  Geschwindigkeit,  aber  keine  Dichtigkeitsänderung  giebt,  also  a=0  ist. 

Das  allgemeine  Integral  der  obigen  Gleichung  ist  für  geschlossene 
Platten: 


*)  Kundt,   Schwingungen  der  rechteckigen,  insbesondere  der  quadratischen 
Luftplattea.    Pogg.  150. 
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m=oc  n=3ü 


Ml <->W     M— •  >^/  t  1 

2^1       vcLTt  nn      I   .  .1/m1   ,   n2 

>.COS  -y  X  COS  -y  y .  <  Amn  COS  Cflft  1/  Ya  +  y 


m=ü     n=ü 

+  Bm„  sin  crct  p  -gä+p-f 


und  für  überall  offene  Platten : 

m=oo  D=0O  r  . 

>.sm  -y  x  sin  -p  y  <  Amn  cos  cnt  V  ^i  +  p- 

m=i     n=l 

+  Bmn  sin  CTirt  ^/p  + -p- 1. 

Die  Constanten  A  und  B  werden  durch  den  gegebenen  Anfangszustand 
bestimmt. 

Sind  die  Luftplatten  nicht  überall  am  Rande  offen  oder  geschlossen, 
so  sind  die  Schwingungen  durch  ganz  ähnliche  Ausdrücke  gegeben,  die  sich 
von  den  obigen  nur  durch  die  Einführung  der  gegebenen  Randbedingungen 
unterscheiden. 

Jedes  Glied  der  obigen  Doppelreihe  entspricht  einem  Ton,  dessen 
Schwingungsdauer  gegeben  ist  (s.  S.  205)  durch 

2 


T  = 


r  b2^r 


Die  Bemerkung,  welche  früher  gemacht  worden  ist  in  Bezug  auf  das 
Verhältniss  b2 :  l2,  gilt  auch  hier. 


6.    Discussion  der  erhaltenen  Gleichungen. 

Die  Knoten  findet  man,  indem  man  die  Punkte  x,  y  sucht,  welche  für 
jedes  beliebige  t  folgenden  Gleichungen  genügen: 

"5x— -°'         ä^-0'  (a° 

Da  also  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Knoten  zwei  Gleichungen  ge- 
geben sind,  so  werden  diese  im  Allgemeinen  nicht  wie  bei  den  Membranen 
in  Linien  liegen,  sondern  an  einzelnen  Punkten  sich  befinden. 

Die  Gesammtheit  der  durch  (a.)  dargestellten  Knoten  kann  in  drei  Unter- 
abtheilungen getheilt  werden  und  zwar  nach  den  Nebenbedingungen,  denen 
die  Coordinaten  der  Knotenpunkte  ausser  (a.)  genügen, 
a)  cr  =  0. 

An  den  hierdurch  bestimmten  Punkten  ist  also  keine  Bewegung  der 
Luft  und  ausserdem  keine  Dichtigkeitsänderung  vorhanden.  Solche  Stellen 
heissen  doppelte  Knoten. 

u   8*      a    der      A     /  5V\*      d2(7  &o   ' 


Transversale  Schwingungen  der  Platten  not  Membrane.   ((  248.)       209 

Diese  Bedingungen  sagen,  dass  an  den  so  bestimmten  Punkten  die 
Verdichtung  ein  wirkliches  Max.  oder  Min.  hat  Die  Bewegung  der  Luft«« 
theilchen  um  diese  Punkte  ist  also  entweder  nach  diesen  hin  oder  von  ihnen 
weg  gerichtet*  Solche  Stellen  heissen  umschlossene  einfache  Knoten. 


Hier  ist  eine  Dkhtigkeitsftnderong  torhanden,  aber  die  Verdichtung 
ist  weder  ein  Max.  noch  ein  Min.  Die-hierdurch  gefundenen  Punkte  mögen 
nicht  umschlossene  einfache  Knoten  genannt  werden. 

Die  Lage  der  Bäuche,  d.  h.  die  Lage  der  Punkte,  wo  das  Maximum  der 
Bewegung  ohne  Dichtigkeitsänderung  stattfindet,  ist  gefunden  durch  die 
Gleichung  a  =  0  für  jedes  t.  Die  Bäuche  werden  also ,  da  sie  durch  eine 
Gleichung  gegeben  sind,  auf  Linien  liegen,  man  wird  demnach  hiervon 
Bauchlinien  sprechen  müssen.  Die  Bedingung  a  *■*  0  ist  aber  auch  unter 
a)  als  eine  der  Bedingungen  für  einen  doppelten  Knoten  gegeben.  Eine 
einfache  Betrachtung  lehrt,  dass  diese  Knoten  die  Schnittpunkte  zweier 
Bauchlinien  sind« 

Man  sieht  ferner,  dass  die  Bauchlinien  übereinstimmen  mit  den  Knoten- 
linien bei  schwingenden  Platten  und  Membranen. 


7.   Untersuchungen  zweigliedriger  Schwingungen. 

Wenn  1  und  b  incommensurabel  sind,  so  entspricht  jedem  Ton  ein 
Doppelglied. 

Es  soll  nun  im  Folgenden  zugleich  als  Erweiterung  von  4.  das  elegante 
Verfahren,  dessen  sich  Kundt  zur  Construction  der  Bauchlinien  bedient,  an- 
gegeben werden,  für  solche  Schwingungen  einer  quadratischen  offenen 
Luftplatte,  denen  zwei  Doppelglieder  entsprechen.    Es  ist  also  abgekürzt  • 

dm  ,  mn      .    TM    ,k  v.    ,  n  v.. 

-j£  =  —  c*o  =  sin  -r-  x  sin  -r-  y  (Amn  cos  Kt  +  Bmn  sin  Kt) 

+  sin  -r-  x  sin  -r-  y  (A„m  cos  Kt  +  Bam  sin  Kt). 

Dieser  Gleichung  geben  wir  nach  Analogie  von  S.  205  die  Form : 

dw  ,         -gA.  |      .    mn      .    n/r      ,  t   .    xltz      .    m/r    1 

-je  —  —  c*o  =  f(t)  t  a  sin  -r-  x  sin  -r-  y  +  b  sin  -r-  x  sin  -r—  y  >. 


Die  Gleichung  der  Bauchlinien  ist  demnach: 

-=—  x  sin  -i-  y  4-  o  sin  -t-  x  si-    . 
b  b  J   '  b  b 


a  sin  -r-  x  sin  -r-  y  +  o  sin  -r-  x  sin  -r-  y  =  0 


oder 


.    m/r  vcut 

sin  -r-  x  sin  -£-  y 

a =  — B 


sin  -r—  x  sin  -r-  y 

D  O 
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Dieser  Bedingung  ist  genügt,  wenn  die  Zähler,  aber  nicht  die  Nenner 
verschwinden,  also  wenn    • 

pb        .  qb 

x  =  —  und  y  =  — 

m  J        m 

ist,  wo  p  und  q  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten.  Hiernach  sind  jedenfalls 
die  Schnittpunkte  der  durch  diese  Grössen  bestimmten,  den  Kanten  parallele 
Linien,  Bauchpunkte,  wenn  nicht  etwa  die  Punkte  auf  einer  Linie  liegen, 
für  welche  die  Nenner  verschwinden. 

Ferner  ist  der  Gleichung  genügt,  wenn  die  Nenner  gleichzeitig  ver- 
schwinden, ohne  dass  es  die  Zähler  thun. 

Dies  ist  erreicht,  wenn 

rb        ,  sb 

X  = Und     V  aass 


n 


y  =  _ 


ist,  wo  r  und  s  wieder  beliebige  ganze  Zahlen  sind.  Die  Schnittpunkte  der 
hierdurch  gebildeten  Parallelen  sind  demnach  wieder  Bauchpunkte,  wenn 
dieselben  nicht  auf  einer  der  im  Vorhergehenden  bestimmten  Linien  hegen. 
„Durch  die  beiden  quadratischen  Gitter  zusammen,  beschreibt  Kundt 
weiter,  wird  die  Ebene  in  eine  Anzahl  von  verschieden  geformten  Recht- 
ecken getheilt.  Jedes  dieser  Rechtecke  hat  unter  allen  Umständen  minde- 
stens zwei  Gitterpunkte  als  Ecken.  Die  Curve  kann  also  in  jedes  Rechteck 
durch  einen  Gitterpunkt  eintreten  und  durch  einen  anderen  aus  dem  Recht- 
eck wieder  austreten.  Wird  aber  ein  beliebiges  der  ungleichen  Rechtecke 
von  der  Curve  wirklich  durchlaufen,  so  können  alle  die  Rechtecke,  die  mit 
einer  Seite  an  das  durchlaufene  anstossen,  nicht  von  der  Curve  getroffen 
werden,  denn  beim  U eberschreiten  irgend  einer  Gitterlinie  ändert  eine 
Seite  der  Gleichung  ihre  Zeichen,  während  die  andere  dasselbe  behält  Ist 
daher  die  Gleichung  in  einem  Rechtecke  erfüllt,  so  kann  sie  nicht  in  einem 
benachbarten,  seitlich  anstossenden  erfüllt  sein.  Eine  Ausnahme  wäre  nur 
dann,  wenn  die  Grenzlinie  beiden  Gittern  zugleich  angehört/4 

Fig.  18. 

a  =  B 


Dies  möge  durch  die  beiden  Figuren  (17  und  18)  für  m  =  3,  n  =  5, 
die  aus  den  40  von  Kundt  entworfenen  entnommen  sind,  erläutert  werden. 
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Die  beiden  Gitter  sind  durch  gestrichelte  Linien  und  die  Gitterpunkte 
durch  kleine  Kreise  bezeichnet.  Die  ausgezogenen  Linien  sind  die  Bauch- 
linien. 


e  8ohwingungen  der  Saiten  und  Stäbe.   (§  249.) 

Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  und  deren 

Integration. 

Aus  den  Gleichungen  der  Elasticität  S.  109  und  denen  von  §  245,  1. 

erhalten  wir : 

„    ö*w  D         G      ö*w 

Eqaz» — p''+iq3F' 

mit  der  Grenzbedingung  für  z  =—  1: 

■«(*)-* 

Wenn  die  äusseren  Kräfte  gleich  Null  gesetzt  werden  oder  wenn  auch 
nur  das  Ende  des  Stabes  durch  Kräfte  und  Kräftepaare  angegriffen  ist,  so 
erhält  die  obige  Gleichung,  da  dann  jedenfalls  Px==0  ist  (S.  102),  die 
Form,  wie  sie  auch  nach  der  Theorie  der  absolut  biegsamen  Saiten  (§  245, 4.) 
gefolgert  werden  kann. 

Da  dann  aus  der  Differentialgleichung  durch  Division  der  Querschnitt 
des  schwingenden  Körpers  entfernt  werden  kann,  so  müssen,  wenn  dieser 
durch  die  Grenzbedingungen  nicht  wieder  hereinkommt,  die  Longitudinal- 
schwingungen  unabhängig  vom  Querschnitt  sein. 

Setzt  man  w  =  wn  cos  (xn  t),  wo  wD  eine  Function  von  z  ist,  so  erhält 
man  nach  Einführung  dieses  Werthes  in  die  Differentialgleichung,  wenn 
von  den  äusseren  Kräften  abgesehen  wird, 

d*wP  Gx2 

"S5  E^Wn* 

Deren  allgemeines  Integral  ist 

Wn=  An  COS  (xnZ  J/|T-J  +Bn  Sin  ( X„  Z  ^   %z\ 

Sei  nun  der  Anfang  des  schwingenden  Körpers  in  Ruhe,  also  wn  =  0 
für  z«=  0,  so  ist  An=  0  und  es  bleibt  nur 

w  =  BQ  sin  UftZ  I/f^J  cosxnt. 

a)  Ist  ausserdem  das  andere  Ende  fest ,  also  auch  w„  =  0  für  z  =  1 
somuss  .    /~l/6\ 

sein  oder  

*rl/Eg         8«|/Bg         3«l/Eg       n*r|/Eg 

*B==T^/"G~,      Tr"G"'      TrT'ml   W~ß' 

14* 
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Die  Schwingungszahlen  sind  demnach 

ll/ii      Al/Eg      Al/Eg      Al/fi 
2ir  "g"'     2ir   g'     2ir  G'^2ir   g' 

1  1/Ec 
Für  den  Grundton  ist  die  Schwingungszahl  =-j  1/  -—• 

Zur  Bestimmung  der  Schwingungsknoten  dient  die  Gleichung 

.    /        1/C\         .    nyr 
sin  (xnz  y  fr-)«*  »in  — -z  =  0. 


1 


n^r 


Dieser  ist  genügt,  wenn  -r-  z=m7r  ist,  wo  m  irgend  eine  ganze  Zahl 

ml 

bedeutet.    Da  hiernach  z  =  —  ist,  so  giebt  es  n  —  1  Knotenpunkte  für 

den  nten  Ton,  welche  den  ganzen  Stab  in  n  einander  gleiche  Theile  theilen. 

Alle  obigen  Betrachtungen  gelten  auch,  wenn  wir  statt  cos  xnt  setzen 

sin  xn  t,  mithin  erhält  w  die  allgemeine  Form : 


w 


sm -p  ( Bn  cos  -y- y  "<f  l  +  cn  sm  —y  -<f  M- 


Die  darin  vorkommenden  Constanten  sind  dann  durch  den  Anfangs- 
zustand zu  bestimmen.   Es  muss  nämlich  noch  gegeben  sein  für  t  =  0 

w  =  f  (z)  und  -3-  =  F(z).  Dies  führt  zu  den  Bedingungen 

f(z)  =  £i  Bn  sm  — ,        F(z)  =  ^  —  y  -£  Cn  sin  —. {— . 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  sin  — j—  und  integrirt  von  0 
bis  1,  so  fallen  rechts  alle  Glieder  bis  auf  Bh  und  Ch  fort,  es  ist  mithin 

/f(z)sin*f  dz  =  IBh,    /F(z)sm^dz=^j/f  *. 

0  0 

Die  Anfangsbedingungen  bestimmen  also  die  B  und  C,  und  man  er- 
kennt, dass  die  Intensität  des  Tones  vom  Anfangszustande  abhängt,  während 
die  Tonhöhe  davon  unabhängig  ist. 

Da  nun  die  Schwingungen  durch  die  angestellten  Untersuchungen 
vollständig  bestimmt  sind,  ohne  auf  die  Spannung  Rücksicht  zu  nehmen,  so 
ist  dadurch  bewiesen,  dass  diese  ohne  Einfluss  ist  auf  die  Tonhöhe. 

b)  Das  Ende  z  =  l  sei  frei,  dann  geht  die  oben  aufgestellte  Grenz- 
bedingung über  in  Eq  [-5- j  =«0;  denn  das  Ende  ist  ganz  frei,  also 
keinerlei  Zugkraft  unterworfen.    Es  ist  mithin 

cos  (^nl)-0' 

also 


Xn 


£rl/Eg         i£l/Eg         &£lAf       (2n-M)7t|/Eg 

2ir  c      2ir  g'      21  r  g'"     21      r  g 
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Dies  giebt  dieselbe  Reibe  der  Schwingungszahlen  wie  unter  a),  nur  ist 
der  Grnndton  um  eine  Octave  tiefen 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Knotenpunkte  ist 

K"G        .    (2n  — 1)  A 

A  —.1 

Diese  ist  erfüllt  durch  z— : ^ — —r .  Um  demnach  die  Knotenpunkte 

zu  finden,  muss  man  die  Länge  des  Stabes  in  so  viel  einander  gleiche  Theile 
theilen,  als  diejenige  Zahl  betragt,  welche  das  Verbältniss  der  Schwingung»- 
zahl  des  Begleittones  zu  der  des  Grundtones  angiebt  Alle  geraden  Tbefl- 
ponkte  Tom  festen  Ende  des  Stabes  an  gerechnet  sind  dann  Knotenpunkte« 
Der  allgemeinste  Ausdruck  der  Schwingung  ist  hier 

■f-Csin     21     ft  y  -^  tl. 
Dm  den  Anfangszustand  einzuführen,  verfahrt  man  wie  vorhin,  multi- 
phcirt  zur  Bestimmung  der  Constanten  mit  sin  — =-: —  ttz  und  integrirt 
von  0  bis  1.  Dies  giebt 

yf(z)  sin  ( — ^—Ttzj  dz  —  - Bh, 
o 
1  2h  — 1 


/V(z)sin[- 


21 
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1«  Geschwindigkeitspotential   für  einen   einfachen  Ton.*) 

Ein  einfacher  Ton  ist  charakterisirt  durch  eine  bestimmte  Schwin- 
gongnabl  n.  Wir  können  demnach  setzen: 

(jp  — ■  i//  cos  2  rtnt  + 1//'  sin  2  *rnt, 
wo  t//  und  i//'  Functionen  von  x,  y,  z  von  der  Beschaffenheit  sind,  dass 
jede  derselben  nach  §  229,  7.  (4.)  der  Gleichung  Jip  +  *V  ■  0,  wenn 

x  = gesetzt  wird,  genügen  muss. 

Da  es  sich  hier  nur  um  Luftsäulen  handelt,  so  ist  y  und  damit  1//  und 
i//'  nicht  von  y,  z  abhängig,  wenn  die  Längsrichtung  der  Luftsäule  mit  der 
xAxe  zusammenfällt. 


*)  Kirchhoff  a.  a.  0.  S.  323. 
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Die  für  die  xp  zu  erfüllende  Bedingungsgleichung  reducirt  sich  dem- 
nach auf 

•    dxa  *  v#  ■ 

Deren  allgemeines  Integral  ist 

tp  =  A  cos  xx  +  B  sin  xx, 
Wo  A  und  B  die  willkürlichen  Constanten  sind,  die  für  die  t[/  und  xf/'  be- 
sonders zu  accentuiren  sind. 

Führen  wir  diese  Werthe  von  xfj  in  q>  ein,  so  erhalten  wir,  wenn  wir 
den  Coordinatenanfang  und  den  Anfangspunkt  der  Zeit  passend  verlegen, 
aber  die  alte  Bezeichnung  x  und  t  beibehalten,  eine  Gleichung  von  der  Form: 
cp  ob  A  cos  xx  cos  2  ornt  +  B  sin  xx  sin  2  7t nL 

Die  Discussion  der  Werthe  A  und  £  wird  dann  die  verschiedenen 
Schwingungsknoten  und  Bäuche  der  Luftsäule  geben. 

Statt  einer  beliebigen  Luftsäule  können  wir  aber  auch  eine  solche 
nehmen,  welche  in  eine  nach  beiden  Seiten  unendliche  Röhre  einge- 
schlossen ist. 

Bezeichnet  n  die  Richtung  der  Normale  auf  die  Röhre,  so  muss  erfüllt 
sein,  da  senkrecht  zur  Röhrenwand  keine  Bewegung  stattfinden  kann, 

JE  =  0.  Diese  Gleichung  ist  aber  bei  unserer  Annahme,  dass  q>  von  z  und 

y  unabhängig  ist,  selbstverständlich  immer  erfüllt 

2.   Discussion  der  erhaltenen  Gleichung. 

a)  Ist  B  —  0,  dann  erhalten  wir 
cp  =  A  cos  xx  cos  2  nrtt, 

v  =  ^- a=  —  %A  sin  xx  cos  2  n*rt, 

1    dq>       x     .  .    0 

a  = j  .-jt  =  —  A  cos  xx  sin  2  n^rt, 

/vlA. 
vdt  = —  - sin  xx  sin  2  n/rt. 
2n*r 

Jeder  Punkt  bewegt  sich  nach  den  Gesetzen  von  §  224 ,  1.,  die  Am- 

Ax  '    ' 

plitude  ist  —  - sin  xx  und  die  Phase  2  n/r.   Es  ist  also  die  Phase  un- 

2  n^r 

abhängig  von  x,  d.  h.  für  einen  Augenblick  überall  dieselbe,  während  die 

Amplitude  sich  mit  x  ändert.   Dies  bedeutet  eine  stehende  Schwingung, 

2*z 
deren  X  —  —  (§  236)  ist.    Setzt  man  nun 
x 

X 

x==(2m  +  l)j,  so  ist  sin  xx  =  1, 

also  befindet  sich  an  diesem  x  das  Max.  der  Amplitude,  d.  h.  ein  Schwin- 
gungsbauch. 
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Für  ft       l  .  4    .  A 

x  =-=  2  m  -r  ist  sin  xx  =  0. 
4 

Damit  sind  die  x  gegeben,  an  denen  die  Amplitude  gleich  Null  ist,  d.  h. 
die  Knotenpunkte. 

Die  Dichtigkeitsänderung  richtet  sich  nach  einem  ahnlichen  Gesetz. 
Das  Max.  a  befindet  sich  an  den  Knoten,  während  an  den  Bäuchen  sich  die 
Dichtigkeit  nicht  ändert. 

Es  ist  leicht  zu  übersehen,  dass  A  —  0  zu  ähnlichen  Resultaten  führt. 

b)  Ist  A  —  +  JB,  so  erhält  man 

q>  =  A  cos  x  (*T at)» 

v«*-J^«~ —  %A  sin  x(x  +  at), 
dx 

1   dq>      i_  x     .  .       ,  4X 

ff — i?-gr-+7^8,nx(x+at)' 

8= +  ^— -  cosx(x  +  at). 
zun 

Nach  §  225  bedeutet  dies  fortschreitende  Schwingungen,  di$  nach  den 
verschiedenen  Seiten  der  xAxe  gehen.  Die  Amplitude  ist  immer  dieselbe, 
aber  die  Phase  ändert  sich  yon  Ort  zu  Ort, 

c)  Für  den  allgemeinen  Fall  ist: 

v  =  v?  =r —  %A  sin  xx  cos  2  ttnt  -f-  xB  cos  xx  sin  2  *mt, 

dx 

—  x  f/urf1  Bin*xx  -f-  3*  cos*xx  sin  (2 /int  —  <J), 
j  _  _  JL  ^  =  ?JB!f  (_  A  cos  xx  sin  2  /rat + JB  sin  xx  cos  2  Trat), 

=  —  tfA*  cos1  xx  +  JB1  sin1  xx  sin  (2  Ttnt  —  «), 
a  r 

s  —  —  —  y^su^xx+JFcos^x  cos  (2  nmt  —  «), 


wo 


a 

A  B 

tgd  — -g  tgxx,  tge  —  -^tagxx  ist. 


8.   Anwendung  auf  gedeckte  Pfeifen. 

a)  Ist,  wie  bei  den  gedeckten  Pfeifen,  die  Luftsäule  durch  eine  zur 

xAxe  senkrechte  Ebene  geschlossen,  so  ist  für  diesen  Punkt  v  «**  ^  —  0. 

Das  ist  aber  nach  den  Werthen  in  2.  a),  b),  c)  von  y  nur  bei  a)  möglich.  Es 
müssen  also  dann  die  Schwingungen  stehende  sein  ijnd  an  dem  festen  Ende 
muss  ein  Knoten  sich  befinden. 
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b)  Ist  die  Röhre  bei  x  =  0  und  x— 1  geschlossen,  so  müssen  in  den 
stehenden  Wellen  an  x  =  0  und  x  =  1  sich  Knoten  befinden,  also  ist  nach 

SLa):    :  . 

l  =  2mT=m-  =  m  —  =  ms—  (§  236). 
4  x  2  2n 

c)  Der  Querschnitt  x  =  0  sei  fest  und  der  bei  x  =  1  werde  von  aussen 
in  einer  solchen  Bewegung  erhalten,  dass  er  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit 
G  cos  2  /rnt  in  der  Richtung  der  x  Axe  habe,  wo  G  und  n  beliebig  gegebene 
Constanten  bedeuten.   (Kundt's  Experiment.) 

Es  muss  dann  unser  in  der  vorigen  Nummer  urHer  a)  berechneter 
Werth  für  x«  1  dem  gegebenen  v  gleich  sein,  d.  i.: 

v  =  —  %A  sin  xl  cos. 2  7rnt  =  G  cos  2  7rnt, 
also  ist 

.  G 

Um.  fc—  .  • 

%  sin  xl 
Dies  giebt 

q>  — r- — ;  COS  XX  cos  2  Mit. 

x  x  sin  xl 

Die  Bewegung  der  Lufttheilchen  hängt  von  yd  =  2  7t  j  ab. 

X 
Ist  nun  1  —  2  m  — f  so  ist  xl  =  m/t,   also  sin  xl  =  0  und  damit 

die  Amplitude  unendlich  gross.  D.  h.,  wenn  der  erregende  Körper  Schwin- 
gungen maoht»  die  dem  Eigenton  da*  Luftsaule  entsprechen  •so  kommt  die 
Luft  in  intensive  Schwingungen.  Dass  aber  nie  die  Bewegung  der  Luft 
ins  Unbegrenzte  wäebst,  hegt  daran,  dass  die  Röhrenwände  nicht  absolut 
fest  sind,  dass  der  bewegliche  Stempel  nicht  vollkommen  dicht  schliesst  und 
hauptsächlich  an  def  Reibung  der  Luft. 

Bemerkung:  Die  Theorie  des  Versuches  mittels  Stimmgabel  und 
Glascylinder,  um  das  Gesetz  von  §  250  nachzuweisen,  findet  sich  in  §  255, 3. 


4,   Erweiterung  für  kugelförmige  Wellen. 
Nach  §  229,  8.  ist  allgemein 

5P  — lpt(r  — tt)  +  lpt(r  +  at) 
und  nach  §  229,  7.  (4*)  ist  zu  erfüllen 

Diesen  Gleichungen  genügt  für  einen  einfachen  Ton 

1  1 

g> —— {A^os  xr+B'sin  xr)cos27rnt+— (A"  cosxr+B"  sin  xr)sin  2  mit 

Für  eben  speciellen  Fall  nimmt  diese  Gleichung  folgende  Form  an 

M  cos  x  (r  —  at)      M  sinx*(r  —  at) 

V  —  M ;: Mi ;: • 


-Kr*=  —  a*a  — (A  cos  xr  -f-  B  sin  xr)  2  *m  sin  2  *m  (t  —  tj, 
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Diese  Gleichung  stimmt  ttberein  mit  §  236 ,  2. ,  es  bedeutet  dies  also 
Kugelwellen ,  die  von  einem  Enregungapunkt  ausgehen  und  nach  Aussen 
fortschreiten. 

Ein  anderer  spezieller  Fall  ist 

q)  =  —  (A  cos  xr  -f-  B  sin  xr)  cos  2  itn  (t  —  tj. 

Hierdurch  werden  stehende  Wellen  dargestellt,  denn  es  ist 

-J-—  —  a*<x  = 

r 

also  ist  JE  und  damit  die  Verdichtung,  wenn  A  cos  xr  +  B  sin  xr  —  0  ist, 

immer  —  0.   Hierdurch  sind  die  Kugeln  bestimmt,  auf  deren  Oberflächen 
die  Dichtigkeitsanderungen  fortwahrend  verschwinden,  also  BauehkugeJa. 
Ferner  ist 

v  —=  -£-  — » |  —  ( —  xA  sin  xr  +  xB  cos  xr) 

—  -j  (A  cos  xr  +  B  sin  xr)  >  cos  2  7tn  (t  —  t,) 

Ar  jeden  Werth  von  t  gleich  Null,  wenn 

A  (cos  xr  +  xr  sin  xr)  +  B  (sin  xr  —  xr  cos  xr)  — *  0  ist. 

An  den  Kugeln,  deren  Halbmesser  hierdurch  bestimmt  sind,  ist  also 
die  Geschwindigkeit  gleich  Null,  es  sind  Knotenkugeln. 

Sind  die  Halbmesser  der  die  Luftmasse  begrenzenden  festen  Kugeln 

•  2*r 

R,  R'  gegeben,  so  bestimmen  dieselben  den  Werth  x  «■  .- ,  also  den  Eigen- 
ton der  betrachteten  Luftmasse.  Es  muss  nämlich  dann  gelten 

A  (cos  xR  +  xR  sin  xR)  +  B  (sin  xR  —  xR  cos  xR)  —  0, 
A  (cos  xR'  +  xR'  sin  xKO  +  B  (sin  xR'  —  xR'  cos  xR')  —  0. 

Die  Elimination  von  -=7  aus  diesen  Gleichungen  giebt 

♦       ,n       im        x(R  —  R') 

tgx(R-R0-1_x>RRf> 

Ist  aber  speciell  R'  —  0,  so  ist 

tg  xR  — :  xR. 
In  beiden  Fallen  erhalten  wir  demnach  ein  bestimmtes  x,  also  be- 
stimmte Eigentone  der  durch  die  begrenzenden  Kugelflachen  gegebenen 

Luftmasse. 
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lie  offene  Lippenpfeife.  .(§  251.) 

1.   Auffindung  des  Geschwindigkeitspotentials.*) 

Im  Folgenden  soll  die  Bewegung  der  Luft  an  dem  offenen  Ende  einer 
cylindrischen  Röhre  untersucht  werden ,  wenn  im  Innern  derselben  durch 
irgend  eine  Ursache  ebene  Wellen,  die  einem  einfachen  Ton  von  n  Schwin- 
gungen in  der  Secunde  entsprechen,  .zu  Stande  gekommen  sind,  und  sich 
die  Bewegung  durch  das  offene  Ende  der  Röhre  der  äusseren  Luft  mittheilt, 
welche  übrigens  durch  keine  anderen.  Schall  erregenden  Kräfte  afficirt 
werden  möge. 

Für  unsere  Untersuchung  machen  wir  folgende  Annahmen  über  die 
Röhre.  Sie  sei  cylindrisch  von  beliebigem  Querschnitt  und  ihre  Längsaxe 
falle  mit  der  xAxe  des  einzuführenden  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
zusammen.  Am  offenen  Ende  kann  die  Pfeife  eine  geringe  Aenderung  der 
Cylinderform  haben,  auch  kann  die  Oeffnung  theilweise  gedeckt  sein.  Die 
Dimensionen  der  Oeffnung  und  die  des  nicht  cylindrischen  Theiles  der 
Röhre  seien  gegen  die  Wellenlänge  sehr  klein.  Die  yz  Ebene  des  Coordi- 
natensystems falle  mit  der  Oeffnung  zusammen  und  die  Röhre  liege  nach 
der  negativen  x  Axe  zu.  Der  Anfang  sei  vorläufig  irgendwo  in  der  Oeffnung. 
Das  an  der  Oeffnung  der  Röhre  gelegene  Stück  derselben  oharakterisiren 
wir  dadurch,  dass  ß  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  nach  innen  gerichtete 
Normale  auf  die  Röhrenwand  mit  der  positiven  x  Axe  bildet.  Ist  demnach 
ß  äs  90°,  so  endigt  die  Röhre  cylinderförmig.  Den  äusseren  Raum  denken 
wir  uns  nach  einer  Seite  begrenzt  durch  eine  unendliche  Ebene,  die 
yz  Ebene.  Es  muss  also  nach  unserer  Annahme,  wenn  sich  y  und  z  beziehen 
auf  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Oeffnung  xy  und  xz  und  wenn  x  sich 
bezieht  auf  den  Theil  der  Pfeife,  der  nicht  die  cylindrische  Form  hat,  xx 

verschwindend  klein  gegen  1  sein,  da  x,  welches  nach  §  236  gleich  -y- 

ist,  wegen  der  Grösse  der  Wellenlänge,  und  x,  y,  z  für  diesen  Fall  sehr 
klein  sind. 

Wir  unterscheiden  nun  drei  verschiedene  Arten  des  Geschwindigkeits- 
potentials. 

a)  Innerhalb  der  Röhre  befinde  sich  ein  Abschnitt,  zwischen  welchem 
und  der  Oeffnung  keine  äusseren  Kräfte  auf  die  Luftmasse  einwirken.  In 
diesem  ist  dann  das  Geschwindigkeitspotential  nach  §  250,  wenn  t  passend 
angefangen  wird : 

(p  =  (A'  cos  xx  +  B'  sin  xx)  cos  2  /rnt  -f  B"  cos  xx  sin  2  ?mt.    (A.) 

b)  Zwischen  dem  Raum  zweier  Halbkugeln  auf  der  positiven  Seite  der 
x  mit  sehr  grossen  Halbmessern,  deren  Mittelpunkte  im  Coordinatenanfang 


*)  Helmholtz,  Theorie  der  Luftschwingungen  in  Röhren  mit  offenen  Enden. 
Grelle»  Journal  57.    1860. 
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liegen,  soll  g>  die  Form  für  kugelige  Wellen  haben,  die  in  den  unendlichen 

Raum  hinauslaufen.  Also  ist  daselbst  nach  f  236,  2.  oder  f  250,  4. : 

M  cos  (xr  —  2  ftnt)       M  sin  (xr  —  2  /mt)  ^  x 

9>™M - Mi •        (»•) 

M  und  Mj  sind  unabhängig  von  r,  aber  möglicher  Weise  abhängig  von 
den  Winkeln,  welche  r  mit  den  Coordinatenaxen  bildet. 

Jenseits  der  äusseren  jener  beiden  Kugeln  ist  ein  Raum,  wo  die  Schall* 
bewegung  erst  beginnt. 

c)  Zwischen  der  Region  der  ebenen  Wellen  in  der  Röhre  (A.)  und  der 
Region  der  Kugelwellen  (B.)  soll  die  Stärke  und  Phase  der  Luftschwingungen 
stationär  geworden  sein,  also  ist  hier  g>  von  der  Form 

q)  =*  yf  cos  2  *rnt  + 1//"  sin  2  Trat,  (C.) 

wo  xf/  und  t//'  nach  §  250  der  Gleichung 

^  +  xV«0 

genügen  müssen. 

Längs  der  ganzen  Wand  der  Pfeife  und  an  dem  Theile  der  yz  Ebene, 

Sm 
der  nicht  von  der  Rohrenöffnung  eingenommen  ist,  muss  sein  jp  =■=  0,  wo 

n  die  Richtung  der  Normalen  bedeutet. 

Für  die  weitere  Untersuchung,  die  uns  den  Zusammenhang  der  Coeffi- 
cienten  A',  B',  B",  M,  Mt  geben  soll,  theilen  wir  uns  den  Raum  in  vier  Ab- 
theflungen: 

1)  Innerer  Raum  der  Rohre  von  der  Ebene  der  Oeffnung  bis  zu  einem 
Querschnitt,  der  innerhalb  der  ebenen  Wellen  liegt,  also  von  x  =■=  0  bis  zu 
einem  —  x. 

2)  Freier  Raum  auf  Seite  der  positiven  x,  der  einerseits  begrenzt  ist 
durch  die  yz  Ebene  und  andererseits  durch  eine  um  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  als  Mittelpunkt  construirte  Kugelfläche,  welche  in  die  Region 
der  kugeligen  Wellen  fällt. 

3)  Raum  theils  in  der  Röhre  und  dort  begrenzt  von  einem  Querschnitt 
in  der  Region  der  ebenen  Wellen,  theils  ausserhalb  und  dort  hegrenzt  von 
einer  Halbkugel  der  obigen  Art  in  der  Region  der  Kugelwellen. 


2.   Untersuchung  des  Geschwindigkeitspotentials  für 

Punkte  in  der  Röhre. 

In  diesem  Räume  gehören  die  Geschwindigkeitspotentiale  einestheils 
zu  (A.)  und  anderenteils  zu  (C). 

Wir  gebrauchen  zu  dieser  Untersuchung  einen  Satz,  der  zuerst  von 
Green*)  aufgestellt  worden  ist  und  folgendermassen  lautet:  Sind  U  und  V 
zwei  beliebige  endliche  und  stetige  Functionen  von  x,  y,  z  innerhalb  eines 


*)  Crelle's  Journal  39,  44,  47. 
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bestimmten  Volumens  S,  so  ist,  wenn  da)  ein- Flächenelement  der  Grenze 
dieses  Volumens  und  n  die  Richtung  der  Normale  auf  die  Grenzfläche  ist, 

Nach  derselben  Formel  ist 

Aus  den  beiden  obigen  Formeln  ergiebt  sich : 

Wenn  wir  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  addiren  | 

jT/x'UVdxdydz,  j 

so  geht  sie  über  in 

Aj  fcd"+Jj[fv  (<*\  +  xfV)  dxdy  dz  — 

/V  g?  dw  +f[fv  {du  +  x*U)  dx  dy  dz. 

Diese  Gleichung  muss  also  auch  gelten ,  wenn  U  und  V  Geschwindig- 
keitspotentiale sind. 

Da  in  unserem  Raum  der  Annahme  nach  keine  Erregungspunkte  liegen, 
so  muss  also  gelten  nadh  §  229, 8.,  weil  die  dort  mit  q  bezeichneten  Grossen 
verschwinden, 

^V  +  x^^O,        ^U  +  x*U  — 0. 

Der  Satz  von  Green  lautet  also  auf  die  Geschwindigkeitspotentiale  in 
unserem  Räume  angewendet 

/ü5>_/vS7id-  (L) 

a)  Setzen  wir  V  ==  cos  xx,  also  für  V  eine  Function,  die  der  Bedin- 
gungsgleichung J\  -f-  x2  V  =  0  genügt,  und  für  U  die  Werthe  aus  1.  unter 

(A.)  und  (C.).    -^-  — =  p-E  ist  nun  nür  an  der  Oeffnung  der  Rühre  und  im 

inneren  Querschnitt  derselben  von  0  verschieden. 
An  der  Oeffnung  haben  wir  nach  (C): 

t^-— — -7f-= — l-jrp  cos  2/mt+-^1-  sin  2  mit  J. 

Das  negative  Zeichen  steht,  da  die  Normale  (x)  nach  der  inneren  Seite  geht 
Der  horizontale  Strich  über  dem  Functionszeichen  soll  bedeuten,  dass 

der  Werth  gemeint  ist,  welchen  die  Function  an  der  Oeffnung  hat. 
An  dem  inneren  Querschnitt  ist  nach  (A.): 

J-«t^-=( —  xA'  sin  xx+ xB'  cos  xx)  cos  2  7tnt — xB"  sin  xx  sin  2  *mt, 

V  ist  an  der  Oeffnung,  da  dort  x  =  0  ist,  gleich  1. 

Daraus  ergiebt  sich  also,  wenn  die  möglichen  Integrationen  ausgeführt 


I 
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werden  und  der  Querschnitt  der  Röhre  mit  Q  bezeichnet  wird,  ab  die  rechte 
Seite  der  Green 'sehen  Gleichung  (I.): 

/V  jr-  dc<j= /cos  xx  J-  dcci, 

-—  —  cos  2  nvX  I  -*r-  doi  —  sin  2  itxA.  I  -?-  du. 

+  Q  ( —  xA'  sin  xx  +  xV  cos  xx)  cos  xx  cos  2  *mt 

—  QxB"  sin  xx  cos  xx  sin  (2  »nt). 

dV      d  cos  xx 
Zur  Bestimmung  der  linken  Seite  haben  wir  -«—  — = — » amcylin- 

drischen  Theile  gleich  Null,  denn  die  Richtung  von  n  fällt  da  mit  der  von 

y  und  z  zusammen  und  V  ist  von  y  und  z  unabhängig. 

Am  inneren  Querschnitt  der  Röhre,  wo  die  Richtung  von  n  mit  der 

ÖV 
von  i zusammenfällt,  ist  ^-  =  —  x  sin  xx. 

An  dem  nicht  cylindrischen  Theile  der  Röhrenwand,  der  nach  1.  durch 

d\      dV 
ß  charakterisirt  ist,  hat  man,  da  -~-  =-=-»-  —  0  ist, 

r  oy       dz 

^-  =-=  COS  ß  jr-  =  —  x  sin  XX  cos  ß. 

Es  ist  also 

/•  8V 
U  ^-  du)  =  —  Q  (xA'  cos  xx  +  xB'  sin  xx)  sin  xx  cos  (2  7rnt) 
on 

—  QxB"  cos  xx  sin  xx  sin  2  Trnt  —  x  cos  2  ant/tf/  sin  xx  cos  /Jdoi 

—  x  sin  2  nnl/xl/'  sin  xx  cos  ßdw. 

Wenn  wir  nun  diese  beiden  Werthe  in  (I.)  einführen  und,  da  dann 

diese  Gleichung  für  alle  t  gelten  muss,  die  Coefficienten  von  cos  2  nui  und 

sin  2  7rnt  einzeln  einander  gleichsetzen,  so  erhalten  wir 

QxB'  =  /  -^-  dw  —  x  l\\f  sin  xx  cos  /Jdw,  (1.) 

0  —  /  -%-  da>  —  x  Itf'  sin  xx  cos  ßdeo.  (2.) 

b)  Setzen  wir  für  denselben  Raum  V  =  sin  xx  und  betrachten  in  den 
verschiedenen  Werthen  von  q>  nur  den  Coefficienten  von  cos  2  mit,  der 
auch  der  Gleichung  Jty  -+-  %*\fj  «-=  0  genügt,  so  erhalten  wir  Folgendes: 

An  der  Röhrenwand  ist       d\p' 

an  der  Oeffnung  ist  V  =-  0 ; 

am  Querschnitt  der  Röhre  ist 

xf/  =  Af  cos  xx  +  B*  sin  xx, 

-if-  —  —  xA'  sin  xx  +  xB'  cos  xx, 
v  5V 

V  =  Sin  XX,  w-  —  X  COS  XX, 
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also  ist  daselbst 

Demnach  ist,  da  also  nur  der  Querschnitt  zu  berücksichtigen  ist, 

/v  K-dö;=/sin  xx -J^-dw= Ixf/ ^-  du  —  xA'Q. 
Ferner  ist  an  der  Wand  der  Röhre 

jj-  =  x  COS  XX  cos  /J 

* 

und  an  der  Oeffnung 

also  ist,  wenn  noch  der  Werth  von  3-  am  Querschnitt  dazugenommen  wird, 
/U  w-  d(o=/tl/  jr-  dw  =  x  /1//  cos  xx  cos  /£dw  —  x  /tf/dw 

da). 


+fo 


Führt  man  nun  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  Green'schen  Satzes 
(I.)  ein,  so  erhält  man  nach  Division  mit  x  und  bei  Berücksichtigung,  dass  die 

/%    ÖV 
ip'  ~-  du,  die  über  den  inneren  Querschnitt  auszudeh- 
nen sind,  wegfallen : 

—  A'Q  =/*i//  cos  xx  cos  ßdü)  — fif/dta.  (3.) 

Das  erste  Integral  ist  auszudehnen  soweit  als  ß  von  90°  verschieden 
ist,  also  über  das  nicht  cylinderförmige  Ende  der  Röhre,  während  das  zweite 
sich  über  die  Oeffnung  erstreckt. 


3*    Untersuchung  der  Geschwindigkeitspotentiale  für  den 

Raum  2). 

Wir  gehen  wieder  aus  von  der  allgemeinen*  Green'schen  Gleichung 
aus  2. : 

Jh  ^  dw+y/J^U  (z/V  +  x*V)  dxdy  dz  — 

/v^dw+^V^  +  x^dxdydz. 

Nehmen  wir  nun  an,  um  ganz  allgemeine  Gleichungen  für  spätere 

Untersuchungen  §  255  zu  erhalten,  dass  in  diesem  Räume  Erregungspunkte 

3P 
sind,  dass  also  nach  §  229,  7.  die  X,  Y,  Z  oder  •*-  nicht  verschwinden,  oder 

dass  nach  §  229,  9.  für  diese  Punkte  0  =  4  7zq-\-x*i/)+4ip  ist,  oder  dass 
nach  §  236,  2.  es  erregende  Punkte  mit  den  Coordinaten  or,  /?,  y  giebt. 
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Unsere  obige  Gleichung  können  wir  dann  setzen 

Jy  |F  dw  +/j//v  (JU  +  xT)  <lx  dy  dz. 

Es  hat  nun  Green  bewiesen,  dass  diese  Gleichung  auch  noch  richtig 
ist,  wenn  in  einem  unendlich  kleinen  Raumelement  dxdydz  des  Raumes  S 
die  Grösse  q  einen  so  grossen  constanten  Werth  annimmt,  dass  q dxdydz 
einer  endlichen  Grösse  A  gleich  wird,  obgleich  V  an  dieser  Stelle  nicht 

stetig  bleibt,  sondern  unstetig  wird  wie  — . 

Nehmen  wir  nun  an,  V  sei  das  Geschwindigkeitspotential  in  dem  un- 
endlichkleinen Raumelemente  dxdydz,  dessen  Coordinaten  er,  ß,  y  seien,  wo 
q  nicht  gleich  Null  ist,  während  sonst  q  überall  verschwindet,  so  dass  also 

cos  xr 
V  in  endlicher  Entfernung  rom  Punkt  er,  /£,  y  den  Werth  habe  V=  A . 

Dass  V  diesen  Werth  annehmen  kann,  findet  man  durch  Ausfuhrung 
der  Differentiationen  und  Einsetzung  in  die  das  Geschwindigkeitspotential 
charakterisirende  Differentialgleichung  §  229,  7.,  8.  Es  reducirt  sich  dar- 
nach das  dreifache  Integral  auf  der  Unken  Seite  unserer  Ausgangsgleichung, 
wenn  wir  den  Werth,  welchen  U  im  Punkte  er,  ß,  y  hat,  mit  \Ja  bezeich- 
nen, auf :  Ua  /q dx dy  dz  =  AUa . 

Damit  ist  unsere  Gleichung  des  Green'schen  Satzes,  wenn  wir  noch 
setzen  z/U  -f-  x'U  =  0,  also  U  ein  Geschwindigkeitspotential  für  den  Raum 
ohne  Erregungspunkte  sein  lassen: 

a     ¥T  /Vt  d  /cos  xr\  ,  fdlJ  cos  xr  , 

4  *u«  -/  u  *  {— ) dw  -J  Fn  ~i  - dw- 

Diese  Gleichung  können  wir  nun  für  unseren  Raum  behalten. 

Wenn  wir  aber  einen  Erregungspunkt  mit  den  Coordinaten  er,  /?,  y 
einfahren,  können  wir  statt  der  Grenzebene  yz  nach  §  231  zu  je  einen  Er- 
regungspunkt noch  einen  in  Bezug  auf  diese  Ebene  symmetrisch  gelegenen 
hinzunehmen.  Nennen  wir  r,  die  Entfernung  eines  Punktes  x,  y,  z  von 
a,  ß,  y  und  r2  die  von  dem  hinzugedachten  Punkte  —  er,  ß,  y,  so  können 
wir  setzen 

v 1_  cos  (xr,  —  2  7gnt)        1  cos(xrt — 2/rnt) 

2  7t  h~2  r2 

Es  ist  demnach  die  oben  mit  A  bezeichnete  Grösse  der  Factor  von 


cosxrj       cosxr, 

A *,  also  i  cos  2  7rnt. 

5V.    -,      „      ,        „t       <9V      „ 
g-  ist  überall  an  der  yz  Ebene  -5-  =  0. 

■K-  —-*r-  ist  überall  an  der  yz  Ebene  gleich  Null,  ausser  an  der  Oeff- 

nung,  wo  es  nach  der  eingeführten  Bezeichnung  -J*-  wird. 
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V  ist  an  der  yz  Ebene  V  = - — * ,  da  dann  rt  =  r2  ist. 


rt 


Es  ist  mithin,  wenn  statt  U«  nun  q>a  gesetzt  ist,  wo  also  <pa  den  Werth 
Ton  q>  im  Punkte  a,  ß,  y  bezeichnet, 

o            /«      4\                 fdq*  cos  (xr,  —  2  rcnt) 
2  TT  cos  (2  Trnt)  q>a  =  —  /  -*?- . — ! dw 

i    P     d  f  1  cos  (xrf  —  2  yrnt)        1   cos  per, — 2  ygnt)"[ 
| ./  ^  5n  [_  2  r,  """2  rj  J    W 

/5(jp  r  l_  cosfxr, — 2ygnt)        1_  cos(xra — 2yrnt)  ."11 
ön  |_2  r,  "*"  2  r2  WJ  J ' 

wo  die  erste  Integration  über  die  Mündung  und  die  in  {}  über  die  Halb- 
kugeloberfläche auszudehnen  ist. 
Dafür  setzen  wir  abgekürzt 

2^co8(2^nt)9»0 y^cos(Xrt-2^nt)d(a  +  (g     Q 

Die  Grösse  6  ist  von  der  Zeit  unabhängig;  denn  für  die  weit  entfernten 
Punkte  der  Kugelfläche  lässt  sich  unser  q>  nach  §  236,  2  schreiben 

cos  (xo  —  27rnt  -f-  d) 

* ; •         , 

Berechnet  man  dann,  wenn  nur  Grossen  der  Ordnung  —  (wo  nun  g 
den  Halbmesser  der  Kugel  bedeutet)  beibehalten  werden, 

av    vde 

so  findet  man  einen  von  der  Zeit  unabhängigen  Werth,  also  ist  auch  das 
Integral  S  davon  unabhängig. 

Bedenken  wir  endlich,  dass  an  der  Oeflnung  nach  (C) 

<jp  =  xf/  cos  2  7rnt  +  tf/f  sin  2  rcnt, 
ist,  so  finden  wir 

q>a  —  xf/a  cos  2  rent  -f-  ?//<*  sin  2  Trnt 

und  öy  ety/   .    .    *      TW 

-jr  _  cos  2  ^nt  -TT-  -4-  sin  2  mit  -^— . 
ex  ex  ox 

Nachdem  wir  diese  Werthe  in  Q  eingeführt  und  dann  die  erhaltene 
Gleichung  nach  cos.  4  Ttnt  und  sin  4  rrnt  geordnet  haben,  setzen  wir,  da  sie 
für  alle  Werthe  von  t  gelten  mu&s,  einander  gleich  1)  die  von  der  Zeit  un- 
abhängigen Grössen,  2)  die  Coeßicienten  von  cos  4  nrnt,  3)  die  Coefficienten 
von  sin  4  ?rnt. 

Diese  Rechnung  giebt: 

^  ,    .    i   ffdw'  cos  xr.    ,   dil/'  sin  x rt\  , 

,    .    i   /Ydi// cos/tr.       öi//'sinxr.\  , 

*  ./r       i   //öl// sin  xr.    ,   öi//'  cos  xrA  . 
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Die  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  geben  dann 

*  ~"  2^./  dx -> d<ö 

+2^7  "5i" — f; — *"• 

also  den  Werth  unseres  Geschwindigkeitspotentials  für  alle  Punkte  des 
Raumes  auf  der  positiven  Seite  von  x. 

Wenn  wir  damit  eine  Umformung  vornehmen,  wie  §  236,  2.,  indem 
wir  setzen 

a  =  q  cos  cd,  ß  —  q  sin  10  cos  #,  y  — *  q  sin  tu  sin  &, 
so  erhalten  wir  die  Form  (B.)  von  qp  für  einen  weit  vom,Coordinatenanfang 
entfernten  Punkt,  wenn  wir  setzen: 

M — hff^t C08  xe + -Jr 8in  xe) dy  *•    (4>) 
M« — hff&i  <»**<-?£ 8in  «)  d*  *    <5-> 

wo  die  Integration  über  die  Oeffnung  der  Röhre  auszudehnen  ist  und  ge- 
setzt ist 

«  =  y  sin  w  cos  #  +  z  sin  w  sin  &. 


4.  Untersuchung  des  Geschwindigkeitspotentials  für  den 

Raum  3). 

Für  diesen  Raum  gilt  (C.)  d.  i. 

qp  =  t//  cos  2  nnt  +  tf/'  sin  2  ^rnt 
Hier  können  wir  sofort  den  Green'schen  Satz  in  der  Form  (I)  anwen- 
den, nämlich 

/ü  5S  dw  ~/v  35  dw' 

wenn  wir  setzen  U  —  xf/  und  V  »  i//'. 

Wir  haben  also  zu  untersuchen  die  Gleichung 

Längs  der  ganzen  festen  Wand  der  Röhre  ist 

es  ist  also  die  Integration  nur  über  den  Querschnitt  in  der  Röhre  und  über 
die  Halbkugel  auszudehnen. 
Im  Querschnitt  ist 

tf/  =  A'  cos  xx  +  B'  sin  xx    ,    tj/' =  B"  cos  xx, 

also 


*¥-*•*—'*"'• 
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An  der  Kugelfläche  ist,  wenn  q  den  Kugelhalbmesser  bezeichnet, 

M8inxg_       C08X£ 

Q  Q 

also 

Durch  Ausführung  der  Integration  erhält  man 

27t       in 

0  — KB'B'fQ  +  x/*d*yda>(lP-hM!)8inco.         (6.) 


5«    Zusammenstellung   und  Vereinfachung   der  erhaltenen 

Resultate. 

Die  Ausgangsgleichungen  für  diese  Nummer  sind 

xB'Q  =  /  -J^-  dw  —  x  /  tf/  sin  xx  cos  ß  dw,  (1.) 

0"*/  Jf--  dto  —  x  /  t^"  sin  xx  cos  ß  de*,  (2.) 

a'  q + /V  c°s  **  c°8  0 dw  ~~/V Aw — °>  (•*•) 

M 2^/(t5F  C09x«  +^8in  x«)  d"~0'  (4'> 


(5.) 


M' i/(^COSX€-^8inxe)dcü-0' 

0  —  OWQ  +  n  f&  f&mQP  +  Mümm.  (6.) 

o        o 

Durch  diese  Gleichungen  sind  die  Werthe  der  Coefficienten  A',  B',  B", 
M,  M,  und  der  Funktionen  tf/  und  tf/'  im  freien  Raum  zurückgewährt  auf 
Integrale,  in  denen  nur  die  Werthe  vorkommen,  welche  t//,  1//'  und  deren 
Differentialquotienten  theils  in  der  Mündung  der  Röhre  selbst,  theils  an 
dem  nicht  cylindrischen  Theile  ihrer  Wand  haben. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  nun  weiter  vereinfachen,  denn  unserer 
Annahme  nach  sind  die  Dimensionen  der  Mündung  und  die  Länge  des  nicht 
cylindrischen  Theils  der  Rohre  gegen  die  Wellenlänge  sehr  klein,  wir  kön- 
nen demnach  (cf.  1.),  da  xe  gegen  1  sehr  klein  ist,  Grössen  von  der  Ord- 
nung xe  gegen  1  vernachlässigen  und  erhalten  somit,  wenn  wir  setzen 
xB'  —  B 
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ans(l.):  BQ— [fjfcto'  (!•*) 

„  (2.) :  0  —  f  -$£■  d»  —  *f  tf/'x  coe  ß  du.  (2.*) 

■<«!      M — hf** — 2^B0-         <4-*> 

Aas  (5)  wird  zunächst 

Der  erste  Theil  dieses  Ausdrucks  ist  nach  (2*)  eine  verschwindend 
kleine  Grosse.  Den  zweiten  können  wir  verschwinden  machen  durch  pas- 
sende Wahl  der  Lage  des  noch  ganz  unbestimmt  gelassenen  Coordinaten- 
anfangs  in  der  Oeffnung.  Wir  erhalten  demnach  Mt  gegen  M  als  ver- 
schwindend klein. 

Dadurch  folgt,  da  nach  (4*)  M  unabhängig  von  den  Winkeln  w  und  &  ist, 

BB"Q  —  —  2*xM*.  (6*) 

Nach  (4*)  wird  dann  aus  (6*) 

B»  — xM  —  —  s^-BQ. 
Aus  (3)  wird 

A'Q  — Jtj/  d(o  —  ftf/  cos  ß  Aw.  (3*) 

Da  nun  aus  der  Gleichung  in  3.  für  g>a  mit  Vernachlässigung  kleiner 
Grössen  sich  ergiebt  _ 

— ,  J_    fdxf/dw 

so  sind  nach  (4*)  M,  BQ,  €\p*  Grossen  von  derselben  Ordnung. 
Statt  (3*)  können  wir  schreiben 

A'Q  —  ±fftf  *y  <k> 

wo  die  Integration  über  alle  y  und  z  auszudehnen  ist,  welche  der  Oeffnung 
und  der  Wand  der  Rohre  angehören.  (+  steht,  wenn  cos  ß  >  0  ist  und 
an  der  Oeffnung,  —  steht,  wenn  cos  ß  <  0  ist). 

HO 

Daraus  folgt,  dass  A'  von  der  GrOssenordnung  \\t  oder  —  ist 

Es  ist  also  endlich 

xA 

1)  Innerhalb  der  tieferen  Theile  der  Rohre,  wenn  ^  =  —  tg  xa  ge- 

15 

setzt  wird, 

B'  B'x*Q 

op  = sin  x  (x  —  a)  cos  2  7rnt - — •  cos  x  x  sin  2  mit.  (HI.) 

T        COSXtt  2  7t 

2)  An  entfernteren  Stellen  des  Raumes 

B'Qx  cos  (xo  —  2  mit)  /1V . 

*> TTT £ •  (IV-> 

15* 
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6«    Discussion  der  erhaltenen  Werthe. 
Nach  der  Formel  (III)  ist  die  Geschwindigkeit  eines  Theiles  in  der  Rohre 

v  =  v-  = cos  x  (x  —  a)  cos  2  Tznt  -4-  -s —  sin  xx  sin  2  Trnt 

dx       cos  xa  2  TT 

Setzen  wir  dies  in  Uebereinstimmung  mit  unseren  im  Früheren  ein- 
geführten Bezeichnungen 

V  =  I  COS  2  TT  f  t=7  —  <J), 


so  ist 


s      d«  2/cosfx(x—  a)   ,  x40    .  .     \ 

*  s»  B'  V  I 1 +  t~£  8in*  xx  , 

\      cos'xa  4  TT  / 

*    A     *       x1  Q  sin  xx  cos  xa 

°  2  7r  cos  x  (x  —  a) 


Da  nun 
dl 


dl2       n,2   ,^40*   .    0  sin2x(x  —  «)\ 

—  =  B'2  x*  ( -jr-j  sm  2  xx £ ) 

dx  \4  7T  cos2xa        / 

ist,  so  finden  sich  Maxima  und  Minima  von  P  an  allen  den  Stellen,  für 

die  ist 

xaQ2  .    rt  sin2x(x  —  er) 

-t-^  sin  2*x ^ -==  0 

4  7C  cos8  xer 

oder 

0       sin  2  xa 

tg  2  XX ^4~Q2  • 

cos  2  xö  —  - — ?  cos2  xö 

Bezeichnet  Xq  einen  Werth  von  x,  der  dieser  Gleichung  genügt,  so  ge- 
nügen auch  die  Werthe 

.  7t  ,  l 

Xo  +  m2V:5=Xo■+"m4, 
d.  h.  die  Maxima  und  Minima  der  Schwingungen  liegen  in  der  Röhre  um 
Viertelwellenlängen  von  einander  entfernt. 

Wichtig  ist,  dass  an  x  =  0,  d.  h.  an  der  Oeffnung  der  Röhre,  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  der  Schwingung  hegt,  dass  also  die  Bäuche 
und  Knoten  nicht  um  ein  genaues  Vielfaches  einer  Viertelwellenlänge  von 
der  Oeffnung  der  Röhre  entfernt  sind  und  dass  an  der  Oeffnung  sich  nicht 
ein  Bauch  befindet. 

Nehmen  wir 

als  eine  verschwindend  kleine  Grösse,  so  vereinfacht  sich  die  Gleichung, 
welche  die  Maxima  und  Minima  giebt,  in 

m  X 

tg2xxss=tg2xcr  oder  xs«a  +  —  n^^a+m-. 

2x  4 
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Da  nun  bei  dieser  Annahme  ist 

\      cos  xa      / 
so  erhalten  wir  die  Maxima  von  I*,  wenn  wir  setzen 

n  BMx* 

i=sc-)-2m'r-»   abo  »t  Max.  P—  — = —  . 

2  x  cog'xa 

Die  Minima  finden  wir,  wenn  wir  setzen 

x  =  a  +  (2m'  +  l)£, 

B'fxfQf 
dann  ist  Min.  P=  0  oder  genauer  «    cos'xcr. 

Wir  dürfen  also  nur  annehmen,  dass  an  den  Knotenpunkten  voll- 
ständige Ruhe  ist,  wenn  die  oben  angegebene  Grosse  vernachlässigt  werden 

kann. 

Die  obigen  Formeln  geben  ferner  den  genauen  Ort  des  nach  der  ge- 
wöhnlichen Annahme  an  das  Ende  versetzten  Schwingungsbauches,  wenn 
wir  annehmen,  dass  die  ebenen  Wellen  der  Röhre  sich  auch  über  die  Oeff- 
nung  hinaus  fortsetzen.  Der  Bauch  liegt  nämlich  dann  um  er  von  der  Oeff- 
nung  der  Röhre  entfernt 

Diesen  Werth  finden  wir  aus  der  Definitionsgleichung  des  Werthes  a> 
welche  ist  nach  5. : 

xA 

B  -»  — tgxa. 

Für  kleine  Werthe  x  ist  also 

A 

a  =  -B- 

Von  dieser  Grösse  findet  nun  Helmholtz  (a.  a.  0.  S.  39),  indem  er  die  ge- 
wonnenen Resultate  mit  denen  der  Electricitätslehre  vergleicht,  dass  sie  um 
so  grösser  werden  muss,  je  enger  die  Mündung  der  Röhre  gemacht  wird,  und 
dass  sie,  wenn  die  Oeffnung  sehr  klein  und  kreisförmig  ist,  gesetzt  werden 

kann  —,woR  den  Radius  der  Oeffnung  bedeutet 

Denken  wir  uns  nun  dieses  Stück  er  zur  Pfeife  hinzu  und  nennen 
dann  diese  so  gefundene  Grösse  mit  Helmholtz  die  reducirte  Länge,  so  folgt 
aus  dem  Obigen,  dass  alle  in  §  251  des  Lehrbuchs  aufgestellten  Sätze  gelten, 
wenn  wir  statt  der  Länge  der  Pfeife  setzen  die  reducirte  Länge  derselben. 

Die  Dichtigkeitsänderungen  in  der  Pfeife  erhalten  wir  mit  Hülfe  der 
Formel  §  229,  7.  (2.). 

Wir  finden 

a= -^-  = sin  x  (x — a)  sin  27^+-^ cosxx  cos  27rnt, 

a*  dt       a  cos  xa  2  ?ra 
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wenn 


^     «  x*Q  cos  xx  cos  xa 

tg  2  7TOf  =  —  75 : 7 r- , 


t      B'2x2/sin2x(x— a)   ,    x4Q2       t     \ 
a2    \     cos2xa  \rr  / 


Die  Untersuchung  über  die  Maxima  und  Minima  von  L2  giebt  dieselben 
Gleichungen  wie  oben,  nur  erhalten  wir  da,  wo  oben  Max.  P  ist,  ein  Min.  L2 
und  umgekehrt. 

Setzen  wir  x  =  0,  so  finden  wir 

B'x  B'x*Q 

a  — , — ..  sin  xcr  sin  2  7tnt  +■  -= cos  2  Ttnt, 

a  cos  xce  2  na 

also  ist  diese  Grösse  von  der  Zeit  abhängig  und  nicht  immer  gleich  Null, 
wie  die  gewöhnliche  Annahme  ist. 

Die  Untersuchung  der  Geschwindigkeitsmaxima  ist  abhängig  von  der 

Gleichung -^-  =  0  oder,  da  sein  muss 

-Jj  +  x2g>  =  0,  von  <p  =  0. 


Die  Zungenpfeife.    (§  252.) 

1.   Gleichungen  für  eine  offene  Röhre,  deren  eines  Ende  in 

Schwingungen  versetzt  wird.*) 

Wir  behalten  die  Bezeichnungen  aus  §  251  bei,  denken  uns  aber  die 
Röhre  nur  bis  x  as  —  1  reichend  und  dieses  Ende  im  Bereiche  der  ebenen 
Wellen.  Diesem  Ende  werde  eine  Bewegung  mitgetheilt,  so  dass  die  Ge- 
schwindigkeit der  dort  sich  befindenden  Lufttheilchen  gegeben  ist  durch 

G  cos  2  7t  1 7=r  —  d'\  wo  über  die  willkürlich  hinzugefügte  Constante  if 

beliebig  so  verfügt  werden  kann ,  dass  der  Anfang  der  Zeit  passend  ge- 
wählt wird. 

Wir  setzen  ferner  die  Geschwindigkeit  der  Lufttheilchen  in  der  Röhre 
nach  §  251,  6. : 

v  —  jj£  —  I  cos  2  7t  (  y  —  &\ 

An  dem  Ende  x  =  —  1  müssen  nun  diese  Werthe  einander  gleich  sein, 
also  ist  dort         / 

G  cos  2  7t  (y  —  <J'Wl  cos  2  7t  ( y  —  <$l 


*)  Helmholtz  a.  a.  0.  S.  45. 


P  «  B'  V 
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Diese  Gleichung  ist  für  jedes  i  erfüllt,  wenn  ist 

/Wx(l  +  a)       x'Q'  \ 

i,     cos'xa      +  4*»         *7 

tang  2  ftö  —  tang  2  *r<r  —  -^ 7r-1 — r . 

2rr  cosx(lH-a) 

Das  Geschwindigkeitspotential  in  dem  Räume  ausser  der  Röhre  ist 
nach§  251,  1.  und  5.: 

cox^-a^t)     M i i 

x  i  2*r  2*r 

Aus  diesen  Gleichungen  können  nun  B'  und  M  durch  die  gegebenen 
Grössen  G,  einer  bestimmten  Grösse  der  erregenden  Schwingungen,  und  1 
ausgedrückt  werden,  wodurch,  da  diese  die  Factoren  der  Geschwindigkeits- 
potentiale  sind,  die  Intensität  der  Schwingungen  in  der  Röhre  und  der 
äusseren  Kugelwelle  gegeben  ist 

Die  Ausführung  dieser  Rechnung  giebt 

2  nG  cos  xa 


B'  = 


x  }/4  n* cosfx  (l+a)+x4Q*  cos*xa  8infxl' 

GQ  cos  xa 


M  «^  —  —7=. . — ■ — • 

y  4/r1  cosfx  (l+a)-J-x4Q*  cos'xa  sinfxl 

Die  Schwingungen  werden  also  die  grösste  Intensität  haben,  wenn  der 

Nenner  in  beiden  Ausdrücken  ein  Minimum  ist,  also  wenn  1  so  gross  ist, 

dassgilt     ^^(i  +  ^o  ^e,.  x(l  +  «)  — (2m  +  l)y. 
Es  ist  mithin 

Max.*-      ^  »6 


x'Q  cos  xa      4  fr* Q  cos  xa ' 

Max.  M  =■ = »■  — -  - — m  >        . 

x*cosxa  4  *i*  cos  xa 

Der  absolute  Werth  von  1,  bei  dem  diese  Maxima  erreicht  sind,  ist  also 

l-a  +  (2m  +  l)2-x. 

Vergleichen  wir  nun  diesen  Werth  mit  §  251,  6.,  so  finden  wir,  dass 
in  der  Röhre  die  stärkste  Schwingung  ist  und  im  freien  Raum  der  stärkste 
Schall  stattfindet,  wenn  die  Bewegung  der  Luft  an  einer  Knotenfläche  mit- 
getheilt  wird.  Der  Schall  kann  sehr  stark  werden,  aber  doch  nicht  unend- 
lich gross,  da  cos  xa  nicht  Null  werden  kann.  Ist  cos  xa  =  1 ,  so  ist  die 
Intensität  des  Schalles  ganz  unabhängig  von  der  Röhre. 

Ist  cos  x  (1-f-a)  —  1  oder  x  (l+a>=*  2  m  -5-,  so  ist  mit  Weglassung 

kleiner  Grössen  • 

ir      w  1   r  mm  G.QcOSxa 

Min.  B'  ™  —  G  cos  xa,  Mm.  M  = K . 

x  2n 

Dies  ist  erfüllt,  wenn  die  Röhre  in  der  Gegend  eines  Schwingungs- 
bauches in  Bewegung  gesetzt  wird. 
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2«    Anwendung  auf  Zungenpfeifen.*) 

Das  Tonerregende  ist  hier  das  Luftvolumen  Vdt,  welches  in  der  Zeit  dt 
in  die  Zungenpfeife  einströmt.  Dieses  Volumen  kann,  da  es  periodisch  ist, 
dargestellt  werden  durch  folgende  Reihe: 

Vdt  —  Co  +  C,  cos  (2  Ttnt  + 1,)  +  C2  cos  (4  Ttnt  +  y  +* , 

wo  die  verschiedenen  C  verschiedenen  Tönen  zugehören. 

Wir  wollen  ferner  annehmen ,  dass  unsere  Röhre  cylinderförmig  ist 
und  einen  kreisförmigen  Querschnitt  mit  dem  Radius  R  hat,  so  dass  also 

nach  fi  251,  6.: 

0        nR  .  # 

a-2R  =  TlSt 

Nach  der  vorigen  Nummer  haben  wir,  wenn  wir  nur  einen  Ton  CB 

berücksichtigen,  das  Geschwindigkeitspotential  im  freien  Raum 

pos  (map  +  2  nrnnt) 

Setzen  wir  dann  cos  mxa  =*=  1,  was  immer  erlaubt  ist,  wenn 

2  TT  7r*R 

mxa  =  y-  a  =  -= — 

Am  Am 

klein  ist,  so  ist 

\/A  n*  cos'mx  (1  -f-  a)  +  m4x4Q2  sin*xl  " 
Nach  unserer  früheren  Annahme  ist  aber  x8Q  als  sehr  klein  voraus- 
gesetzt, mithin  dürfen  wir  setzen 


M 


Cm  Cm 


m       2  7rcosmx(l+a)        ft  In ,.  t      ' 

2  TT  cos  m-j—  (1+a) 

Am 

Das  Max.  M  ist  demnach  erreicht,  wenn  die  reducirte  Länge  1  +  a 
gleich  ist  einem  ungeraden  Vielfachen  einer  Viertelwellenlänge  des  betreffen- 
den Tones. 

Es  werden  demnach  mit  dem  Grundton  gleichzeitig  in  cylindrischen 
Röhren  (Clarinette  §  263)  die  ungeraden  Obertöne  verstärkt. 


Mittönen,   (§255.) 

1«    Aufstellung  der  Gleichungen. 

Untersuchung  der  Schwingungen,  wenn  ausser  den  Kräften,  welche 
die  Schwingungen  Verursachen  und  beeinflussen,  -also  ausser  der  Elasticität 
und  dem  Widerstände  des  Mediums  noch  eine  wirkt,  welche  von  der  Be- 


*)  Heimholt!,  Tonempfindungen,  Beilage  VI. 
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wegung  unabhängig  und  eine  Function  der  Zeit  ist4)   Mit  f  (t)  werde  diese 
auf  die  Masseneinheit  bezogene  Kraft  bezeichnet 

Die  zu  integrirende  Differentialgleichung  ist  dann  nach  fi  224,  wenn 

G 

G  das  Gewicht,  also  —  die  Masse  der  Volumeneinheit  des  Körpers  bedeutet, 

mit  Beibehaltung  der  anderen  eingeführten  Bezeichnungen : 

d;ti — x8-2ev+£f(t). 

Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt,  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt 

ist  a*  =  x  —  es: 

s=_|_|e-''-«i)ye<«-'a>tf(t)dt-e-(*+-iye(«+*i)tf(t)dt}. 

Wenn  nun  die  von  der  Zeit  abhängige  Kraft  von  einer  schwingenden 
Bewegung  herrührt,  also  eine  periodische  Function  ist,  so  kann  sie  als 
Reihe  von  folgender  Form  dargestellt  werden : 

f  (t)  =  A,  cos  (mtt  -f-  Tt)  +  A,  cos  (m^t  +  t,)  + . . . 
=  2  A  cos  (mt  +  t). 
Dadurch  wird  die  angedeutete  Integration  ausführbar.  Wir  geben  dem 
s  eine  Form,  welche  den  Ausdrücken  von  §  224  entspricht,  also 

g-2a  sin  (mt  +  ^  +  e^^a'  sin  (at  +  ^).  (1.) 

Die  darin  enthaltenen  Constanten  mögen  dadurch  bestimmt  werden, 
dass  wir  die  Zeit  t  von  dem  Moment  rechnen ,  wo  die  Kraft  f  (t)  zuerst  den 
Körper  trifft,  und  dass  vorher  der  Körper  ruhend  war,  d.  h.  für  t  =-=  0  ist 

s  und  -=-  —  0. 
dt 

Dies  giebt  die  folgenden  Gleichungen : 
0  =  2  a  sin  &  +  2  a'  sin  $', 

0  =  2ma  cos  $  —  e2a'  sin  $'  +  2  ö'a  cos  #'.  W 

Ausserdem  erhalt  man  durch  Einsetzung  des  Werthes  (1.)  in  die  ur- 
sprüngliche Differentialgleichung 
—  2am*  sin  (mt+d)+A=*— x 2a  sin  (mt+$)-r- 2  e  2 am  cos  (mt+#) 

+  -|  2  A  cos  (mt  +  t)  +  JB, 

wo  wir  unter  A  und  B  alle  die  Grössen  zusammenfassen,  welche  die  a!  und 
$  enthalten  und  aus  der  Bedingungsgleichung  als  identisch  verschwinden. 
Der  Rest  der  Bedingungsgleichung  giebt  dann,  da  diese  Gleichung 
gelten  muss  für  jeden  beliebigen  Werth  von  t,  durch  Nullsetzung  der  Coeffi- 
cienten  von  sin  mt  und  cos  mt: 

Äff 
a  cos  &  (ms  —  x)  +  2  crem  sin  #  =  -—  sin  t, 

Äff 
a  cos  #(2a€m)+crsin#(x — m*)— -^?  cos  t. 


*)  A.  Seebeck,  Repertorium  der  Physik  von  Dove,  VIII.   1849. 
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Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  zunächst  cos  *  und  sin  #,  dann 
durch  Quadriren  und  Addiren 

G2    ^itf+Cm2— x)2' 
und  durch  Division 

A    n       2  sm  sin  t  +  (*  —  m*)  cos  t     ,      A    ,  „        x      x  —  m* 

tg  *  =  5 TT ^— : —  oder  tg  (#  —  t)  =  -^ . 

^  2cmcosT  +  (x  —  m2)smT  ov  '        2  cm 

Diese  Werthe  geben  endlich  ol  und  d*  mit  Hülfe  von  (2.): 

,        .,           cor  sin  &  +  cm  cos  #         ,   .     Ä.  Ä 

er  cos  &  = ! ,      a'  sin  ^  =  —  a  sin  & 


3«    Discussion  der  erhaltenen  Werthe. 

Die  beiden  Theile,  aus  denen  die  rechte  Seite  von  (1.)  zusammengesetzt 
ist,  zeigen,  dass  die  Schwingungen  bestehen  erstens  aus  solchen,  die  dieselbe 
Periode  haben  wie  die  wirkende  Kraft,  und  zweitens  aus  solchen,  die  dem 
Körper  eigen  sind,  also  veranlasst  sind  von  der  Elasticität.     Letztere 

Schwingungen  sind  behaftet  mit  dem  Factor  e~~    ,  welcher  angiebt,  daft 
sie  mit  der  Zeit  verschwinden. 

Die  weitere  Discussion  des  erhaltenen  Werthes  s  hängt  nun  ab  von 
einer  genaueren  Bestimmung  der  von  der  Zeit  abhängigen  Kraft  Diese 
Kraft  denken  wir  uns  hervorgebracht  durch  einen  longitudinalen  Wellenzug, 
sie  wird  daher  jedenfalls  der  Verdichtung  vor  dem  Körper  proportional  sein, 
welche  wiederum  der  Geschwindigkeit  des  sich  bewegendenMolekflles  pro- 
portional ist.  Man  wird  also,  wenn  diese  Geschwindigkeit  mit  u  bezeichnet 
wird,  setzen  können  f{t)«=bu. 

Wenn  nun  zunächst  die  ankommende  Schwingung  eine  einfache  ist, 
so  kann  sie  dargestellt  werden  durch  u  —  rm  cos  (mt+r),  wo  bekanntlich 

(§  224)  m  =  -=-  ist  und  r  die  Amplitude  bedeutet.    Dann  ist 

,      bar*mag*  1  b2rY  1 


or 


G2      4€2m2+(m*— x)2         G2     .  t  ,     , 

4r-f-m 


•(-*) 


Dieser  Werth  a,  welcher  die  Amplitude  der  durch  die  hinzukommende 
Schwingung  hervorgebrachte  Bewegung  bestimmt,  ist  um  so  grösser,  je 

näher  —5  der  1  ist  und  erreicht  ein  Max.,  wenn  — ;  =  1  ist,  d.  h.  die  Schwin- 
m2  m2 

gungen  des  mittönenden  Körpers  werden  um  so  intensiver,  je  genauer  die 
eigenen  Schwingungen  mit  den  anregenden  übereinstimmen  und  ist  x=m\ 
so  nimmt  der  mittönende  Körper  zuletzt  ganz  die  Bewegung  der  Lufttheü- 
chen  an. 
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Besteht  der  erregende  Wellenzug  aus  mehreren  Gliedern,  so  kann  die 
eben  gemachte  Schlussweise  auf  alle  einzelnen  Glieder  ausgedehnt  werden, 
es  macht  also  dann  der  Körper  nur  die  Bewegungen  merklich  mit,  welche 
tod  seiner  eigenen  Periode  nicht  zu  sehr  verschieden  sind. 


3.    Resonatoren. 

Im  Folgenden  sollen  die  Schwingungen  untersucht  werden,  welche  in 
einer  an  dem  einen  Ende  geschlossenen  Rohre  dadurch  erregt  werden,  dass 
in  einer  grosseren  Entfernung  von  der  Oeffnung  derselben  ein  Schall  er« 
regt  wird.  Die  Röhre  selbst  sei  cylinderfftrmig,  nur  an  ihrem  offenen  Ende 
kann  sie  ein  wenig  von  der  Cylinderform  abweichen  durch  eine  geringe 
Erweiterung  oder  Verengerung.*)  Bei  diesen  anzustellenden  Untersuchun- 
gen können  wir,  da  unsere  Annahmen  mit  denen  von  §  251  übereinstimmen, 
von  den  dort  gefundenen  Formeln  ausgehen. 

Die  Röhre  ist  geschlossen  an  der  Stelle  x»  —  1. 

Wir  haben  also  zunächst  ein  Geschwindigkeitspotential,  indem  wir  von 

dem  erregenden  Punkt  ausgehen,  dieses  setzen  wir  nach  §  236,  2.  und 

§  251,  3.,  indem  wir  die  Constante  unter  der  trigonometrischen  Function 

weglassen 

v „  ["cos  (xrt  —  2  ymt)       cos  (xrt  —  2  yrnt)"[ 

_     L  ri  r.  J 

An  der  yz  Ebene  gilt 

ön      S7 

Unserer  Annahme  nach  ist  der  Erregungspunkt  weit  von  der  Oeffnung 
entfernt,  welche  wir  klein  gegen  die  Wellenlänge  setzen,  so  dass  die  Ver- 
schiedenheiten des  Werthes  V  (der  Strich  bedeutet,  dass  das  V  auf  die  Oeff- 
nung bezogen  ist)  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Oeffnung  vernach- 
lässigt werden  können.   Wir  setzen 

V— Gcos27r(nt-f-T'f), 
wo  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  der  verschiedenen  t  enthaltenden 
Functionen  sich  ergiebt 

G  —  ^,      tg27r*"  —  —  tgxr,. 

*t 

Innerhalb  der  Röhre  ist 

V  =  G  cos  xx  cos  2  n  (nt  +  x"). 

SS 
Dann  ist  V  an  der  Oeffnung  continuirlich  und  ^-  innen  und  aussen 

an  derselben  gleich  Null. 


*)  Helmholtz,  Grelle's  Journal  57,  S.  47.    1860. 


236  n.  Wellenbewegung,  Akustik. 

d\ 
Innerhalb  der  Röhre  ist  an  der  Wand  ^-  ,  wenn  wir  die  kleine  Ver- 
änderung der  Cylinderform  in  der  Nähe  der  Oeflnung  vernachlässigen,  gleich 

öv=ay=0 

öy       dz 

Am  geschlossenen  Ende  ist  p-  =  ^-    aber    im  Allgemeinen   nicht 

gleich  Null,  wir  werden  aber  dafür  eine  Bedingung  finden,  wenn  wir  die 
Schwingungen  im  Innern  der  Röhre  betrachten. 

Das  Geschwindigkeitspotential  der  ebenen  Wellen  im  Innern ,  welche 
in  den  freien  Raum  übergehen,  ist  q>.  Es  ist  dann  das  Geschwindigkeits- 
potential im  ganzen  Raum 

\  +  <p. 

Da  der  Boden  der  Röhre,  x  =  —  1,  fest  ist,  so  muss  dort  die  Geschwin- 
digkeit Null  sein,  es  muss  also  für 

'  — *  £+S- 

sein;   Da  nun  ist 

ÖV 

3—  =  —  xG  sin  xx  cos  2  n  (nt  +  t") 

dx 

und 

da) 

.^2-  =  I  cos  2  7t  (nt  —  8) 

nach  §  251,  6.,  wo  ist 

12       d/2  2  /cos2x  (X  —  OL)         X4Q*     .    ,     \ 

P  =  B'2x2   ^ h  ~A — *  sin'xx  , 

\      cos'xa  4  7ra  / 

so  ist  für  x  =  —  1 

—  xG  sin  xl  cos  2  n  (nt  +  %")  =  I  cos  2  n  (nt  —  <J). 
Diese  Gleichung  muss  gelten  für  jedes  behebige  t,  folglich  erhält  man 
durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  von  cos  2  Tcnt  und  sin  2  rcnt: 

tg  2  7t8  =  —  tg  2  m'\ 


x1 


n*   •   «  i       19      uz«  ,/cos2x(l+a)   ,    x4Q2    .   .  A 

G2sin*xl  =  P-B'V   5-^ — -  +  -r^  sin2xl  . 

\     cos2xa  4/r  / 


Das  Minimum  der  Resonanz  tritt  demnach  für  ein  bestimmtes  G  ein, 

wenn  1  so  genommen  wird,  dass  sin  xl  =  0  oder  1  =  m  —  ist,  dann  aber 

wird  B'  =  0  und  damit  q>  =  0,  also  die  Bewegung  im  freien  Raum  gerade 
so  als  ob  die  Röhre  nicht  da  wäre. 

Die  obige  Gleichung  lässt  sich  umstellen  in 

4  TT*  (cot  xl  —  tg  xc^  +  x'Q*' 

Dies  wird  ein  Maximum,  wenn 

cot  xl  =  tg  xa  oder 

xl  +  x«  _  (2m+il „   d.  i.  (1  +  o) -=  (2 m  + 1)  4- ist- 

2  4 
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Wenn  demnach  die  reducirte  Röhrenlänge  ein  ungerades  Vielfaches 
des  Viertels  der  Wellenlänge  ist,  so  hat  die  Röhre  den  grössten  Einfluss  auf 
die  Schwingungen,  d.  h.  die  Resonanz  erreicht  ihr  Maximum. 


Combinationitöne.    (§  259.) 

Weil  die  Combinationstöne  nur  bemerkbar  werden,  wenn  die  primären 
Töne  stark  auftreten,  also  dann  die  Amplituden  der  Schwingungen  nicht 
mehr  sehr  klein  gesetzt  werden  dürfen,  schlieast  Helmholtz*),  dass  der  all- 
gemeine Satz  §  228  von  der  Superposition  der  kleinen  Bewegungen  hier 
nicht  mehr  gelten  kann,  sondern  das»  wenigstens  die  Quadrate  der  Ver- 
schiebungen einen  merklichen  Einfluss  auf  die  Grösse  der  Bewegungskräfte 
erhalten. 

Betrachten  wir  unter  dieser  Voraussetzung  die  Bewegungen  eines  ein- 
zelnen beweglichen  Massenpunktes  mit  der  Masse  m.  Wir  setzen  also  die 
Kraft,  welche  ihn  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  strebt,  abhängig 
von  der  ersten  und  der  zweiten  Potenz  der  Elongation  x,  also  nach 
§224,  3.  ax-f-bx*.  Ausserdem  mögen  noch  zwei  Schallwellenzüge  den 
beweglichen  Massenpunkt  treffen  und  auf  ihn  einen  periodisch  veränder- 
lichen Druck  f  sin  pt  und  g  sin  (qt  +  c)  ausüben.  Es  gilt  dann  die  eine 
solche  Schwingung  repräsentirende  Differentialgleichung 

d*x    ' 
—  m  jT*  =  ax  +  bxa  -f-  f  sin  (pt)  +  g  sin  (qt  +  c). 

Die  Integration  dieser  Gleichung  geschieht,  indem  man  x  in  eine  Reihe, 
die  geordnet  ist  nach  einer  Grösse  e,  entwickelt,  indem  man  also  setzt 

X  — €Xt  +«tXÄ-t-€*X,4-....,' 
g  —  ^gi- 

Da  x,  obgleich  nicht  unendlich  klein,  doch  immer  noch  klein  ist,  so  ist 

die  Grösse  e  so,  dass,  wenn  die  x,,  x2....  endlich  sind,  höhere  als  die  dritte 

Potenz  von  e  jedenfalls  zu  vernachlässigen  sind.   Wird  nun  diese  Reihe  in 

die  Differentialgleichung  eingeführt,  so  erhält  man  durch  Gleichsetzung  der 

Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  e  folgende  Gleichungen  : 

d*x 

aX|  +  m  dt**  —  ~~  f|  8in  ^  —  gl  sin  ^  +  C*'  ^ 

d*x. 
"i  +  m-gj?  —  —  hx*i  (b-) 

d*x 
ax,  +  m^3  =  — 2bxlx1.  (c.) 


*)  Helmholtz,  Ueber  Gombinattonstöne.    Pogg.  Ann.  99. 
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Das  Integral  von  (a.)  ist 

Xj  —  A  sin  ( t  1/ 1-  hj  +  u  sin  (pt)  +  v  sin  (qt  +  c), 

worin  A  und  h  die  beiden  Integrationsconstanten  sind,  u  und  v  aber  fol- 
gende Werthe  haben: 

u  = i? v  = ^ 

mpf  —  a'  mq* — a* 

Wir  haben  demnach  drei  Töne,  deren  Schwingungszahlen  sind: 

A_  I  /L  in  J_  a 

2^rm'        2*rP'        2ttq' 
Der  erste  dieser  Töne  ist  der  eigene  Ton  des  schwingenden  Punktes. 
Dieser  Ton  wird  aber,  wenn  er  auch  im  Anfang  vorhanden  ist,  jedenfalls, 
wenn  er  nicht  durch  Mittönen  verstärkt  wird,  bald  verschwinden,   tan  All- 
gemeinen werden  wir  demnach  A  *—  0  setzen  können,  so  dass  gilt 

x,  =  u  sin  (pt)  +  v  sin  (qt  +  c). 

Hier  haben  wir  noch  ungestörte  Superposition  der  Schwingungen. 

Die  Integration  mit  Beibehaltung  der  Eigentöne  ergiebt  sich  aus  §  329. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  xt  in  die  Gleichung  (b.)  ein,  so  er- 
halten wir: 

d*x 
aXj-+  m  -r-j  «—  —  b  { u8  sin2pt+ v*  sin2(qt+c)-f- 2  uv  sin  pt  sin  (qt+c)} 

=  —  b{4(us  +  v2)  —  tu2  cos  2pt  —  iv2  cos  (2qt  +  2c) 
+  uv  cos  [(p  —  q)  t  —  c]  —  uv  cos  [(p  +  q)  t  ■+-  c] }. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,  wenn  wie  oben  der  eigene  Ton  des 
schwingenden  Punktes  wegbleibt, 

b  bu2  bv2 

* 2"a  (M'+V,)-2(4mp»-a)  C°8  *  *  ~  2(4mq'-a) C08  2  (*+c) 

+  m^^_aC08[(p-q)t-cl  +  m(p^t_aco8[(p+q)t+c]. 

Hier  erhalten  wir  also  Töne,  deren  Schwingungszahlen  sind  =-^,  ^, 

Atz    2 7t 

<L  h.  die  Nebentöne  der  primären  Töne,  ferner  solche,  deren  Schwingungs- 
zahlen ^-~—  ,    «7"     sind,  d.  h.  die  Differenz-  und  Summationstöne,  also 
1iz       2tv 

die  Combinationstöne  erster  Ordnung. 

Die  Amplituden  dieser  letzteren  Töne  enthalten  uv,  sind  also  u  und  v 
sehr  klein ,  so  sind  die  Amplituden  der  Combinationstöne  der  ersten  Ord- 
nung klein  und  wachsen  u  und  v  gleichmässig,  so  wächst  uv  im  quadrati- 
schen Verhältnisse.  Dadurch  ist  bewiesen,  dass  bei  sehr  schwachen  primären 
Tönen  die  Combinationstöne  unhörbar  sein  müssen ,  bei  starken  primären 
Tönen  die  letzteren  dagegen  in  einem  stärkeren  Verhältnisse  wachsen 
müssen. 
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Unter  der  Annahme,  das»  der  eigene  Ton,  wie  es  bei  dem  schlaff  ge- 
spannten Trommelfell  sein  wird,  ziemlich  tief  ist,  haben  wir 

a<m(p  — q)s<m(p  +  q)1  , 
und 

buv         ^  buv 

» (p  —  qF  —  *     m  (P  +  q)f — » ' 

d.  h.  die  Amphtade  des  Differenztones  ist  grosser  als  die  des  Summationstones. 
Rechnen  wir  nun  ebenso  weiter  unter  Berücksichtigung  des  dritten 

Gliedes,  abo  mit  Gleichung  (c),  so  finden  wir  durch  Integration  Töne,  deren 

Schwingungszahlen  sind 
3p     3q     2p  +  q     2p  — q     p  +  2q     p  —  2q     jp_       q^ 
2tt'    2*r'       2tt     '        2tc    '       2  n     '        In    '    2/r'    2tt* 

Unter  diesen  sind  die  Töne  — 7= — - ,  — ~=^Combinationstöne  zweiter 

2/r         2/r 

Ordnung,  deren  Amplituden  aber  Grössen  der  dritten  Ordnung  von  u  und 

vsind. 

So  können  wir  weiter  schliessen,  dass  bei  Berücksichtigung  des 

Qieo  Gliedes  der  Reihe  die  Combinationstöne  der  ntea  Ordnung  kommen 

werden,  deren  Amplitude  eine  kleine  Grösse  n+llftr  Dimension  sein  wird. 


Sie  Klinge  der  Saiten.    (§  262.) 

1«    Die   Saite  werde   gezupft.*) 

Bei  dieser  Untersuchung  gehen  wir  aus  von  den  Gleichungen  der  voll- 
kommen biegsamen  Saiten  §  245,  2.: 

p=qo 

u  =  ^y  (B„  cos  xB  t  +  Cn  sin  xn  t)  sin  — : — , 

Dttl 

wo  u  den  Ausschlag  bedeutet  und  xn  ■—  -y-  \f  j|—  ist. 

Es  ist  dann  die  Aufgabe  dieses  f,  für  die  verschiedenen  Arten  der  An- 
schlagsweise die  Bn  und  C„  zu  berechnen.   Dazu  ist  es  nöthig,  nach  den 

dort  gegebenen  Werthen  von  B„  und  CD  die  Functionen  u  — =  f  (z)  und 

du 

g?  «*  F  (z)  für  die  Zeit  t  — *  0  zu  bestimmen. 

Die  Saite  werde  gezupft  in  der  Entfernung  z  =  a  vom  Anfang  und 
zur  Zek  t«-s  0  habe  man  den  Stift  fortgezogen,  so  dass  in  diesem  Augen* 
blick  die  Schwingungen  beginnen. 


*)  Helmholtz,  Tonempfindungen,  Beilage  IL 
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au 
dt 


Es  ist  also  für  t  =  0,  57  =  F  (z)  =  0 ,  mithin  Cn  =  0 ,  so  dass  also 
nur  bleibt 


n=0O 


B„  cos  xn  t  sm  — j—  , 


Fig.  19. 


n=l 

f(z),  welches;  die  Form  der  Saite  zur 
Zeit  t=  0  bestimmt,  wird  für  unseren  Fall 
aus  zwei  Theilen  bestehen,  es  ist  nämlich, 
wenn  die  Saite  (Fig.  19)  im  Punkt  z  — aum 
b  aus  der  Gleichgewichtslage  gebracht  ist 

a  >  z  >  0,      u  =  —  z 

a 


und 


mithin  nach  S.  181 


l>z>a, 


u  =  — 1-z, 


^  Bh  =  I  f  (z)  sin  — ^—  dz, 


a 


fb        .    Imz  ,     ,     C  b     /f        x   .     hTrz  , 

=  /  —  z  sin  — j —  dz  +  /  (1  —  z)  sm  — — dz, 

•'     a  1  »/   1— ~~a  1 

0  a 


bla 


sm 


h/ra 


tfrtfl-a)  1 

Dies  giebt  die  Schwingungsgleichung 

n=0O 


2        2bl2  .     an 

n«**(l-a)  Slü  "1 

n=l 


yra    .     n^rz 

— . —  sm  — ; —  cos  xn  t. 


1 


In  dieser  zusammengesetzten  Schwingung  Mit  immer  das  Glied  weg, 

.     n^ra       A  .  ,    j  u  1       2131         «,*  uja« 

wo  sin  — i —  =  0  ist,  d.h.  a=  — ,    — ,    — ,...   Denkt  man  sich  dem- 
1  n       n       n 

nach  die  Saite  in  n  gleiche  Theile  getheilt  und  in  einem  der  Theilpunkte 
angeschlagen,  so  fällt  ihr  nter  Ton  weg,  dessen  Knotenpunkte  auf  die  ge- 
nannten Theilpunkte  fallen.  Dasselbe  findet  statt  für  den  2nteD,  3ntea, 
4  nteD  . . .  Ton,  da  auch  ein  Theil  von  deren  Knotenpunkten  mit  den  vorigen 
zusammenfallt. 


2.    Die  Saite  werde  mit  einem  harten  Stift  angeschlagen.*) 

Wir  nehmen  zum  Anschlagen  einen  harten,  schmalen  Metallstift,  der 
augenblicklich  zurückspringt,  so  dass  also  der  Stoss  die  Form  der  Saite  nicht 
ändert  aber  eine  gewisse  Geschwindigkeit  auf  die  getroffene  Stelle  überträgt, 


*)  Helmholtz  a.  a.  0.,  Beilage  IV. 
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während  alle  anderen  Punkte  der  ganzen  übrigen  Saite  noch  keine  Ge- 
schwindigkeit haben. 

Da  jetzt  für  t  —  0,  8  —  f(z)  —  0  ist,  so  ist  B„  —  0. 

ds 

p.  =  F  (z)  ist  zur  Zeit  t  —  0  nach  unserer  Annahme  =  0  für  alle 

Punkte  ausser  für  den  Anschlagspunkt  z  —  a.     Es  ist  mithin  nach  der 
oft  gebrauchten  Methode 

Xh  lCh=/  Ft 8,D  — dat~c m  — ' 

o 
wo  c  das  Produkt  aus  der  Geschwindigkeit  und  der  verschwindend  kleinen 
Länge  des  geschlagenen  Theiles  der  Saite  bezeichnet.   Man  erhält  also 

2      2  nna    .        A    .    n/rz 

c  -j — -  sin  — j —  sin  xD  t  sin  — : — . 

0  =  1 

Da  auch  hier  in  s  das  Glied  wegfällt,  wo  sin  -  -  —  —  0  ist ,  so  gilt  die- 
selbe Bemerkung  wie  oben. 

3.    Ein  elastischer  Hammer  schlage  die  Saite. 

Der  Hammer  ist  mit  einem  elastischen  Polster  überzogen,  wie  beim 
Ciavier,  so  dass  derselbe  sehr  nachgiebig  ist  und  bedeutend  zusammen- 
gepresst  werden  kann.  Dann  dürfen  wir  den  Druck  des  Hammers,  den  er 
gegen  die  Saite  während  des  Stosses  ausübt,  so  gross  setzen,  als  er  sein 
würde,  wenn  der  Hammer  gegen  einen  ganz  festen  und  vollkommen  un- 
nachgiebigen Körper  schlüge.  Wir  nehmen  demnach  den  Druck  des  Harn- 

mers  D— A  sin  mt  für  t  —  0  bis  — ,  wo  —  die  Länge  der  Zeit  ist,  während 

m  m  ° 

welcher  der  Hammer  an  der  Saite  anliegt.  Dabei  ist  m  um  so  grösser,  je 
grösser  die  elastische  Kraft  und  je  geringer  das  Gewicht  des  Hammers  ist. 

Um  nun  f  (z)  =  0,  d.  h.  die  die  Form  der  schwingenden  Saite  bestim- 
mende Gleichung,  nachdem  der  Hammer  die  Sake  verlassen  hat  und  die 
selbe  sich  selbst  überlassen  ist,  zu  finden,  verfahren  wir  folgendermassen. 

Es  soll  zunächst  die  Bewegung  der  Saite  bestimmt  werden  während  des 

Zeitabschnittes,  wo  der  Hammer  anliegt,  also  von  t  =  0  4>is  t  =■»  — . 

Die  Saite  von  der  Länge  1  werde  in  z  =  z0  angeschlagen,  wodurch  sie 
in  zwei  Theile  getheilt  wird. 

Die  Ausschläge  für  z  >  z^  seien  mit  s'  und  die  für  z  <  z0  mit  s,  be- 
zeichnet. Der  Druck,  den  die  Saite  auf  den  schlagenden  Hammer  ausübt, 
muss  abhängig  sein  von  dem  Winkel,  den  die  gebogene  Saite  an  der  An- 
schlagstelle mit  der  zAxe  bildet.    Die  Tangente  dieses  Winkels  ist  (3:  L 

Klein,  Theorie  der Elaiticltftt  etc.  16 


wenn 

die  andere  —  S  ( ^  1 ,  so  dass  wir  erhalten 
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ds 
wo  der  Index  0  bedeutet,  dass  in  jr-  z=z0  gesetzt  werden  soll.  Es  ist  dann, 

S  die  Spannung  der  Saite  bedeutet,  die  eine  Componente  S  (3-1), 

Von  der  geschlagenen  Stelle  g^hen  nach  beiden  Seiten  Wellen  aus  und 
es  kann  deshalb  gesetzt  werden,  wenn  mit  a  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit dieser  Wellenbewegung  bezeichnet  wird  (§  229,  9.), 

s,  =  q>  (z  —  z0  -f-  at),  wenn  0  ^  t  <;  —  und  z0  55  z  55  z0  —  at  ist, 

<rr  

s'  =s  (p  (z0  —  z  +  at),  wenn  0  ^  t  ^  —  und  z0  ^  z  ^  z0  +  at  ist 

Diese  willkürliche  Function  bestimmen  wir  folgendermassen. 

Wir  erhalten ,  wenn  mit  q>'  der  Differentialquotient  von  q>  bezeichnet 
wird :  D  =  A  sin  mt  =  2  S .  qf  (at).  (a.) 

Dies  nach  t  integrirt  giebt: 

C cos  mt  —  —  o>(at). 

m  a   ^v 

Setzen  wir  nun  statt  at  entweder  z  —  z0  -f-  at  oder  z0  —  z  +  at,  also 

7  —~  Z  Z    •" "■"■  z 

statt  t  entweder +  t  °der  — Mi  so  gT^ht  diese  Gleichung 

Über  in 

C cos    —  (z  —  z0)  +  mt  —  —  s., 

m        \  a  /        a     * 

C cos  [  —  (z«  —  zY-f-  mt )  =  —  s'. 

m        \  a    ^        '  /        a 

Die  hierin  enthaltene  Constante  bestimmen  wir  dadurch,  dass  st  und 
s'«0  unserer  zunächst  zu  lösenden  Aufgabe  nach  sind,  wenn  z«sz,+at 
gilt.  '  Dann  sind  also  st  und  s'  und  damit  die  gesuchte  Function  q>  durch 
die  folgenden  Gleichungen  gegeben: 

"  —  cos    —  (z  —  z0)  4-  mt' 


8l=sa2mS< 


,        aA 

ST  = 


2mS 


1  —  cos    —  (Zo  —  z)  +  mt 


<W 


jt 
Hiermit  ist  die  Bewegung  der  Saite  bestimmt  in  der  Zeit  von  0  bis  --» 

vorausgesetzt,  dass  in  dieser  Zeit  die  Bewegung  noch  nicht  an  ein  Ende 
gekommen  und  dort  reflectirt  worden  ist. 

Im  Folgenden  soll  nun  die  Bewegung  nach  der  Zeit  —  untersucht 
werden. 
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Ist  t=  —  geworden,  so  ist  der  Hammer  abgesprungen  und  damit  der 

—  7t 

Druck  verschwunden,  also  für  1 5:  —  ist  D  =  0  und  somit  nach  (a.) 

m 

0— *qp'(at),  also  qp  (at)  — *  Const» 

Diese  ConsL  finden  wir,  indem  wir  in  beide  Gleichungen  (b.)  setzen 

n  aA 

t«—  und  z— bz«.  Es  ergiebt  sich  dann  Const*  — —=.  Diesen  Werth be- 
m  mS 

halten  demnach  s4  und  s'  bis  Theile  der  Ton  den  Enden  reflectirten  Wellen 
an  die  betreffenden  Punkte  gelangen. 

Analog  §  231  kann  man,  um  die  Wirkung  der  reflectirten  Wellen  zu 
berücksichtigen,  statt  der  beiderseits  begrenzten  Saite  eine,  welche  nach 
beiden  Seiten  ins  Unendliche  geht,  einführen  und  in  allen  Punkten,  welche 
um  Vielfache  von  2 1  vom  Anschlagpunkt  z»  abstehen,  einen  eben  solchen 
Anschlag  gleichzeitig  mit  den  Ton  z0  stattfinden  lassen ,  so  dass  Ton  allen 
diesen  Punkten  eben  solche  Wellen  auslaufen  wie  von  z0,  ferner  in  den 
Punkten,  für  welche  z  —  —  z0  +  2  ol  ist,  gleichzeitig  mit  den  vorigen  An* 
schlagen  noch  andere  von  derselben  Art,  aber  in  entgegengesetzter  Richtung 
anbringen,  so  dass  von  diesen  letzteren  Punkten  den  vorigen  gleiche  Wellen, 
aber  nach  negativer  Höhe  ausgehen.  Aus  den  Lehren  der  Interferenzer- 
scheinungen ergiebt  sich  dann,  wie  bei  den  Luftschwingungen  §  231,  dass 
dadurch  derselbe  Effect  hervorgebracht  wird,  also  namentlich  alle  Punkte 
z  =  0, 1,  21...  —  1,  —  21. ..in  Ruhe  bleiben.  Die  hiermit  angegebene 
Wellenbewegung  ist  erläutert  in  Fig.  20  durch  die  ausgezogenen  Wellenberge 

und  Wellenthäler. 

Flg.  20. 

,       ,    .    fTT  •~;z^r----v  r^ 

^  A  v. ±z~....£gr 

« z=jff?£ ;• * 

Von  dem  Augenblick  an ,  wo  der  Hammer  die  Saite  verlässt,  also  für 

7t 

t=  —  haben  wir  also  auf  der  unendlichen  Saite  rückwärts  und  vorwärts, 

m 

d.  h.  nach  der  Richtung  der  negativen  und  positiven  z  fortschreitende 
Wellensysteme. 

Diese  einzelnen  abgerissenen  Stücke  wollen  wir  nun  passend  ergänzen, 
um  ein  zusammenhängendes  vorwärtsschreitendes  und  ein  eben  solches  rück- 

TC 

wärtsechreitendes  System  zu  erhalten,  von  welchen  jedes  zur  Zeit  t  —  -  , 

wo  der  Hammer  die  Saite  verlässt,  sich  anfangt  zu  bewegen ,  also  f  (z)  und 

F  (z)  bestimmt.   Bei  der  rückwärts  gehenden  Welle ,  dereh  Ausschläge  mit 

aA 
\  bezeichnet  werden,  ist  erst  s4  «-*  0,  steigt  dann  auf  — ~ ,  wie  es  an  der 

* 

Figur  gezeichnet  ist.  Geht  man  über  den  Anschlagspunkt  hinaus  und  über 

16* 
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die  von  dort  aus  vorwärts  schreitende  Welle ,  so  findet  man  wieder  Werthe 

aA 
von  st,  die  gleich  Null  sind  und  welche  bis  auf =  sinken,  sobald  man 

die  erste  negative  Welle  überschreitet.  Um  nun  die  positiven  und  negativen 
rückwärtsschreitenden  Wellen  mit  einander  zu  verbinden ,  muss  man  sich 

zwischen  jedem  positiven  und  dem  nächstfolgenden  negativen  Anschlags- 

aA 
punkte  die  Grösse  -j — ^  zu  den  Werthen  von  st  hinzudenken.  Ebenso  ver- 
bindet man  die  vorwärtsschreitenden  Wellen  und  erhält  so  nur  positive 
rückwärtsgehende  und  negative  vorwärtsschreitende  Wellen. 

Die  Rechnung  nach  diesen  Wellensystemen  ist  nun  folgende. 

Nach  der  allgemeinen  Formel  für  die  Wellenzüge  §  245,  S.  181  ist 
für  den  positiven  rückwärtsgehenden  Wellenzug 

l,8»^.      BnCOSXn  (t  —  ^J+Cnsin  X„  (t—  jjj-M  SM  -y^, 


S, 


n=l 


7t 


wo  s,  Cn  für  ü,  Bn  und  der  Einfachheit  wegen  t statt  t  gesetzt  ist. 

m 

7t 

Zur  Bestimmung  der  B0  und  Cn  ist  dann  für  t  =  —  : 

m 


n=Oo 


Sl— f(i>— 2b« 


sin 


VkTtZ 


*l_p/^_ 


n  =  l 
n=0O 


Jji  =F(z)  —  ^S  Cn  x„  sin  -y- ,  mithi 


21 


n=l 


/f(z) 


sin 


h/rz 


21 


dz 


!Bh ,  I F(z)  sin  -y?. dz  =  XnlCh. 


0  0 

Dass  die  Integrationsgrenzen  0  und  2 1  sind,  ergiebt  sich  daraus,  dass 
die  gleichartigen  Anschlagspunkte  in  Abständen  21  sich  wiederholen,  also 
2 1  die  Wellenlänge  ist.  * 

Es  ist  nun  die  nächste  Aufgabe  f  (z)  und  F(z)  für  die  einzelnen  Stücke 
zu  bestimmen. 

Nach  der  Art,  wie  wir  die  einzelnen  Wellenstücke  zu  einander  ver- 
binden, ist 


von  z 

1)  0 

2)z0 
3)z0 


aar 
m 


4)  21  —  z,— 

5)  21  — z. 


a*r 
m 


bis  z 


*o  — 


m 


21— z„— 

21  — z0 
21 


m 


0 


f(i)  — 


2a4{1+608[r(z-^]} 


aA 

mS 
aA 

2mS 
0. 


{l-cosjj^i-,,-^} 
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Setzen  wir  nun  diese  Werthe  in  das  Integral  ein  und  führen  die  Inte- 
gration über  die  einzelnen  Stocke  aus,  so  folgt 

aAmfP .    /dtt  a/i 

-h^Tf1)  Wn  V  1    m 


1B*- 


h/r 


3s, 


Smh^^l1 


sin  -p  Zo 


-^-i  os  F(z)  igt  überall  Null,  nur  von 

ist  Äs, 

"5t 


a/r 
m 


21— z,— 


a*r 
m 


bis  z«-« 
21-z, 


—  P(z) 


aA    .     m ,  . 

aA    .    m  /ni  x 

-JSMT(2,-,«-,)l 


Die  Einsetzung  dieser  Werthe  liefert  dran 


2a*A 


mV 


cos 


■ft 


xhlQ,—         s    (mtp _ hta.^  — '  y  ! / 

Für  den  fortschreitenden  negativen  WeUensug  ist,  abgesehen  vom 


7t  &7l\     .      hft 

T2Z)*mT 


Vorzeichen, 

n=O0 


0=1 

Die  Bestimmung  von  f(s)  und  F(i)  fttr  t— «  —  ist  hier 

m 


von  z  = 
1)0 

2)*. 
3)i.+ 


a»r 


m 

4)21-z0 

5)21-z„+^ 


a/r 


bis  z 

*+■ 
21  — z, 

21-*.+ 
21 


m 


s'- 

0 

jA 
2mS 
aA 
mS' 
aA 
2mS 

0, 


f(z) 


.{l-.cos^Cz.-z)}. 
{l  +  cos™(21-z,-z)}, 


Tj-  =-  F  (z)  ist  überall  Null,  nur 


von  z  = 


z. 


21  —  z. 


bis  s 


,  aar 


21— z,+ 


a/r 
m 


ist 


ös' 
3t 


F(z) 


aA    .     m  .  . 

^sm  ~(z  — 21  +  Zo)- 


Die  Berücksichtigung  dieser  Werthe  ergiebt  dann 

IBa S.mh^KP-h'a'^)  8,n  \T  -nTj  8in  1 


n 


V 
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und 

2aA  mal*  9/hrt  H7t\   .    hn 

x„lCh  =— g-.mM1_h^vcos^— ^jsm-z,, 

Die  Gleichung,  welche  die  gesuchte  resultirende  Schwingung  ergiebt, 
ist  endlich  s  =  st  —  s'  oder  nach  Einsetzung  der  berechneten  Werthe 

n=3C 

^ü          2a Ami*  .    {nrcanX  .    n/r  A       n\  .   xua 

s  =  >.  t, 7-^ r-ir-Tz  sin ( -t—  1  sin  -p  z0cos  x„  ( t—  —  Jsin  -p- . 


n=i 


Sn/rCmV—  nV/r8)       \  1    m 


Daraus  folgt  auch  hier  analog  dem  Früheren,  dass  die  Glieder  in  der 


XL7Z 


Reihe  für  s  wegfallen,  in  denen  sin  -r-  z0  =  0  ist. 


&.    Form  der  schwingenden  Saiten.4) 

Zur  Bestimmung  der  in  der  allgemeinen  Schwingungsgleichung  §  245 
enthaltenen  Coefficienten  müssen  wir,  wenn  wir  die  f (z)  und  F(z)  den  Ex- 
perimenten entsprechend  nehmen  wollen,  die  Beobachtungen  mit  dem  Vibra- 
tions-Mikroskop benutzen.  Aus  diesen  nämlich  geht  hervor,  dass  die  Haupt- 
bewegung aller  Saitenpunkte  abwechselnd  auf-  und  absteigend  ist  in  der 
Weise,  dass  das  Aufsteigen  und  Absteigen  mit  constanter  Geschwindigkeit 
geschieht,  dass  aber  diese  Geschwindigkeiten  im  Allgemeinen  von  einander 
verschieden  sind  und  demnach  auch  die  Zeiten  des  Auf-  und  Absteigens. 
Bezeichnen  wir  demnach  diese  verschiedenen  Geschwindigkeiten  mit  f  und 
g,  so  können  wir  schreiben,  wenn  %  die  Steigzeit,  T  die  Schwingungsdauer 
bedeutet,  also  T  —  %  die  Fallzeit  ist, 

von  t  —  0  bis  t  =  T,       s  =  ft  +  a,  .  . 

von  t«=T  bis  t  =  T,      s  — g(T  — t)  +  a,        'aJ 
folglich  ist 

ftT  =  g(T  —  t).  (b.) 

Denken  wir  uns  nun  die  Schwingung  eines  Punktes  der  Saite  für 

irgend  ein  z  ausgedrückt  durch  die  Reihe 

n=30 


S 

n  =  l 

so  ergiebt  sich  durch  Integration 


2fD     .    2  7rnt  ,   „         2  7rntl 
I  JSn  sm  -^ |-<7n  COS  -TjT-J, 


T  T 


sin*-^-  dt=y  ssm  -^-dt 


b 
und 

T  T 

a2h7tt  f         2h/rt 


„    P      .2h7Tt.         f 
Ci  /  cos*    T     dt  =  /  s  cos 


dt. 
i  ./  t 

0 


*)  Helmholtz  a.  a.  0.  Beilage  V. 
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Die  Ausführung  der  Integration  mit  Berücksichtigung  des  obigen 
Werthes  von  s  und  der  Gleichung  (b.)  giebt  dann 

(f  +  g)T       2hm 

Ba     Th^r*~  ""  "f~* 


^ 2hV?"11-C08     T     /• 

Die  Schwingimgsgleicbung  wird  demnach 

.       (t+  g)  T^r  1    .    *rmr   .    2  /rn  /         *  \1 


TT1 

Dies  ist  also  der  Werth  des  Ausschlages  für  irgend  einen  Punkt  der 
Saite,  dessen  Ort  durch  z  bestimmt  ist.  Einen  anderen  Ausdruck  derselben 
Grösse  giebt  die  Formel  aus  §  245,  d.  i. 

s=2  B° C09  Xn  (l  —  "f )  "*" Cn  *in  *D  v  —  t)  sin  ^T~" 

D  =  l 

Diese  beiden  Gleichungen  müssen  nun  in  Uebereinstimmung  gebracht 
werden. 

Dies  verlangt,  da  x0  =  — ät-  ist»  dass  gilt 

B„  —  0  und  C0  sin  — j—  —  — j-^  ^  sin  -^-.  (c.) 

Zur  weieren  Bestimmung  von  Cn  bedenke  man,  dass  f  -f-g  und  t  von 
z,  aber  nicht  von  n  abhängig  sind.  Setzen  wir  daher  z.  B.  n  — 1  und 
n  «■  2,  so  erhalten  wir  durch  Division 

C.        m        1        ttt 

^ "•  T "" 4  "" T' 

C        1  1 

Nun  ist  für  z  —  0  auch  %  —  0,  also  ^  — ■  -r"  und  dann  für  z  «-  —  überein* 

tij        4  2 

T 

stimmend  mit  den  Beobachtungen  %  —  -jp 

Nach  Einführung  dieses  Quotienten  ^  ergiebt  sich 

z        x 

T"t- 

Hieraus  erhalt  man  dann  mit  (c.) : 

r  _f+«  T 

also  ist  f+g  auch  unabhängig  von  z  und  wir  erhalten  für  jeden  Punkt 
der  Saite 

f+g 


(d.) 


s 


TT1 


2T      .  /.  T\     .      D7TZ 
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Wir  können  endlich  noch  statt  f  und  g  die  Amplitude  einführen. 
Setzen  wir  p  die  Amplitude  des  Saitenpunktes  z  und  P  die  des  Mittelpunktes, 

z  «=  — ,  so  erhalten  wir  nach  der  Definition  von  f,  g,  r,  T 

2p  —  fr  —  g(T-r), 
also 

f+g_?j>  +  AP IpT 


t  ^T  —  t      r(T  —  %)' 
Damit  ergiebt  sich  mit  Hülfe  von  (d.) : 

f+«-T^)-  (e-> 

Ebenso  könne»  wir  setzen 

2P  — fr  — g(T  — t) 
und  erhalten 

_        2  PI»  8P 

+  g—     '  '        iv—  t  '  (f.) 


4K) 


Dies  in  den  Werth  von  Cn  eingesetzt  giebt  endlich 

c-8P 


rc'n' 


und  damit  die  Gleichung  der  Schwingung 

Isinxn(t-|)si 


8P%K^  1    .         A        t\    .     n/rz 

s  —  — ,-  ^.  -s  sin  xn  ( t  —  —  1  sin 


Hieraus  lässt  sich  noch  Folgendes  über  die  Art  der  Schwingung  folgern, 
s  ist  =  0,  wenn  t  =  —  +  nur  ist,  d.  h.  alle  Punkte  gehen  gleichzeitig 

durch  die  Gleichgewichtslage,  von  da  ab  ist  die  Geschwindigkeit  f  des 

2p 
Punktes  f«=— -. 

z  (i z) 

Da  aBer  nach  (e.)  und  (f.)  p  ***  4  P = —  ist  und  dann  mit  Berück- 
sichtigung von  (d.)  folgt  p  =  4  P-^ \  so  erhält  man  f— — . 

Diese  Geschwindigkeit  f  bleibt  aber  nur  bis  zur  Zeit  r,  d.  i.  nach  (d.) 

z 
bis  zur  Zeit  t—P  -y ,  also  ist 

fürt<T|,    ,-ft-.8P<l-z)t, 
1  lr 

oder 

8P 

s^-jrzO  —  z).  (g.) 

Von  t  =  T  -j-  an  geht  der  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  g  zurück, 

2  p         8  Pz 
wo  nach  den  obigen  Werthen  g  —  _    v    =»=  -pp-  ist. 


Die  Klinge  der  Saiten.  (|  262). 
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Es  ist  demnach  für 

T5>tÜ>Ty  oder  t~*  +  t,,  wo  t,<;T  —  %  ist, 

da  die  Bewegungen  während  der  Zeit  %  nnd  t,  entgegengesetzt  sind  und 
mit  den  Geschwindigkeiten  f  und  g  gemacht  werden, 

8P    ,.        ,      8Pz 

8  — -p-l(l  — I)  — 

Diesgiebt  nach  (d.): 

8Pz 


IT 


t. 


s 


oder 


s 


IT 

8Pz 
IT 


{T-(T  +  g} 


(T  - 1). 


«•) 


Die  Schwingung  der  Saite  theilt  sich  also  in  zwei  Theile.  Auf  dem 
einen  Theile  derselben  ist  die  Ablenkung  gegeben  durch  (g.),  auf  dem  ande- 
ren durch  (g*).  Beide  Gleichungen  geben  für  die  Gestalt  der  Saite  eine 
gerade  Linie,  die  entweder  (g.)  durch  den  Punkt  z  —  1  oder  (g*)  durch  den 
Punkt  z  — ■  0,  also  durch  die  Endpunkte  geht  Für  den  Schnittpunkt  dieser 
Geraden  ist 


ftP  ftP 

^(l-z)t-^z(T-t),  alsolt 


zT. 


Die  Abscisse  z  des  Schnittpunktes  wächst  proportional  der  Zeit.  Der 
Schnittpunkt  der  beiden  Geraden,  welche  die  schwingende  Saite  bildet,  der 
zugleich  der  am  meisten  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernte  Punkt  der 
Saite  ist,  rückt  also  mit  constanter  Geschwindigkeit  von  einem  Ende  der 
Saite  zum  anderen  und  während  dieser  Zeit  liegt  er  auf  einem  parabolischen 
Bogen,  da  für  ihn 

S  — =  p  jm  —  Z  (1  —  Z)  ISt. 

„Die  Bewegung  der  Saite  lässt 
sich  also  (Heimholte  S.  579)  kurz  so 
beschreiben:  dass  in  Fig.  21  der 
Fusspunkt  d  der  Ordinate  ihres  Gipfels 
mit  constanter  Geschwindigkeit  auf 
<ler  Linie  ab  hin-  und  hereilt,  wäh- 
rend der  Gipfelpunkt  selbst  die  beiden  parabolischen  Bögen  ac,b  und  bc,a 
nach  einander  durchläuft  und  die  Saite  selbst  in  den  beiden  geraden  Linien 
ac,  und  bc,  oder  acs  und  bc,  ausgespannt  ist.44 


Fig.  II. 


250    n.  Wellenbewegung,  Akustik.  — ■  Stärke  der  Schallempfindung.  (§  272.) 


Starke  der  SchaUempfindung.    (§  272.) 

Die  Intensität  ist  proportional  dem  Quadrat  der  Amplitude 
und  indirect  proportional  dem  Quadrat  der  Schwingungs- 
dauer. 

Die  Entstehungsstärke  des  Schalles  ist  proportional  der  lebendigen 
Kraft  der  schwingenden  Theilchen ,  also  dem  Quadrat  der  Schwingungs- 
geschwindigkeit. Diese  Geschwindigkeit  ändert  sich  mit  der  Zeit,  erhält 
aber  nach  Verlauf  einer  Schwingungsdauer  wieder  denselben  Werth,  sie  ist 
daher  veränderlich  von  Moment  zu  Moment.  Denkt  man  sich  auf  einer 
Geraden  Senkrechte  errichtet,  welche  von  Zeittheilchen  zu  Zeittheilchen 
die  lebendige  Kraft  darstellen,  so  sind  nach  der  Formel  von  §  224  (28.) 
diese  einzelnen  Senkrechten : 

*  imv*  =  4mua  cos*    T    . 

Verbindet  man  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  durch  eine  Linie,  so 
ist  die  Fläche  zwischen  dieser  Linie  und  der  Geraden,  wenn  man  die  Figur 
für  die  Dauer  T  ausführt,  die  Summe  aller  in  der  Zeit  T  auftretenden  leben- 
digen Kräfte,  jede  mit  einem  kleinen  Zeittheilchen  multiplicirt.  Dividirt 
man  also  diese  ganze  Summe  mit  T,  so  erhält  man  die  mittlere  lebendige 
Kraft. 

Dies  analytisch  dargestellt  giebt  folgenden  Ausdruck  für  die  mittlere 
lebendige  Kraft : 

T 

'|  f\  mua  cos9^  dt  [ :  T  «-  i  mu9, 
also  proportional  u9,  das  ist  der  Oscillationsintensität.    Dieses  u9  ist  aber 

4  TT* 

(§  224)  -=-  r9,  also  ist  die  Intensität  dem  Quadrat  der  Amplitude  direct 

und  dem  Quadrat  der  Schwingungsdauer  indirect  proportional. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Stärke  der  Schallempfindung 
übereinstimmt  mit  der  objectiven  Intensität  der  Schallerregung,  wie  unter 
1.  und  6.  im  Lehrbuche  auseinandergesetzt  ist.  Anders  beim  Licht  (vergl. 
§  284). 


Beugung  des  Schallet.    (§  276.) 

Die  Schall-  und  Lichtstrahlen  sind  gerade  Linien. 

Wenn  der  Schall  auf  einen  Schirm  trifft,  in  dem  eine  Oeffnung  ist,  so 
vernimmt  man  ihn  im  Allgemeinen  in  allen  Richtungen  hinter  der  Oeff- 
nung, während  dies  nicht  bei  dem  Lichte  der  Fall  ist.  Man  hat  demnach 
behauptet,  dass,  wenn  die  Undulationstheorie  des  Lichtes  richtig  wäre,  so 


Beugung  des  Schalle*  (|  276.) 
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Fig.  22. 


mflsste  das  Licht  hinter  der  Oeffnung  eines  Schirmes  sich  ebenso  verhalten 
wie  der  Schall.  Diese  Behauptung  ist  durch  die  folgende  Untersuchung*) 
widerlegt,  wobei  sogleich  die  Theorie  der  Beugung  angedeutet  ist,  deren 

genauere  Erörterung  in  §9  370  und  371  enthalten  ist. 

Bedeute  AB  (Fig.  22)  einen  die  Wellenbewe- 
gung aufhaltenden  Schirm  und  ab  =«=2  e  eine  Oeff- 
nung in  demselben.   An  diesen  Schirm  treffe  eine 

Welle,  deren  Ausgangspunkt  weit  entfernt  sei,  so 

dass  wir  das  Stück  ab  der  sphärischen  Welle  als 

eben  ansehen  dürfen.    Untersuchen  wir  nun  die 

Erregung,  die  in  Folge  der  Welle,  welche  durch  ab 

geht,  in  einem  Punkte  M  eines  Halbkreises  mit  dem 

Halbmesser  r,  dessen  Mittelpunkt  in  C,  d.  i.  der 

Mitte  von  a  b,  ist,  bewirkt  wird.  Wir  theilen  uns 

den  Spalt  ab  in  unmerklich  kleine  Theile  Ton  der 

Breite  dx,  so  dass  also,  wenn  der  Winkel  BCM  mit 

£  bezeichnet  wird,  die  Entfernung  M  von  dem 

Ende  des  ersten  Theiles  ist 

Mx  — =  fV  +  x1  —  2  r  x  cos  #, 


A 


=  r  —  x  cos  #4-;r-  sin*^+.... 

2r 

Nach  dem  Huyghens'schen  Princip  nehmen  wir  nun  an,  dass  von  jedem 
Theile  des  Spaltes  eine  neue  Welle  fortgeht,  deren  Amplitude  in  M  wir  um- 
gekehrt proportional  der  Entfernung  setzen  müssen.  Wir  können  demnach 
die  in  M  antreffende  Schwingung  ausdrücken  durch 

adx   .    2/r,  .       M  x 
sin  -.-  (at  —  Mx), 


dy 


oder  näherungsweise 


Mx 


adx   .    2n.  ax 

-rj-  sin  -T-  (at  —  r  -f-  x  cos  &). 

MX  A 


Die  Erregung  des  Punktes  M  von  allen  diesen  Elementenwellen  ist  dann : 

—  c 


adx   .    2/r,  .  ,  ax 

^j—  sin  -y-  (at  —  r  +  x  cos  #), 


d.  i.  wenn  Mx=r  gesetzt  wird,  was  für  kleine  Oeffnungen  2e  gestattet  ist, 

aX        f       2*r ,  .  ÄV  2/r 


y  — 


2  TtT  cos  # 

aJL 


r  2-r  0*r  "1 

cos  -y-(<*t — r — ecos#) — cos-y-  (ot — r+ecos**)  , 


2e/r  cos  &   .    2n  ,  A 
sin ? sin  -=—  (at  —  r). 


TtT  cos  &  X 

Für  die  Untersuchung  der  Intensität  kommt  aber  nach  §  272  nur  die 

a~  i-4  j     .  a^        .     2e7r  cos  & 
Amplitude  --.-_- — Ä  sm 


7ZT  cos  & 


in  Betracht. 


*)  Gehler's  Lexikon,  Undulation  §21. 
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1)  X  >  e.  Dies  wird  meist  bei  Schallwellen  der  Fall  sein,  wo  ausser- 
dem die  Wellenlange  immer  gross  im  Vergleich  zn  denen  des  Lichtes  ist 

Wir  können  dann  setzen 

.    2  t7t  cos  #      2  e/r  cos  # 

s,n — i — x — ' 

mithin  ist  dann  die  Amplitude 

aA       2e>rcos# 2ea 

tct  cos  #         X  r    ' 

also  eine  Grösse,  welche  von  #  ganz  unabhängig  ist,  d.  h.  die  Schallerregung 
ist  in  allen  Punkten  der  Kugel  von  demselben  Halbmesser  ganz  dieselbe. 

Dass  dieser  letztere  Schluss  nur  begrenzt  richtig  ist,  geht  aus  den  Be- 
obachtungen hervor,  die  §  273  des  Lehrbuchs  angegeben  sind. 

2)  X  <  e.  Dies  wird  beim  Licht  meist  der  Fall  sein. 

Hier  ist  für  einen  Punkt  N ,  der  der  Oeffnung  nahezu  gerade  gegen- 
übersteht, weil  #  wenig  von  90°  verschieden  ist,  cos  &  eine  sehr  kleine 

Grösse,  also 

.    2  e/r  cos  #      2  en  cos  # 
sm j x . 

2  ea 

Die  Amplitude  erhält  für  diese  Punkte  den  obigen  Werth . 

Die  Amplitude  ist  aber  gleich  Null  an  allen  Punkten,  für  welche 

2eu  cos  #       .  ,  Ä        ,  nX  .  4 

=  +  iL7t  oder  cos  &  =  +  —  ist. 

X  "~  — 2e 

Solche  Punkte  giebt  es  nun  um  so  mehr,  je  kleiner  X  gegen  e  ist,  da 

n>l 
es  dann  um  so  mehr  Werthe  von  n  giebt,  ehe  —  =  1  ist. 

Zt  e 

Zwischen  diesen  ganz  finsteren  Punkten  giebt  es  lichte  Punkte,  welche 

aber  viel  schwächer  beleuchtet  sind  als  die  dem  N  benachbarten  Stellen.  Es 

finden  sich  nämlich,  wenn  nicht  #  nahezu  90°  ist,  noch  Max.  von  Helligkeiten, 

wenn  sin = —  ±  1  ist.  Die  Amplitude  für  diese  Punkte  ist  dann 

A 

aA 

,  mithin  stehen  die  Intensitäten  der  Erleuchtung  von  N,  d.  i.  I  zu 


T7t  cos  & 

der  der  anderen  erleuchteten  Punkte  F  in  folgendem  Verhältniss: 

aUf 


—m- 


(r/r  cos  #)*' 

~~       4e2rcacos*#' 
also  ist  V  im  Vergleich  zu  I  eine  um  so  kleinere  Grösse,  je  mehr  &  von  90* 
verschieden  ist. 


Das  Doppler'«**  Prindp.  (|  277.)  2&3 


Dm  Doppler'sche  Princip.    (§  277.) 

Um  die  Gleichungen  für  das  Doppler'sche  Princip  aufzufinden,  legen 
Klinkerfues*)  und  Ketteier**)  ihren  Betrachtungen  eine  unendliche  Reihe 
von  elastischen  nebeneinander  liegenden  Kugeln  zu  Grunde  oder  auch  eine 
tob  Mach***)  beschriebene  Vorrichtung,  die  aus  einer  Reihe  schwerer  Me- 
taHcylinder  besteht,  deren  Axen  zu  je  zwei  durch  ringförmige  elastische 
Stahlfedern  verbunden  sind. 

Im  Folgenden  soll  die  Entwicklung  von  Ketteier  reproducirt  werden. 

Zur  Vereinfachung  des  Problems  nehmen  wir  an,  dass  die  Translations- 
geschwindigkeit g  des  tonerregenden  Körpers  ein  kleiner  Bruchtheil  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  der  Wellen  ist  Dann  ist  es  erlaubt,  die 
Aenderung  der  Amplitude  und  der  Gesetze  der  Schwingungen ,  die  wegen 
der  entstehenden  Reibung  vorhanden  sein  müssen,  zu  vernachlässigen  und 
von  der  localen  Dichtigkeitsänderung  des  Mittels  in  unmittelbarer  Nähe  der 
Quelle  abzusehen. 

Es  geschieht  die  Uebertragung  der  unendlich  vielen  und  unendlich 
kurzen  Stösse,  durch  deren  continuirliche  Folge  die  Wellen  entstehen,  an 
das  leitende  Mittel  in  gleicher  Weise,  mögen  dieselben  von  demselben  oder 
von  verschiedenen  Punkten  des  Raumes  aus  erfolgen.  Es  darf  stets  die 
Ton-  oder  Lichtquelle  als  während  einer  unendlich  kurzen  Zeit  ruhend  ge- 
dacht werden. 

Die  Gesetze  der  Schwingungen  mögen  bei  Ruhe  oder  Bewegung  ge- 
geben sein  durch  s=f(t)  oder  speciell  für  pendelartige  Schwingungen  durch 

s  —=  a  sin  -=- 1. 

Das  Princip,  dessen  Benutzung  uns  die  Gleichungen  unseres  Problems 
liefert,  ist  folgendes:  Bei  jeder  wellenförmigen  Bewegung  hat  jeder  schwin- 
gende Punkt  in  jedem  Augenblick  diejenige  Oscillationsgeschwindigkeit, 
welche  jeder  vorhergehende  um  soviel  früher  gehabt  hat,  als  die  einzelne 
Erschütterung  braucht,  um  von  jenem  zu  diesem  zu  gelangen. 

Für  unendlich  nahe  Punkte  giebt  dies 

3f(Z  +  ^Z,t  +  z/t)         ÖS 

5t  =öt' 

Dies  giebt  nach  dem  Taylor'schen  Satz  die  bekannte  Differentialgleichung 

Ö*B ,Ö*S 

5P  —  c  W 


*)  Die  Aberration  der  Fixsterne  nach  der  Wellen theorie.    Leipzig  1867.   — 
Briot,  Mathematische  Theorie  des  Lichtes.    Uebersetzt  und  mit  einem  Zusatz  ver- 
mehrt. Leipzig  1867.  —  W.  Haggins,  Spectralanalyse  der  Himmelskörper.   Deutsch 
mit  Zusätzen.   Leigzig  1868. 
**)  Pogg.  Ann.  CXLTV. 
***)  Pogg.  Ann.  CXXXIL 
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Für  endliche  Entfernung  liefert  unser  Princip  die  Gleichungen 

T-*(t— j).        .-f(t~i). 

Nehmen  wir  nun  aus  der  unendlichen  Menge  von  Cylindern  bei  der 
Mach'schen  Vorrichtung  irgend  einen  Cylinder  als  den  ersten  und  betrach- 
ten die  Bewegung  des  pten,  die  von  da  aus  an  die  folgenden,  den  p  +  1181 
p  _}_  2len  ....  abgegeben  wird.  Derselbe  mache  in  Folge  irgend  welcher 
Ursache  zu  den  Zeiten 

t,  t  +  Jt,  t  +  2Jt..., 

die  Excursionen 

f(t),      f(t  +  ^/t),      f  (t  -f-  2  ^/t) 

Denselben  Erfolg  können  wir  erhalten,  wenn  wir 

1)  vom  0ten  Cylinder  beginnen  und  diesen  zu  den  Zeiten 

c  c  c 

die  Excursionen 

f(t),  f(t  +  z/t),  f(t  +  2^t)... 

machen  lassen; 

2)  von  beliebigen  Cylindern  ausgehen  und  zwar  wie  folgt  denselben 
zu  bestimmten  Augenblicken  bestimmte  Excursionen  ertheilen: 

Nummer  des  Cylinders  Zeit  Excnrrion 

0  t-^  f(t), 


m, 


t_(p-mJJz  +  2Jt        {(t  +  2Jtl 


ma  t-(P~mn)^Z  +  n^t        f(t  +  n^t). 

c 

Letzterer  Vorgang  ist  der,  welcher  in  continuirlicher  Form  in  Luft  und 
Aether  bei  Bewegung  von  Ton-  oder  Lichtquelle  vor  sich  geht. 

Zur  Zeit  t  =  0  beginne  die  Bewegung,  man  habe  s0  =  f  (0)  und  zwar 

bei  z  =  0. 

Nach  der  Zeit  Jt  ist  diese  Excursion  fortgerückt  nach  z  =  cJt,  wäh- 
rend die  Excursion  st  mmt(Jt)  sich  befindet  bei  z  =  gJt. 

Nach  der  Zeit  2  dt  ist  die  Excursion  s0  bei  z  =  2c^t,  s,  ist  bei 
zs«(g  +  c)z/t  und  s2==f(2^/t)  ist  bei  z  —  2gJU 

Diese  Betrachtung  ist  deutlicher  durch  die  folgende  Zusammenstellung : 
Die  Excursionen  ^=^0),  sl=^t(Jt%  sa  — f(2^t)...  befinden  sich 
zur  Zeit  t  =  0      bei  z  —  0, 

Jt  cJt,      gjt, 

2Jt  2c^/t,   (g+c)^t,  2g^t, 

3^/t  3c^/t,   (g+2c)^t,  (2g+c)^t... 


n^/t  ncz/t,   (g+n— lc)^t,   (2g+n— 2c)^/t,... 
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Man  hat  also  allgemein,  wenn  zft—  —  t  gesetzt  wird 


8p 


-'(*«)•»"— [>-*(«-$]■ 


woraus  dann  durch  Elimination  von  —  folgt 


8—  f 


c 


\        c/ 


/et  — z\ 


s  =  a  sin 


ab  Gleichung  der  Welle. 

Ist  das  Schwingungsgesetz 

.    2*r 
s— =a8in-^  t, 

so  ist  die  Gleichung  der  erzeugten  Welle 

-~ .  \^~ »  genähert  —  a  sin  -£  I  (c  +  g)  (t  —  ^)  J . 

Um  nun  die  veränderte  Schwingungsdauer  T,  und  Wellenlänge  Xx  zu 
finden,  geben  wir  dieser  Gleichung  die  Form 

8-.8in2«(i;-l). 

Durch  Gleichsetzung  dieser  Werthe  ron  s  erhalten  wir  dann 

l=plT«T„     (c-g)T-A„ 

da  ausserdem  A  —  cT  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  wichtige  Folgerung 

T       X 
f       it' 
d.  h.  die  Schwingungsdauer  und  Wellenlänge  verändern  sich  in  gleichem 
Verhältnis«. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Gleichung  der  Welle  in  der 
allgemeinsten  Form  der  Bedingung  genügt ,  dass  für  denjenigen  Punkt  des 
Mittels,  der  von  der  Quelle  gerade  passixt  wird,  die  Elongation  desselben 
der  Elongation  der  Quelle  gleich  ist.  Denn  setzen  wir  die  für  diesen  Punkt 

bestimmte  Entfernung  z=»gt  in  s««f  (— — - — )  ein,  so  erhalten  wir 

*-f(t). 

Alle  obigen  Entwicklungen  beruhen  auf  der  Annahme,  dass  der  Bruch 

—  eine  sehr  kleine  Grösse  sei.   „Ist  das  nicht  der  Fall  (a.  a.  0.  S.  125),  so 

können,  wie  bereits  angedeutet  wurde,  bei  der  Bewegung  von  Ton-  und 
Lichtquelle  Momente  auftreten,  die  eine  unmittelbare  Identificirung  der 
Erscheinung  mit  dem  analogen  Vorgänge  auf  der  Mach'schen  Maschine 
nicht  mehr  gestatten.  Sieht  man  ab  von  dem  Einfluss  der  Bewegung  auf 
die  Schwingungen  der  Quelle  selbst,  so  bleibt  noch  zu  beachten,  dass  die 
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rasche  Translation  eine  sich  auf  eine  gewisse  Entfernung  hin  erstreckende 
Dichtigkeitsänderung  des  Mittels  hervorruft,  und  dass  die  Schwingungen 
sich  zunächst  an  diese  verdichtete  resp.  verdünnte  Umgebung  übertragen. 
Die  Theilchen  innerhalb  derselben  haben  eine  Translationsgeschwindigkeit, 
die  alle  Zwischenstufen  umfasst  zwischen  g  und  0 ,  und  ebenso  liegt  ihre 
Dichtigkeit  zwischen  einem  gewissen  Maximal-  resp.  Minimalwerth  und  1, 
sq  dass  die  entsprechende  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  c  +  c,  all- 
mählig  in  c  übergeht.  Nun  ist  klar,  dass  unsere  Betrachtungen  ihre  Gültig- 
keit behalten ,  wenn  man  sie  in  continuirlicher  Weise  auf  jede  unendlich 
dünne  Schicht  der  genannten  Umgebung  überträgt.  Und  andererseits  wird 
der  Fehler,  der  durch  die  Vernachlässigung  dieser  Verhältnisse  entsteht, 
immerhin  ein  geringer  sein." 

Klinkerfues  kommt  a.  a.  0.  auf  die  Differentialgleichung 

W-^  +  V-ge 

und  deren  Integral 

Irr 

s  =  a  sin  -j-  f(c  -+-  g)  t  —  z  +  Z], 
auf  Resultate,  die  Ketteier  als  unrichtig  verwirft. 
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Begriff  und  Waten  dee  Lichtet.    (§  279.) 

1.   Differentialgleichungen  der  Schwingungsbewegung 

des  Aethers.*) 

Nach  §  18  haben  wir  uns  den  Aether  als  einen  Stoff  au  denken,  dessen 
einzelne  Theile  eine  gegenseitige  Abstossung  oder  Anziehung  auf  einander 
ausüben,  welche  bewirkt,  dass  die  Theilchen  in  ihren  ursprünglichen  gegen- 
seitigen Abständen  verharren.  Wird  aber  der  Aether  dureh  den  Process 
des  Leuehtens  in  Bewegung  gesetzt,  so  sind  es  eben  diese  Krftfte,  welche 
die  aus  der  Gleichgewichtslage  herausgetriebenen  Theilchen  zu  ihr  zurück« 
zuführen  streben  und  hierdurch  die  Fortpflanzung  der  eingeleiteten  Licht- 
bewegung vermitteln.  Diese  Kraft  ist  nun  jedenfalls  eine  Function  der  Ent- 
fernung r  dieser  Theilchen,  also  f(r),  von  der  wir  annehmen,  dass  sie  sich 
mit  r  stetig  ändert,  aber  mit  zunehmendem  r  rasch  abnimmt.  Diese  Func- 
tion sei  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Kraft  ist  attractiv  oder  repulsiv. 
Da  ferner  diese  gegenseitigen  Anziehungen  oder  Abstossungen  auch  pro- 
portional den  Massen  sein  müssen,  so  wird  mt.m,f(r)  der  allgemeine  Aus- 
druck der  Kraft  sein,  die  zwischen  den  Theilchen  wirkt,  deren  Massen  mt 
und  m,  sind  und  deren  gegenseitige  Entfernung  r  ist.  Wir  denken  uns  nun 
durch  ein  Aethertheilchen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  gelegt  und 
bezeichnen  mit  r  den  Abstand  der  Aethertheilchen,  welche  auf  einander 
wirken,  ferner  mit  x',  y*,  zf  die  Projectionen  von  r  auf  die  Coordinatenaxen, 
so  dass  also  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  von  r  gegen  die  Coordinaten- 

x'    V    ü 

axen  — ,  -*-,  —  sind  und  r*  ™  x'*  ■+-  y'1 4-  zM  ist.    Nach  Einführung  des 

selbstverständlichen  Algorithmus  2  erhalten  wir  dann,  da  die  Componenten 
nach  den  drei  Axen  verschwinden  müssen ,  als  Gleichgewichtsgleichungen 
für  jedes  Molekül: 

0  —  2mf  (r)  -,       0  =  Smt (r)  1-,       0  —  2mf  (r)  j. 


*)  Beer,  Einleitung  in  die  höhere  Optik.  Braunschweig  1853.  —  Briot,  Ma- 
thematische Theorie  des  Lichtes,  übersetzt  von  Rlinkerfues.  Leipzig  1867.  —  Ra- 
<ücke,  Handbuch  der  Optik.  Berlin  1839. 

Klein,  Theorie  der  Elasiicitftt  etc.  17 
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Wir  nehmen  nun  an ,  dass  durch  eine  beliebige  Ursache  die  Aether- 
Moleküle  sehr  wenig  aus  ihrer  Gleichgewichtslage  gebracht  sind  und  dass 
sie  in  Folge  dessen  kleine  Schwingungen  um  diese  ihre  Gleichgewichtslage 
ausfahren.  Nennen  wir  dann  £,  ij ,  £  die  Veränderungen  der  Coordinaten 
eines  Aethermoleküles,  so  werden  die  des  benachbarten  sich  ausdrücken 
lassen  durch  £  +  d%,  ij  +  z/17,  £  +  J£.  Während  vorher  deren  Abstand  r 
war,  so  sei  er  jetzt  r  -f-  z/r,  so  dass  also  ist 

(r  +  Jr?  —  (x'  +  J&  +  (/  +  Jqf  +  (z'  +  JQ>. 
'    Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  demnach  ganz  allgemein : 

Diese  Gleichungen  (1.)  vereinfachen  sich,  da  es  sich  um  kleine  Schwin- 
gungsbewegungen handelt  und  wir  in  Folge  dessen  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung,  d.  h.  die  Potenzen  und  Produkte  der  Verschiebungen  oder  ihrer 
Projectionen  vernachlässigen  können. 

Eine  bequemere  Ausdrucksweise  erhalten  wir,  wenn  wir  von  nun  an 

■  A     oder  -^  mit  dem  einfachen  Functionszeichen  f  bezeichnen,  also 

r  +  Jr  r  * 

f(r) 
setzen  f(r)  statt -^. 
N  r 

In  Folge  der  genannten  Vernachlässigungen  ist 

jv  _  *£±i4±*4,       f  (r  +  jr)  -  f  (r)  +  r  (r)  Jr. 

Durch  Substitution  dieser  Grössen  unter  Benutzung  der  Gleichgewichte- 
bedingungen  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (1.)  in 

^-^mf(rM|+5mr(r)[x^+y^+z^]y, 
^^2mf{r)Jf}+2mP{T)[x'Ji+fJn+ifJ^^,    (2.) 

0—  SmmJS+Smt'WJS+fJrj+z'jQ  j. 

Diesen  Gleichungen  (2.)  wollen  wir  eine  für  das  Folgende  bequemere 
Form  geben.   Man  kann  nämlich  schreiben  nach  dem  Taylor'schen  Satz 

und  der  Exponentialreihe  £  +  ^g  —  £  +  e     **         **  "—  1, 

wenn  man  symbolisch  bezeichnet  durch  (x'^r  +  y'^f+z'Tr)  den  Werth 

\x  ^-r-^y^-r-y  3f+Ixzdxdz  +  2ri3tfi+z  äiv 

und  dem  entsprechend  die  höheren  Potenzen  dieser  Parenthese. 
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Es  ist  dann 

+  xY[e  ^  +  y^+Z^_l]  +  xv[eX^+^+^_l]} 

und  diesem  analog  können  die  beiden  anderen  Gleiohungen  umgeformt 
werden. 

Nach  der  Bemerkung  zu  §  309,  1.  ergiebt  sich,  dass  die  dort  mit 

^-~ —  bezeichnete  Grösse  verschwinden  muss;  setzen  wir  aber  f  (r)  =■«  ;£u* 

d.  h.  nehmen  wir  die  Kraft  zwischen  den  AethertheHchen  umgekehrt  pro* 
portional  der  ■*■■  Potenz  des  Abstände*,  so  ist 

■       2.3.5  -2  i— 8  2.3.5.7  *  ^-s  7    S> 

also 

Es  muss  also,  damit  g'-f-h'  =«  0  wird,  n  —  6  sein.  Da  ferner  nach  den 
dort  gebrauchten  Bezeichnungen  g  +  h  positiv  ist  (cf.  §  373,  4.),  so  muss 
die  Kraft  die  Entfernung  der  TheUchen  vergrössern,  d.  h.  eine  repulsive 
sein.  Die  Molekularwirkung  der  Aethertheilchen  auf  einander  ist  demnach 
eine  repulsive,  die  mit  der  sechsten  Potenz  der  Entfernung  abnimmt. 

Nach  §  309,  2.  muss  nahezu  g.  +  b,  —» 0  sein.    Setzen  wir  nun 

fiW  —  j£i,  «0  ist 
folglich 

»l+k|  — 3-fcV 

Dies  ist  gleich  Null,  wenn  n  —  2  ist  Die  Wirkung  der  ponderabelen  Mo- 
leküle steht  also  im  umgekehrten  Verhältnis*  des  Quadrats  des  Abstandes 
und  wird,  da  wir  aus  anderen  Gründen  annehmen  müssen,  dass  die  Dichtig- 
keit des  Aethers  in  den  ponderablen  Mitteln  grösser  ist  als  im  freien  Aether, 
eine  Anziehung  sein  müssen. 

3«   Integration  der  Gleichungen  für  homogene  Mittel. 

Für  homogene  Mittel  müssen  die  Coefficienten  der  Grössen  J£,  Jj],  J£ 
in  den  Gleichungen  (2.)  constant  nach  allen  Richtungen  dieselben  sein. 
Wir  wollen  daher  den  Gleichungen  (2.)  folgende  einfachere  Form  geben:,, 

17* 
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p-L^  +  R^  +  O^, 
0  — N^  +  Q^  +  P^,, 


(3.) 


wo  ist 


L  — «5m 

f(r)  +  yV(r) 

,    P-=2mi£P(r)t 

M  — 2m 

f(r)  +  t!f(P) 

,    Q-2m^-'f(r), 

N-*2m 

f(r)  +  YP(') 

r 

Es  kommt  nun  darauf  an,  zu  bestimmen  £,  17,  £  als  Functionen  der  Zeit 
und  der  Coordinaten  x,  y,  z  des  schwingenden  Punktes. 

Da  wir  also  lineare  Differentialgleichungen  mit  constanten  Coefficien- 
ten  haben,  so  genügen  denselben  Integrale  von  der  Form 

t        1  AuX.-f- vy  4- wz  —  st 

§  =  Ae  J^  , 

«   ux  +  vy  +  wz  —  st 
5.       n  ux  •+-  vy  +  wz  —  st 

wo  u,  v,  w  und  A,  B,  C,  s  willkürliche  Constanten  sind.  A,  B,  C  sind  pro- 
portional den  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Schwingungsrichtungen  mit 
den  Coordinatenaxen  machen.  Diese  Grössen  sind  §  225,  1.  mitor,  ß,y 
bezeichnet,  Die  Constanten  u,  v,  w,  s  setzen  sich  aus  einem  reellen  und 
einem,  imaginären  Theil  zusammen.  Wenn  dies  besonders  erörtert  werden 
soll,  schreiben  wir  ü  =  U+ui,  v=*=V+&i,  w  =  W-f-n>i,  s  =  S-|-<ri. 
Durch  Substitution  dieser  Integralwerthe  in  (3.)  ergeben  sich  Bedingungs- 
gleichungen für  die  Constanten  A,  B>  C,  s.  Wenn  wir  höhere  Potenzen 
von  x',  y',  tr  als  die  zweite  vernachlässigen,  erhalten  wir  zunächst 

dB  dB  dB 

^~xf8+y'^+zf5l=g(x'u+y/v+zfw)' 

^~x'5i  +  y'^  +  zf|zZM^(x'u  +  y/v  +  z'w)' 

^"X'I  +  y#i  +  zf||=?(xfa  +  yfv  +  Z'w) 
und  dann  durch  Substitution  in  (3.) 


As1 

Bs1 

Cs* 


AL'  +  BR'  +  CQ']  (x'u  +  y*T  +  z'w), 
BM' + CP'  +  AR']  (x'u  +  y'v  +  z'w), 
:CN'  +  AQ' + BF]  (x'u  +  fw  +  z'w), 


(40 


wo  die  L',  M',...  P*,  Q'...  die  obigen  Werthe  von  L,  M,...  P,  Q...  sind, 
wenn  nur  die  eben  geschriebene  Näherung  von  4%,  Jr\ ,  JC,  genommen 
wird. 
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Will  man  aber  höhere  Potenzen  berücksichtigen,  40  kann  man  setzen, 

wenn  symbolisch  bezeichnet  wird  mit  u,  v,  w,  u*,  uv...  die  partiellen  Den* 

3     d     d     31       d* 
virten einer  Function,  also  Rf  ^,  g-,  ^  ^ . . . 

J§=*  (e*'«  +  ^+t'w_  j)fc 

also  dann  symbolisch 

As*f  —  [AL  4- BR  +  CQ]  (ex'°  +  J*+*"  —  l)  |, 

Bs^  —  [BM + CP  +  AR]  (ex'°  +  yfv~+ *'*  —  l)  ij,         (4*) 

Cs*f  —  [CN  + AQ  +  BP]  (exf"  +  yf7+*'^—  l)  f. 

Ans  den  Gleichungen  (4.)  oder  (4*)  können  folgende  abgeleitet  werden, 
die  sich  einfacher  schreiben,  wenn  wir  die  Produkte  der  Grossen  L,  M,  N,  P, 
0,  R  mal  den  letzten  Parenthesen  mit  L, ,  Mt,  N,  etc.  bezeichnen. 

Wir  eüminiren  aus  der  ersten  und  zweiten  C ,  aus  der  zweiten  und 
dritten  A,  so  erhalten  wir  die  Doppelgleichung 
AfP^s'-LJ+Q^J-BfQ^s^-MJ+I^PJ-C^ts^-N^+P.QJ. 

Die  Resultante  der  Gleichungen  (4.)*  wenn  A,  B,  C  die  drei  unbekannten 
cos.  sind,  ist 

gt  —  L,      — Rt        —  Q, 

—  R,      s1— M,      —  Pt 

—  Qf        — P,      s*-N, 

(*  -  Lt)  (s*  -  Mt)  (s»  -  N,)  -  Pt«  (s»  -  L.)  -  0.»  (s*  -  M.) 
_Ri«(8«_Nt)_2P1QlRl  — 0. 
Einer  jeden  Wurzel  s1  dieser  Gleichung  entspricht  ein  System  von 

B      C 

Werthen  der  Verhältnisse  -7-,  t,  so  dass  also  eine  der  Constanten  will- 

A       A 

kürlich  bleibt.   Bezeichnen  wir  dann  mit  s',  s",  s,f/  die  drei  Wurzeln  dieser 
Gleichung,  so  können  wir  schreiben  als  das  Integral  der  Gleichungen : 

j  ^  ^«x+vy+w*  —  *' l_^Aw cnx+vy+w*—  s"t  ,  A„ ,cux+vy+ws — 8"'t 

ij  =  B'eox+vy+wz  "  8'^B"eux+vy+w*~~  *'*+  B'"enx+YJ+wt ~~  ■"'* , 
£  Ä  Cfew+^y+^»— M+Cff  ei«+vy+wi— ^t_^_  CWeuz+vy+wz— t"'t  ^ 

3.  Trennung  des  Imaginären  vom  Reellen.    Ebene  Wellen. 

Nach  2.  ist,  wenn  noch  gesetzt  wird  A  =■*  aea ,  B  =  be   ,  C  =  c  tf , 

t  (Ux  +  Vy  +  Wz  —  St)    (ux  +  *y  +  »z  —  <rt  +  «)i 

§  — ae  e  , 

_     üx  +  Vy  +  Wx-StX 

[cos(nx+t>y+tt>z — at+a)+isin(ux4-t>y+m  —  at+a)] 
und  dem  entsprechend  17,  £. 
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Dasselbe  gilt  von  den  beiden  anderen  geradlinigen  Schwingungen 
die  sich  nach  den  beiden  anderen  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  S.  261 
für  s3  ergeben. 

Hieraus  folgt  der  allgemeine  Satz :  In  einem  symmetrischen  Mittel  sind 
die  drei  beständigen  Schwingungen,  welche  einer  ebenen  Welle  entsprechen, 
nach  den  drei  Hauptaxen  des  Ellipsoides  (8.)  gerichtet,  also  aufeinander 
senkrecht. 

Cftuehy  hat  dieses  Ellipsoid  (8.)*  weil  es  die  Seitlichkeit  der  geradlinigen 
Schwingungen  bestimmt,  Polarisations-Ellipsoid  genannt. 


5«   Näherungsweise  Bestimmung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ebener  Wellen  in  symmetrischen  Mitteln. 

Setzen  wir  die  allgemeinen  Wertbe  für  L,, ...  Pf ...  ein,  indem  wir 
ihnen  nach  der  eingeführten  symbolischen  Bezeichnung  folgende  Form 
geben: 


(  *'5|+y 

f'(r)\e    «* 


IX 


+  Yar+t 


d1 


-X 


P,|-2m 


yV 


-,). 


oder  mit  Beibehaltung  der  symbolischen  Potenzirung 


LIf-2m[f(r)  +  yf'(r) 


P.5— 2»£f(r) 


1 
1 


J&&&L 


+ 


*&+< 


§Ä 


"I  ••« 


1.2 


M 


IUI»     UllgOiaUVU     1   UbVUDl/U      fVlDVUnuiUVUj     VO    Uli    w 

L,^12m[f(r)  +  ^f'(r)](x'|  +  y'|l 


P,l 


Bei  den  symmetrischen  Mitteln  müssen  aber  in  den  Summen  die 
Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  verschwinden,  es  ist  demnach 

Bis  zu  diesem  Grade  der  Annäherung  reduciren  sich  die  Differential- 
gleichungen (2.)  der  Schwingungsbewegungen  auf  partielle  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung,  die  in  Bezug  auf  die  Differentiationen 
nach  x,  y,  z,  t  homogen  sind. 

Dies  ist,  wenn  wir  wieder  wie  in4.  U  =  V  =  W=«*0  setzen, 

ht  —  - 1 2m  [f (r)  +  ^  r (r)J  (x'u  +  ft>  +  z'w)', 
P,  =-  —  1 2m  ^i'  V  (r)  (x'u  +  x'fc  +  z'Xof. 
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4.   Schwingungen  in  ebenen  Wellen  bei  symmetrischen 

Mitteln. 

Wir  setzen  im  Folgerten  die  willkürlichen  Cönstanten  U,  V,  W  gleich 
Null  und  schreiben  zunächst  die  Werthe  Lt , . . .  Pt . . . .  von  2.  in  folgende 
Form: 

L,  —  L  [cos  (ux'  +  fcy'  +  toz')  —  1  +  i  sin  (ux'  +  fcy'  +  toz')], 

Pt  =  p  fcos  (ux'  +  toy'  +  »z1)  —  1  +  i  sin  (itx'  +  toy'  +  tnz')]. 

Da  nun  das  Mittel  symmetrisch  sein  soll,  so  werden  in  den  zu  sumnti- 
renden  Grössen  immer  absolut  gleiche,  aber  relativ  entgegengesetzte  Coeffi- 
cieeten  des  Imaginären  vorkommen  und  es  entsprechen  jedem  reellen^ 

B      -  G 

"Werthe  von  s*  nach  den  Gleichungen  unter  2.  reelle  Werthe  von  j  und  j  • 

Dies  ist  aber  nach  den  in  3.  angenommenen  Werthen  von  A,  B  und  C  nur 
möglich,  wenn  a  —  ß  —  yht,d.h.  nur  wenn  nach  3.  die  Schwingungen 
geradlinig  polarisirt  sind.  In  den  symmetrischen  Mitteln  sind  demnach  die 
beständigen  Schwingungen  geradlinig  polarisirt. 

Die  Richtung  dieser  Schwingungen  finden  wir  folgendennassen,  wenn 
die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  für  ss  reell  und  negativ  sind  und  demnach 
die  a  reell  sind.  Wir  tragen  vom  Coordinatenanfang  aus  der  Schwingung 

parallel  eine  Länge  —  auf  und  bezeichnen  mit  x,  y,  z  die  Coordinaten  des 

so  erhaltenen  Punktes.    Da  nun  für  unseren  Fall  a  =  ß=*y  ist,  so  ist 

£       a        A 

±- «  _ .  =  —  d.  h.  die  £,  ij,  f  sind  proportional  den  cos  der  Winkel, 

welche  die  Schwingungsrichtung  mit  den  Axen  bildet.  Diesen  cos.  sind  aber 
nach  unserer  Construction  die  x,  y,  z  proportional,  sodass  A :  B :  C  =■=  x :  y :  z. 
Mithin  lassen  sich  die  Gleichungen  (4.)  oder  (4*),  wenn  die  Lt , . . .  Pt  • . . 
eingeführt  werden,  durch  folgende  ersetzen : 

—  a*x— 'I^x  +  Rrf  +  t^z, 

-a'y  —  R^  +  M^  +  P.z,  (7.) 

—  o^z  —  QjX  +  ^y  +  N^. 

Werden  diese  Gleichungen  beziehungsweise  mit  x,  y,  z  multiplicirt, 

1 
dann  mit  Rücksicht  darauf,  dass  x*  +  y*  +  z*  «-=  -5  ist,  addirt,  so  erhält 

man  die  Gleichung  eines  Ellipsoides: 

L1x*-t-M1y*  +  Nlz»  +  2P1yz  +  2Q1zx  +  2R1xy  +  l—  0#      (g) 

Weil  die  rechten  Seiten  von  (7.)  sind  die  Hälften  der  partiellen  De- 
rivirten  nach  x,  y,  z  der  Gleichung  (8.),  welche  nach  den  Lehren  der 
analytischen  Geometrie  proportional  den  cos  der  Winkel  sind,  welche  die 
Normale  zum  Ellipsoide  an  dem  Punkte  x,  y,  z  mit  den  Axen  einschliesst, 
und  diese  Werthe  zugleich  den  x,  y,  z  proportional  sind,  so  liegt  der  Punkt 
des  Ellipsoides,  in  dem  es  von  der  Schwingungsrichtung  geschnitten  wird, 
an  einem  Endpunkte  einer  Hauptaxe  desselben. 
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Fortpflanzung  von  dienen  Wellen  geradliniger,  gleichgerichteter  Schwin- 
gungen mit  sehr  kleinen  Amplituden  besteht.  Die  Richtungen,  dieser 
Schwingungen  können  in  einem  gegebenen  symmetrischen  Mittel  und  bei 
bestimmter  Wellenebene  nur  nach  drei  bestimmten  aufeinander  senkrechten 
Richtungen  vor  sich  gehen.  Diese  Richtungen  sind  vorgeschrieben  durch 
die  Hauptaxen  des  Polarisationseüipsoides  (8.),  so  dass  einer  bestimmten 
Wellenebene  drei  verschiedene  Gruppen  von  Osciüationen  sich  zuordnen* 
Einer  jeden  von  ihnen  kommt  eine  Geschwindigkeit  zu,  die  proportional  ist 
dem  reciproken  Werth  der  Halbaxe  von  (8.),  nach  deren  Richtung  die 
Schwingung  stattfindet. 

6.   Fortpflanzung  der  Schwingungen  im  freien  Aether. 

Wir  können  hierbei  ausgehen  voll  den  Gleichungen  der  vorigen  Num- 
mer für  symmetrische  Mittel,  also  ist  mit  Reibehaltung  des  symbolischen 
Ausdrucks:  ~       ; 

'  L,f-i2m[f(r,  +  4V,r,](4«  +  y.|+4^, 

Da  ferner  im  freien  Aether  die  Moleküle  keine  besondere  Anordnung 
haben,  so  kann  angenommen  werden ,  dass  sie  auf  jede  der  Goordinaten- 
ebenen  symmetrisch  vertheilt  sind.  Hiernach  werden  in  den  obigen  Aus- 
drücken und  in  den  entsprechenden  für  M, ,  N, ,  Qn  R,  die  Summen,  welche 
ungerade  Potenzen  der  Projectionen  von  r  enthalten,  verschwinden  und,  da 
die  Vertheilung  der  Moleküle  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinatenaxen  dieselbe 
ist,  muss  sein : 

2mxf2f(r)  =2my'*f(r)  —  2mzfJ  f  (r)  —  i2r"(r),  (1.) 

2mx'4 ZQ  _  2my'4  ^  —  2  mz'4  ^-\  (2.) 

2my,V8^)  =  2mz'*x,,^)  =  2mx,ay,a^).  (3.) 

•  Eine  weitere  Vereinfachung  in  Rezug  auf  die  Werthe  der  zweiten  und 
dritten  Reihe  ergiebt  sich  ferner  aus  dem  Grunde ,  dass  im  freien  Aether, 
wie  in  jedem  isotropen  Mittel,  die  Gleichungen  der  Schwingungsbewegungen 
dieselben  bleiben  müssen,  welches  auch  die  Richtung  der  Coordinaten- 
axen sei. 

Drehen  wir  nun  unser  Coordinatensystem  um  die  zAxe  um  den  Z.^ 
so  wird  nach  6en  allgemeinen  Transformationsformeln,  wenn  die  neuen 
Projectionen  von  r  durch  x,  y  bezeichnet  werden, 

xf  s»  I  cos  #  +  y  sin  #, 
mithin 
x'4«*  x4  cos4*  +  y4  sin4^4-6Xsyasin,#  cos*#  +  4x3y  cos**  sin  * 

+  4XJ»  cos*  sin8*. 
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Darnach  ergiebt  sich  bei  Vernachlässigung  der  Summen  ungerader 

Potenzen  und  unter  Berücksichtigung,  dass  2my* <p (r)—* 2mV q>(r)  ist, 

2mt"q>(T)  —  (cos4*+sin4i»)  2ml49>(r)+6sin*i»C0s'£.2misf q>{t\ 

—  (cos1*+sin**)1^mI>(r)+2sinf^c«8I*[3JiBX,ys9)(r) 

-2mf>(r)]. 
Da  nun  aber  2mx'*<p(r)  —■  J?mi49f(r)  sein  muss,  so  ist 

3  2mx*y»?)(r)  —  ^mi4jp(r) 
oder  auch  für  unseren  Fall 

3  2mx'Y,f'-— 2mxH^. 
J      r  r 

Diese  Gleichung  und  die  entsprechenden  für  die  anderen  Projectionen 
charakterisiren  demnach  ein  isotropes  Mittel,  d.  h,  ein  Mittel  von  der  Art, 
dass  die  Gleichungen  der  Schwingungsbewegung  dieselben  bleiben,  welches 
auch  die  Richtung  der  Axen  sei. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Werlhe  von  (1.)  mit  2  g  und  die  von  (2.)  mit 
6  h,  also  die  von  (3.)  mit  2  h,  so  reduciren  sich  für  ebene  Wellen  die  Grossen 
L,  und  P,  und  dorn  entsprechend  die  M( ,  N,  etc.  auf 

Lt (g  +  hXtf  +  ^  +  to«)  -2hu, 

P,  — —  2hbtt>, 
und  demnach  die  L4,  P,...  der  vorigen  Nummer  auf: 

L,  —  g  +  h(3m*  +  n«  +  p'), 

—  g  +  h(2m*  +  l), 
P,  — 2hnp. 

Die  Gleichungen  (9.)  von  5.  werden  demnach 

c'A  —  A(g  +  h)  +  2hm(Am  +  Bn  +  Cp), 
c'B  — B(g  +  h)  +  2hn  (Am  +  Bn  +  Cp),  (10) 

c*C »« C(g  +  h)  +  2hp  (Am  +  Bn  +  Cp). 
Diese  drei  Gleichungen  geben,  nachdem  sie  beziehungsweise  mit  m, 
d,  p  muhiplicirt  werden, 

[c8  —  (g  +  3h)][Am  +  Bn  +  Cp]  —  0.    (cf.  §  225,  2.) 
Dieser  Relation  kann  auf  zwei  Arten  genügt  werden. 

ABC 

1)  c*  — ■  g  -f-  3  h,  dann  ist  nach  (10.)  —  =  —  =—»,   mithin  ist  die 

m        n        p 

Schwingung  geradlinig  und  zur  Wellenebene  senkrecht,  d.  h.  es  ist  Longi- 
todinalschwingung. 

2)  Am  +  Bn  +  Cp  — 0. 

Diese  Schwingungen  gehen  in  der  Wellenebene  vor  sich,  es  sind  also 
Transversalschwingungen  und  für  diese  ist  dann  nach  (10.)  c*  «=»  g  -f-  h. 
Da  aber  keine  weitere  Gleichung  zwischen  den  A,  B,  C  und  m,  n,  p  ge- 
geben ist,  so  bleibt  die  Richtung  der  Transversalschwingung  im  Allgei- 
meinen  unbestimmt. 

Im  freien  Aether  also  und  damit  überhaupt  (§  225)  in  jedem  isotropen 
Büttel  können  zwei  Arten  von  Schwingungen  sich  fortpflanzen,  nämlieh 
transversale  von  unbestimmter  Form  und  longitudinale. 
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Nehmen  wir  nun  an,  dass  das  Licht  aus  longitudinalen  Schwingungen 
besteht,  so  können  wir  die  Interferenzerscheinungen  erklären,  da  diese  nur 
eine  Bewegung  in  gleicher  oder  in  entgegengesetzter  Richtung  in  den 
beiden  interferirenden  Strahlen  zur  Erklärung  braucht.  Die  Erscheinungen 
der  Polarisation  lassen  sich  aber  nur  erklären  durch  verschiedene  Seitlich- 
keit der  Strahlen.  Man  muss  daher  überhaupt  annehmen,  dass  nur  durch 
transversale  Schwingungen  des  Aethers  Licht  hervorgebracht  wird,  longi- 
tudinale  Schwingungen  in  demselben  also  entweder  gar  nicht  stattfinden 
oder  wenigstens  nicht  als  Licht  empfunden  werden,  so  dass  sie  in  den  op- 
tischen Untersuchungen  vernachlässigt  werden  können. 


Die  Intensität  des  Lichtes.    (§  284.) 

Die  objective  Intensität  des  Lichtes  ist  direct  proportional  dem  Qua- 
drate der  Amplitude  und  der  Lichtmenge  indirect  proportional  dem  Quadrate 
der  Schwingungsdauer. 

Ein  Theil  der  aufgestellten  Behauptung  ist  allgemein  erwiesen  in  §  272. 
Die  objective  Intensität  stimmt  aber  nicht  mit  unserer  Lichtempfindung 
überein  und  auch  die  anderen  Methoden,  welche  wir  anwenden  zur  expe- 
rimentellen Bestimmung  der  Lichtintensität  geben  nicht  vollständigen  Aus- 
schluss. 

Dass  die  Intensität  des  Lichtes  proportional  dem  Quadrat  der  Amplitude 
ist,  ergiebt  sich  auch  wie  folgt  aus  der  Doppelbrechung.    Der  Wechsel  in 
der  Helligkeit  der  beiden  Bilder,  die  man  erhält,  wenn  man  einen  Lichtstrahl 
durch  einen  doppelt  brechenden  Krystaü  gehen  lässt  und  diesen  dreht,  führt 
auf  die  Vermuthung,  dass  die  Intensität  der  ordentlich  gebrochenen  Strahlen 
mit  dem  cos.  und  die  der  ausserordentlich  gebrochenen  mit  dem  sin.  des 
Winkels,  den  die  Polarisationsebene  der  einfallenden  Strahlen  mit  dem 
Hauptschnitt  macht,  sich  ändert.    Damit  man  aber  nicht  genöthigt  ist,  von 
dem  Vorzeichen  dieser  Ausdrücke  abzusehen,  ist  es  wahrscheinlicher,  dass 
die  Intensität  einer  geraden  Potenz  dieser  Functionen  proportional  ist  und 
zwar  am  einfachsten  der  zweiten  Potenz,    (cf.  §  381 ,  2.)    Diese  Voraus- 
setzung würde  darauf  führen ,  dass  die  Summe  der  Intensitäten  der  beiden 
Strahlen  eine  constante,  von  dem  Winkel  unabhängige  Grösse  ist.   Wenn 
wir  nun  von  dem  Verlust  absehen,  der  durch  Absorption  des  Lichtes  im 
Krystall  stattfindet,  so  ist  wirklich  die  Intensität  an  der  Stelle,  wo  beide 
Strahlen  zusammenwirken,  unmerkbar  verschieden  von  der  ohne  KrystalL 
Bezeichnen  wir  demnach  mit  %  den  Winkel,  welchen  die  Polarisationsebene 
des  einfallenden  Lichtes  von  der  Intensität  I  mit  dem  Hauptschnitt  des 
Krystalles  macht,  so  sind  I  coss%  und  I  sin*x  die  Intensitäten  des  ordentlich 
und  des  ausserordentlich  gebrochenen  Lichtes.  Seien  nun  die  Schwingun- 
gen beider  Strahlen  gegeben  durch: 
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st  — rtrin2fffy  ~x)' 

s,—  rt8ia2frfY-  y)- 
Durch  Zusammensetzung  in  eine  Schwingungsebene  erhalten  wir 

S-)/?TiiBin2^(Y-T)^ 
wo  dann  die  Schwingungsrichtung  gegeben  ist  durch 


also  ist 


s«      rt 


rt  r, 


also 


Nach  dem  obigen  Gesetz  ist 

It«Blcos'x,  Ijvlsin'x, 


Das  giebt 


I^tf+rf  l"r?+i8' 


was  die  zu  beweisende  Behauptung  enthalt 

Das  hier  gewonnene  Resultat  l=~rj-+-rj  sagt  weiter,  dass  die  In- 
tensität der  aus  zwei  senkrecht  zu  einander  polarisirten  Schwingungen 
resultirenden  Schwingung  gleich  ist  der  Summe  der  Intensitäten  der  beiden 
componirenden. 

Die  beiden  hier  betrachteten  Schwingungen  s,  und  s,  haben  dieselben 
Schwingungsphasen ,  da  nun  aber  die  Aenderung  der  Phase  auf  die  Licht- 
intensität ohne  Einfluss  ist,  so  wird  dieser  Satz  auch  noch  gelten,  wenn 
diese  Phasen  verschieden  sind.  Da  nach  §  226  das  elliptisch  und  circular- 
polarisirte  Licht  sich  immer  in  zu  einander  senkrecht  polarisirtes  Licht 
zerlegen  lässt,  so  geben  die  componirenden  Schwingungen  die  Intensität  des 
Lichtes.  Dass  die  Art  der  Zerlegung,  wie  man  leicht  durchführen  kann, 
keinen  Unterschied  der  Intensität  giebt,  beweist  auch  die  Richtigkeit  des 
Gesetzes. 

Erregen  zwei  linear  polarisirte  Strahlen  von  gleicher  Amplitude  ein 
Aethertheilchen,  so  setzen  sich  die  Schwingungen,  wenn  die  Schwingungs- 
richtungen  zusammenfallen  in  eine  zusammen,   deren  Intensität  nach 

8226  kt  2r»(l  +  co82^). 

a  a        i 

Diese  Intensität  ist  4  r*  oder  0,  je  nachdem  T  =  0,  1,2,...  oder  T  «■  ~ , 

1  1        ^ 

3.-r-,  5.y ,...  ist.    Für  dazwischen  hegende  Werthe  der  Phasendifferenz 

schwankt  also  die  Intensität  zwischen  0  und  4  r*.    Dasselbe  gilt  für  zwei 
gleiche  elliptisch  oder  circularpolarisirte  Strahlen. 
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Dasselbe  gilt  von  den  beiden  anderen  geradlinigen  Schwingungen, 
die  sich  nach  den  beiden  anderen  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  S.  261 
für  s*  ergeben. 

Hieraus  folgt  der  allgemeine  Satz:  In  einem  symmetrischen  Mittel  sind 
die  drei  beständigen  Schwingungen,  welche  einer  ebenen  Welle  entsprechen, 
nach  den  drei  Hauptaxen  des  Ellipsoides  (8.)  gerichtet ,  also  auf  einander 
senkrecht. 

Cauehy  hat  dieses  Ellipsoid  (8.),  weil  es  die  Seitlichkeit  der  geradlinigen 
Schwingungen  bestimmt,  Polarisations-Ellipsoid  genannt. 

5«   Näherungsweise  Bestimmung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ebener  Wellen  in  symmetrischen  Mitteln. 

Setzen  wir  die  allgemeinen  Wertfre  für  L,, . . .  Pf . . .  ein,  indem  wir 
ihnen  nach  der  eingeführten  symbolischen  Bezeichnung  folgende  Form 
geben ; 


L,|-2n»[f(r)  +  ^-V(r) 

f'(r)Ve  ■* 


+  ?-£  +  * 


5 


-A 


P,|-2m 


yV 


-j 


oder  mit  Beibehaltung  der  symbolischen  Potenzirung 


L,f-2m["f(r)  +  Yf'(r) 


^,9S,^BS.^S 


*'-&+*' 5? 


+z' 


+/S+* 


1 


Ä"r,'.5'r*Ä 


+ 


> — f-~ 


1.2 


fl 


("rS  +  J'3j+-K. 


1  '  1.2 

Bei  den  symmetrischen  Mitteln  müssen  aber  in  den  Summen  die 
Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  verschwinden,  es  ist  demnach 

i..,_.a.£,.„(„g+,$!+,3)". 

Bis  zu  diesem  Grade  der  Annäherung  reduciren  sich  die  Differential* 
gleichungen  (2.)  der  Schwingungsbewegungen  auf  partielle  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung,  die  in  Bezug  auf  die  Differentiationen 
nach  x,  y,  z,  t  homogen  sind. 

Dies  ist,  wenn  wir  wieder  wie  in  4.  U  —  V  mm  W  ■—  0  setzen, 

Lt  — —  ISmrfW  +  yHr^x'it  +  y^  +  rt»)1, 
P,  — —  l2m~f'(r)(x'u  +  x'H^)f- 
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Nach  3.  ist  nun,  wenn  wir  diese  Gleichungen  auf  ebene  Weilen  an« 
wenden, 

c1» 


oder  wenn  wir  S  -«  0,  also  s  —  <ri,  setzen 

,  —  S»  _    ,4**        —9» 

Es  ist  ferner,  wenn  wir  die  Bezeichnungen  von  §  225  einführen 

m—=  — ,  n— ■  -,  p  —  — , 

x  xx 

L1--J2m[f(r)  +  ^-V(r)J(x'in  +  ^n  +  Äfp),x,--Lfx«, 

Pt—  -42»  —  f'(r)(z'm  +  y'n  +  z'p)txi  —  —  P,x*. 

Diese  Werthe  nun  in  die  Gleichung  für  s*  unter  2.  eingesetzt  giebt: 

(tf— IJ(tf  — HXc«  — NJ  — P,»(c»  — LJ  — Qt»(e-  — H) 
-  R,»(c*  -  Nt)  -  2  PtQtR,  —  0. 
Da  diese  Gleichung  unabhängig  von  der  Wellenlänge  ist,  so  erhalten 
wir  folgenden  Satz:  Wenn  die  Differentialgleichungen  der  Schwingungs- 
bewegnngen  auf  homogene  Gleichungen  der  zweiten  Ordnung  zurückgeführt 
werden  können,  so  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  allen  Rich- 
tungen dieselbe,  welches  auch  die  Wellenlänge  sei. 

Mit  den  eben  eingeführten  Bezeichnungen  erhalten  (4*)  die  Form: 

c,A=-L1A  +  R,B  +  Q1C, 

cfB  — M1B+P1C  +  RSA,  (9.) 

c*C  — N,C  +  Q,A  +  PfB. 

Bedenken  wir  dann,  dass  nach  4.  die  Grössen  A,  B,  C  proportional 
den  cos.  der  Winkel  sind,  welche  die  Richtung  der  Vibration  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  macht,  so  leitet  man  daraus  ab 

cta=LJAt  +  M1B,  +  NJCs-f-2PtBC  +  2Q2CA  +  2RsAB. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Elüpsoid  (8.)  in  4.,  wenn  dort  die  Lf ,... 
P,. . .  eingeführt  sind,  so  findet  man,  dass,  da  die  A,  B,  C  nach  3.  sind  die 
cos.  der  Winkel  einer  Hauptaxe  gegen  die  Goordinaten,  der  berechnete 
Werth  c  ist  das  Reciproke  dieser  Hauptaxe.  Es  gilt  also:  Die  Vibrationen, 
welche  einer  und  derselben  ebenen  Welle  entsprechen  und  nach  den  Haupt- 
axen  des  Ellipsoides  (8.)  gerichtet  sind,  besitzen  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten ,  die  im  umgekehrten  Verhältnis  zu  der  Länge  dieser  Axen  stehen. 
Diese  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  sind  unabhängig  von  der 
Wellenlänge,  aber  die  Coefficienten  des  Ellipsoides  ändern  sich  im  Allge- 
meinen mit  der  Richtung  der  ebenen  Welle. 

Die  Resultate  dieser  beiden  letzten  Nummern  zusammengestellt  heissen 
demnach:  Ein  symmetrisches  Mittel  gestattet  eine  Bewegung,  welche  in  der 
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Fig   25. 


zeichne  um  M  mit  dem  Halbmesser  MC  einen  Kreisbogen  und  errichte  in 

D,  x,,  x,  etc.  Senkrechte  auf  MC,  so  sind  die  Stücke  FG,  HR,  deren  Con- 

struction  aus  der  Figur  klar  ist,  die  gesuchten  y19  y2,  wie  man  nach  einer 

einfachen  Ueberlegung  findet. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die 

obige  Formel  von  y  übereinstimmt 

mit  der  allgemeinen  Formel  für 

Kegelspiegel,  deren  Winkel  an  der 

Spitze  =  1 R  ist,  denn  dafür  ist 

ex 

Darnach  findet  man  das  Zerr- 
bild des  Sternes  AßByCdDa  in 
Fig.  25,  indem  man  zunächst  die 
Breite  des  Zerrbildes  nach 

Max.y  = — 

J       — cos  2a 

r  5 

'4T 


sin*a  —  cos*a 


berücksichtigt. 

Für  x  =  0  ist  y  =  0,  also  A,  B,  C,  D  sind  Punkte  des  Zerrbildes. 
Dem  er,  ß,  y,  d  entsprechen  die  Punkte  a',  ß\  /,  6f  und  darnach  der  durch 
dieselben  gelegte  Kreis  dem  Kreis  im  Stern  etc. 

2.    Zerrbild  für  einen  Cylinderspiegel. 

Fig.  2a.  ' 


-^-^  q 


Gegeben  ist  ein  gerader  kreisförmiger  Cylinder,  dessen  Axe  Fig.  26 
AA'  ist.  0  sei  das  beobachtende  Auge.  In  der  erweiterten  Grundebene  des 
Cylinders  ist  ein  Zerrbild  so  zu  zeichnen,  dass  das  Auge  0  in  einer  Vertical- 
ebene  PP,P,'P'  ein  gegebenes  Bild  sieht. 


Reflexion  in  einer  glatten  Fliehe,  (f  290.) 
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SeiR  die  Protection  von  0  auf  der  Grundebene  und  G  ein  leuchtender 
Punkt  in  der  Grundebene,  der  von  0  im  Spiegel  in  der  Richtung  Og  ge- 
sehen werde.  In  G'  werde  der  Strahl  von  der  Cylinderoberfläche  reflectirt. 
G'  kann  nun  als  ein  Punkt  eines  ebenen  Spiegels  gedacht  werden,  welcher 
mit  der  durch  G'  an  den  Cylinder  gelegten  Tangentialebene  zusammenfällt. 
Diese  Tangentialebene  berührt  den  Cylinder  in  CG'  und  schneidet  die  Grund- 
ebene in  einer  Tangente  an  den  Grundkreis  in  C,  d.  i.  CD.  Nach  der  Theorie, 
der  ebenen  Spiegel  ist  dann  GD  —  gD.    Da  auch  klar  ist,  dass  RCg  eine 
Gerade  bildet,  so  folgt  ferner,  dass  Cg  das  Spiegelbild  der  Geraden  CG  ist. 
Ebenso  ist,  wenn  für  einen  Punkt  F  der  Geraden  von  A  durch  R  FE  —  fe 
ist,  f  das  Bild  von  F  und  die  Gerade  Ef  das  Bild  von  EF  ist.  Es  hegen  dem- 
nach die  Bilder  aller  Punkte,  die  zwischen  FECG  sich  befinden,  innerhalb 
fECg. 

Zugleich  ist  hierdurch  klar,  wie 
die  Projektionsebene  des  Bildes  PP,P/P/ 
für  ein  gegebenes  0  bestimmt  werden 
kann.  Man  zeichne  nämlich  von  0 
(Fig.  27)  aus  die  beiden  Tangential- 
ebenen an  den  Cylinder,  so  ist  die 
Ebene  durch  die  beiden  Berührungs- 
linien die  verlangte  Bildebene. 

Für  die  Construction  des  Zerr- 
bildes ist  uns  nun  gegeben  ein  Bild  in 
der  Ebene  PP,P/F,  also  die  Punkte  ...g' 
y,  und  wir  suchen  .die  dazugehörigen 
G.  Ziehen  wir  dann  die  Gerade  Oy,  deren  Verlängerung  die  Grundebene 
in  g  schneidet,  so  wird  es  zunächst  unsere  Aufgabe  sein,  den  Punkt  g  zu 
finden  und  dann  dazu  den  Punkt  G  des  Zerrbildes. 

g  wird  wie  folgt  gefunden.  Sei  yx  die  Protection  von  y  auf  PP,  und 
yy,=  x,  yjg  —  y,  OR  — a,  Ry,  — R  gesetzt,  so  ist  x:y  —  a:y  +  R,  also 

R  x 

y  =  — - — .   Da  nun  zu  jedem  y  die  R  und  x  bekannt  sind ,  so  kann  hier- 
nach y  construirt  werden. 

G  wird  nun,  wie  die  Entwickelung  am  Anfange  zeigt,  gefunden;  An 
den  Schnittpunkt  der  Linie  Rg  mit  dem  Grundkreis,  d.  L  C,  wird  eine  Tan- 
gente an  den  Kreis  gezeichnet,  von  g  eine  Senkrechte  auf  diese  Tangente 
gD  gezogen  und  diese  um  sich  selbst  verlängert,  also  gD  ■—  GD,  so  ist  G  der 
gesuchte  Punkt, 


Klein,  Theorie  der  Elastlcittt  etc. 


IS 
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Allgemeine  Sätze  über  die  Lage  und  Grösse  der  Bilder  bei 

sphärischen  Spiegeln.    (§  293.) 


Fig.  28. 


Alle  Lichtstrahlen,  welche  von 
einem  Punkte  der  Hauptaxe  aus- 
gehen, schneiden  sich  nach  der 
Reflexion  wiederum  in  einem 
Punkte  derselben,  wenn  sie  den- 
selben Winkel  mit  dieser  Linie 
bilden. 

Mit  Hülfe  der  im  Lehrbuch  ein- 
geführten Bezeichnungen  (Fig.  28) 
findet  man 


r  sin  a      rsma 


ic  d  —  r* 

r  sin  a 


ic :  r  ««  sin  ü:  sin  Z.  mio,    sin  Z-  mio  - 

i'c :  r  —  sin  a :  sin  Z.  mi'o,    i'c  *=»  r  —  b -. — -^ — ^. 

sin  Z_  mro 

Nun  ist  Z.  mi'o  — » a  -f-  Z_  mco,   Z*  mio  —  Z.  mco  —  a. 

Aus  (2.)  folgt : 

r  sin  a 


(1.) 
(2.) 


r  — 


sin  (a-f-mco)' 


cos  L.  mco  +  cos  cc  sin  Z.  mco 

Aus  (1.)  ergiebt  sich  durch  Division  mit  sin  cc: 

sin  Z.  mio       .     ,  .  ■• 

— ^i ■»  sin  Z-  mco  cot  a —  cos  Z-  mco  « 

sin  a 

mithin  ,  r 


d  — r' 


r  —  r 


-f-  2  cos  L.  mco 


d  — r 
womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Wenn  nun  Z.  mco  so  klein  ist,  dass  man  angenähert  cos  Z.  mco  =■=  1 

setzen  kann,  giebt  diese  Formel  das  aUgemeine  Gesetz,  dass  aHe  Strahlen 

in  einem  Punkte  zusammentreffen,  die  von  einem  Punkte  ausgegangen 

sind.  Es  ist  dann 


(4  1        \  dr 


Im  Folgenden  soll  diese  Formel  verallgemeinert  werden  für  die  An* 
nähme,  dass  die  reflectirende  Fläche  irgend  eine  Umdrehungsfläche  ist  Es 
ist  klar,  dass  wir  auch  für  diese  Untersuchung  nur  die  Lage  in  einer  durch 
die  Umdrehungsaxe  gelegten  Ebene  zu  berücksichtigen  haben.  In  einer 
solchen  Ebene  sei,  wenn  die  Umdrehungsaxe  mit  der  xAxe  zusammenfällt, 
die  Durchschnittscurve  der  reflectirenden  Fläche  gegeben  durch  y  «==•  f  (x). 
Die  Abscisse  des  gegebenen  Punktes  i  sei  a,  die  des  gesuchten  i'  sei  a'  und 
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o  habe  die  Coordinaten  x,  y.  Die  Gleichungen  des  einfallenden  und  refleo 
tirten  Strahles  sind  dann,  wenn  17,  §  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten: 

für  oi  :  17  —  y  — » A  (f  —  x),  wenn  A  =■  — —  ist, 

für  oi'irj  —  y  —  B(£  —  x),  wenn  B-— ^-j  ist 

x*^~  a 

Es  ist  ferner 

ii'  ■—  a*  —  a  — *  x  —  a  —  y  cot  Z-  oi'm.  (3.) 

Nun  ist 

Z.  oi'm  ■»  Z_  mco  +  a, 
also 

a  — » Z.  oi'm  —  Z.  mco. 
Da  ferner  Z,  oi'm «*  Z.  mio  +  2a  ist,  so  erhalt  man  mit  Hülfe  des 
eben  gefundenen  Werthes  von  a: 

Z_  oi'm  —  L.  mio  +  2  (Z.  oi'm  —  Z-  mco) 
oder 

Z-  oi'm  —  2  Z.  mco  —  Z.  mio, 
aho 

1  +  cot  2  Z_mco  cot  Z.  mio 


cot  oi'm  mm 


cot  Z.  mio  —  cot  2  Z.  mco  " 


1*  *  €%  /  cot*mco  —  1  .     .         1 

Da  nun  cot  2  Zi  mco  —  — s — ,  cot  Z.  mio«—  -r-  und 

2  cot  mco  A 


cot  mco  ■—  —  t-  ™  abgekürzt 

dy  p 


ist,  so  ist  aus  (3.): 

...        ,  1  —  p*  +  2pA 

n'  —  a'  —  a  —  x  —  a  —  y5 ^ — ^r-r 

J2p  — (1— pf)A 

oder  durch  Einsetzung  des  obigen  Werthes  von  A : 

y      aM2(x— a)[px— ap  — y+p«y]  — 2py*  . 

2p(x-a)-(l-p^  •         W 

Dies  für  den  Kreis  angewendet  giebt  folgende  Werthe. 

Wenn  i  der  Coordinatenanfang  ist,  so  ist  die  Kreisgleichung 

y«  +  (x_[d-r])>  —  r* 

und  damit  dy  x  —  (d  —  r) 

^  —  p=~ - . 

dx      r  y 

Nach  einiger  Transformation  erhält  man  dann 

2(d-r)[iM-(d-r)(x-(d-r))] 
r»  +  2(d  — r)[x  — (d  — r)] 
Ist  speciell  in  der  allgemeinen  Formel  A  =  0  oder  a  «■=  00,  d.  h.  ist 
der  eintretende  Strahl  der  Rotationsaxe  parallel,  so  ist 

1—  P' 

a=x-y-2lT- 

Die  Formel  (4.)  lässt  sich  natürlich  auch  für  Planspiegel  anwenden; 
steht  nämlich  die  Ebene  des  Spiegels  senkrecht  zur  Axe,  so  ist  p  »  00,  also 
a'  —  a  =  2 (x  —  a),  d.  L  das  bekannte  Gesetz,  es  ist  a'  unabhängig  yon  y 
und  die  Entfernung  des  Schnittpunktes  der  rückwärts  Terlängerten  reflec- 

18* 
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tirten  Strahlen  mit  der  Axe,  d.  L  der  Senkrechteu  auf  den  Spiegel  vom 
leuchtenden  Punkt,  vom  Spiegel  ist  a'  —  x  =  x  —  a,  also  ist  das  virtuelle 
Bild  ebensoweit  hinter  dem  Spiegel  als  der  leuchtende  Punkt  vor  demselben. 


Bilder  der  Hohlspiegel,  Bremüinie.    (§  294.) 

1.    Sphärische  Abweichung. 

a)  Längenabweichung. 

Fig  M  Fällt  das  Bild  der  reflectirten 

Randstrahlen  nach  i'  (Fig.  29)  und 
das  der  reflectirten  Centralstrahlen 
nach  i",  so  nennt  man  i'i"  die 
Längenabweichung  des  Spie- 
gels, deren  Grösse  berechnet  wer- 
den solL 
Nach  §  293  ist 

mi'«— r/1  — 


+  2  cos  A  mco 


d  — r 

wo  nun  A  mco  den  äussersten  Werth  dieses  Winkels  bezeichnet  und 

dr 


mi" 


2d  — r 


ist,  folglich  erhält  man 
i'i"  =s  mi"  —  mi'  —  r 


2d  — r 


1  — 


+  2  cos  A  mco 


d  — r 

2  r  (d  —  r)*  (1  —  cos  A  mco) 
""  (2d  —  r)  (2  cos  A  mco  (d  —  r)  +  r)* 

b)  Seitenabweichung. 
Verlängert  man  den  reflectirten  Randstrahl  bis  er  die  in  i"  auf  die  Axe 
errichtete  Senkrechte  schneidet,  so  heisst  das  Stück  der  Senkrechten  ai" 
von  der  Axe  bis  zu  diesem  Schnittpunkt  die  Seitenabweichung  des 
Spiegels. 

Es  ist  ai" :  i'i"  =  ob :  i'b,  da  A  ai'i"  <x>  A  oi'b,  also 

i'i".  ob      i'i".  r .  sin  A  mco 


ai" 


i'b  i'b 

i'i".  r  sin  Amco 


mi'  —  r  +  bc 
Wird  nun  der  in  a)  berechnete  Werth  eingesetzt,  so  ergiebt  sich: 

2r(d  —  r)*(l  —  cos  Amco)  sin  Amco 


ai 


\n 


(2d  —  r)(2  [d  —  rj  cos*  Amco  +  r  cos  Amco  +  r— d)" 
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Beide  Ausdrücke  gehen  für  einen  leuchtenden  Punkt,  der  im  Vergleich  zu 
den  Dimensionen  des  Spiegels  sehr  weit  entfernt  ist,  Ober  in 

.,.„       r    1  —  cos  Z.  mco        .„        (1 — cos  Z-mco)  sin  Zjpco 
2  #     cos  L.  mco     '  2cos*Z_mco —  1 

Wenn  Z_  mco  klein  ist,  so  werden  auch  Fi",  ai"  klein,  d.  h.  die  Bilder 
der  einzelnen  Punkte  stellen  sich  ab  sehr  kleine  Kreise,  Abweichungs- 
kreise, dar,  wenn  die  Oeffnung  des  Spiegels  klein  genommen  wird. 

2.   Meridiancurve jler  Rotationsfläche,  welche  die  von 
einem  bestimmten  leuchtenden  Punkt  ausgehenden  Strahlen 

nach  einem  Punkt  reflectirt. 

Das  Problem  dieser  Nummer  heisst  mathematisch  ausgedrückt :  Es  ist 
die  Curve  zu  suchen,  für  welche  der  Werth  von  a'  —  a  §  293  (4.)  constant 
ist  Wir  setzen  diese  Constante  2G  und,  da  unser  Coordinatenanfang  noch 
durch  Nichts  bestimmt  ist,  so  wählen  wir  ihn  so,  dass  a  ■—  —  C  ist 

Die  Differentialgleichung  unserer  Aufgabe  ist  dann  nach  einer  ein- 
fachen Transformation 

P(xf  —  !*-<?)  —  xy(l-p*).  (1.) 

Setzen  wir  darin  py  —  xz,  wo  z  eine  neue  Veränderliche  ist,  so  erhält 

man  nach  Multiplication  mit  y : 

xz(xa  —  f  —  C1)  —  xy1  —  x»zt 

und  daraus 

.       zxa  —  C»z  +  zax»         t      pa     z 

y  — 71— - —  —  zx*  —  ca  4-1— , 

2ydy  —  2xzdx  +  xtdz  —  ffd  — — . 

1  "j"  z 

Da  ferner  y dy  —  py dx  — =  xzdx  ist,  so  erhält  man 

Dieser  Gleichung  ist  genügt  durch  Nullsetzung  der  Factoren. 
Der  zweite  Factor  dz  ■—  0  giebt  z  ■—  d  Daraus  ist  dann 

y     dy  y 

r  x       dx    x 

oder 

^=-c-. 

dx  y " 

Deren  Integral  ist  y*  =  c  (x*  —  A),  also  ist  die  verlangte  Curve  ein  Kegel- 
schnitt. 

Q 

Der  erste  Factor  giebt  x  =      .      oder  x  +  py  ■—  C.    Dieser  Werth 

aber  ist  mit  der  Gleichung  (1.)  unvereinbar;  denn  setzt  man  den  hier  ge- 
folgerten Werth  von  p  in  (1.)  ein,  so  erhält  man 

y»  +  (X_C)'  —  0, 

was  unmöglich  ist. 


278  DL  Optik. 


3.   Katakaustik. 

Die  Ausdrücke  für  die  Katakaustik  ergeben  sich  als  ein  specieDer  Fall 
der  Gleichung  der  Diakaustik.  Wir  müsssn  nämlich  in  den  Formeln  der 
Diakaustik  §  306  überall  setzen  n  =  —  n'.  Dadurch  erhalten  wir  die  fol- 
genden Gleichungen: 

rj  —  y  =  a(§  —  x),         ,j_y  =  a(£  —  x), 
für  die  einfallenden  und  zurückgeworfenen  Strahlen,  wenn  die  er  und  a 
durch  folgende  Gleichung  zusammenhängen : 

1  +  adx  1+*dx 


j/l+af==S      l/l+aa# 
Diese  Gleichungen  mögen  auf  einige  Beispiele  angewendet  werden. 

a)  Parallele  Strahlen  sollen  von  einem  Kreisspiegel  reflectirt  werden. 
Wenn  wir  dann  in  der  diesem  Beispiele  entsprechenden  Erörterung 

der  Diakaustik  (§  306,  2.)  setzen  n'  =  —  n,  so  erhalten  wir  nach  einiger 
Umformung 

(rJ  _  ,*)f  {  2 1  -  (rJ  -  ,t>  (rt  +  2  r,i)  }-  0. 

Der  erste  Factor  dieser  Gleichung  giebt  zwei  der  Abscissenaxe  parallele 
Gerade  rjt  =  r  und  *?,  =  —  r.  Der  zweite  Factor  heisst  rational  gemacht: 

27^^  =  4.(^  +  41*  —  r8)". 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Epicykloide.  Der  Grundkreis  dieser  Epi- 
cykloide  ist  dem  zurückstrahlenden  concentrisch;  der  Radius  des  ersteren 
ist  der  Hälfte,  der  Radius  des  rollenden  Kreises  aber  dem  vierten  Theil  des 
Radius  dieses  zurückwerfenden  Kreises  gleich. 

b)  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehen,  mögen  von  der  coneaven 
Seite  eines  Kreisspiegels  reflectirt  werden. 

Durch  Uebertragung  der  entsprechenden  Aufgabe  von  §  306,  2.  er- 

halten  wir,  wenn  wir  schreiben  abgekürzt  b  =  — : 

y 

(1  —  ab)*  _(1—  ab)» 

1  +  a*   "-"    l+o2 
oder 

(a  — a){(a  +  a)  +  2b(l  — aa)  — b*(a  +  a)}  =  0. 

Da  nun  a  —  a  nicht  gleich  Null  sein  kann,  so  muss  der  andere  Factor 
gleich  Null  gesetzt  die  gesuchte  Brennlinie  geben.  Dieser  giebt 

q  +  a  ' b+a 

1—  ab-  ab  —  1" 
Werden  nun  die  Werthe  für  a,  a...  eingesetzt,  so  erhält  man 

qy  +  gx  —  (x*+y»)  =  ex  —  (x*  +  y*) 

y§  —  «?  —  ey 

Setzen  wir  dann  x  =  r  cos  <p,  y  =  r  sin  g>,  so  giebt  diess 
t]  (e  cos  2  q>  +  r  cos  q>)  —  §  (e  sin  2  q>  —  r  sin  q>)  +  er  sin  q>  «*  0. 
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Differenrirt  man  diese  Gleichung  nach  t,  so  erholt  man 
i;(2esin  2q>  +  r  sin  qp)-f-£(2ecos2p —  r  cos  <p)  — er  cos  g>  — 0. 

Zwischen  diesen  letzleren  beiden  Gleichungen  wflre  nun  (p  zu  elimi- 
niren,  um  die  Gleichung  der  einbauenden  Gurre,  d.  L  der  Katakaustik  zu 
finden. 

Eine  Vereinfachung  tritt  ein ,  wenn  der  strahlende  Punkt  auf  der  Pe- 
ripherie des  reflectirenden  Kreises  liegt   Dann  ist  e  •»  r  und  wir  können 
aus  den  beiden  Gleichungen  nach  einiger  Transformation  ableiten 
£«Kircos9>  +  ircos2qp,         ly-Kir  sin  p-f-ir  sin  2g>. 

Nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  bedeutet  dies  eine  Eni- 
cykloide,  in  der  der  Radius  des  rollenden  Kreises  der  dritte  Theil  des  festen 
Kreises  ist,  also  eine  Cardioide. 


Begriff  und  Gesetze  der  Brechung.   (§  298.) 

1.   Andere  Form  des  Brechungsgesetzes.*) 

Wir  nennen  die  Summe  der  Producte  der  Wege  eines  Lichtstrahles  in 
den  verschiedenen  Mitteln  mit  dem  absoluten  Brechungsexponenten  des 
betreffenden  Mittels  die  optische  Länge  des  Strahles.  Seien  also  1,,  1,, 
1,,....  lm  die  Weglängen  desselben  im  1"°,  2"°,  3"°,....  mlen  Mittel  und 
nt,  n,,  n3, . . . .  nm  die  entsprechenden  absoluten  Brechungsexponenten  der- 
selben, so  ist  die  optische  Länge: 

\f)  —  n,l,  +  n,l,  -f-  nsl,+....  unla. 

Diese  Grösse  ist  proportional  der  Zeit  (t),  welche  das  Licht  braucht, 
um  den  Weg  zurückzulegen,  und  gleich  dem  Weg,  den  das  Licht  im  leeren 
Raum  in  dieser  Zeit  zurücklegen  würde.  Dies  ergiebt  sich  wie  folgt. 

Seien  c,,  cs,  c,,....  cra  die  Lichtfortpflanzungsgeschwindigkeiten  in 
den  betreffenden  Mitteln  und  c0  die  im  leeren  Raum,  so  ist  nach  der  Defini- 
tion des  absoluten  Brechungsexponenten  • 

C0  CÄ  C0  C0 

n,  — —,     n,—  —,     n,—  — ,..  .  nB  —  — , 

Cj  \j%  Oa  L>m 

also 

Da  nun  die  Parenthese  gleich  ist  der  oben  genannten  Zeit  t,  so  wird 

womit  obige  Behauptung  bewiesen  ist 

Der  definirte  Begriff  der  optischen  Länge  kann  auch  benutzt  werden, 
wenn  man  den  Strahl  im  letzten  Mittel  rückwärts  verlängert  denkt  bis  über 
die  Grenze  des  Mittels  hinaus,  etwa  bis  zu  einem  Punkte  hin,  wo  ein 


*)  Helmholtz,  Handbuch  der  physiologischen  Optik.  Leipzig.  S.  238. 


280  OL  Optik. 

potentielles  Bild  des  leuchtenden  Punktes  sich  befindet,  dann  aber  muss 
man  die  Entfernung  vom  Eintritt  des  Strahles  in  das  letzte  Mittel  bis  zu 
dem  potentiellen  Bude  gemessen  negativ  nehmen. 

Mit  Hülfe  dieser  Definition  lässt  sich  das  Brechungsgesetz  wie  folgt 
ausdrücken : 

.  Die  optische  Länge  des  Strahles  zwischen  einem  ihm  angehörigen 
Punkte  im  ersten  und  einem  im  zweiten  Mittel  ist  ein  Grenzwerth  (Max. 
oder  Min.). 

Die  Uebereinstimmung  dieses  Satzes  mit  dem  Gesetze  von  Snellius  er- 
giebt  sich  folgendermassen.  Die  Grenze  der  beiden  Mittel  sei  eine  beliebig 
gestaltete  Fläche  von  continuirlicher  Krümmung.  Wir  beziehen  dieselbe 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  so  dass  dieselbe  gegeben  ist 
durch  z  —  f  (x,  y). 

Wenn  nun  x,,  yt,  z,  (x2,  y2,  z2)  die  Coordinaten  eines  Punktes  des 
Strahles  im  ersten  (zweiten)  Mittel  und  x,  y,  z  die  des  Einfallspunktes  sind, 
so  ist 
V*~ n^  +  n,!,, 

=n,  ^(x-x)H-(y-y)MKz-z)^ 
Zur  Bestimmung  des  Grenzwerthes  von  xp  hat  man  dann  folgenden 
Gleichungen  zu  genügen : 

Die  Ausführung  der  hier  angegebenen  Differenziationen  ergiebt  die 
Gleichungen: 

(x  —  xj+iz— Z,)^          (x  — x,)+(z— z,)-^ 
0  —  n, j- f-n, ^ , 

(y— yt)+(z— z,)t57       (y— y,)+(*— *J-£ 

0_n, j- 21+n, j- ^. 

Zur  Vereinfachung  dieser  beiden  Bedingungen,  welche  das  Brechung*- 
gesetz  enthalten  sollen ,  nehmen  wir  als  Coordinatenanfang  den  Einfalk- 
punkt und  als  die  zAxe  das  Einfallsloth.   Dann  ist  also 

x-y-z-0,  |^  =  0,    |^-  =  0,  l^x'+tf+z«,  l^x^** 

Die  zu  erfüllenden  zwei  Gleichungen  bekommen  damit  die  einfache  Form 

0  =  Dl^  +  n2^,         o-n^+n,^.  (a.) 

Wenn  wir  Polarcoordinaten  einführen,  also 

x,  =  1}  sin  a,  cos  #, ,  xi  =  ^  sin  at  cos  #£, 

y,  «s  lj  sin  ai  sin  #t,  y2  «=  14  sin  at  sin  #t, 

z,  =  \  cos  a, ,  zt  =  la  cos  a% 

setzen,  so  gehen  die  Gleichungen  (a.)  über  in 

n^in^cos^ss — n2sina9cos#2?  njSinajSin^™ — nssina*sin£t.  (ß*) 
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Werden  diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  so  geben  sie 

nj  sin 'er,  «=  n\  sin*  er,  oder  nt  sin  er,  =  n,  sin  as .         (y.) 
Es  kann  hier  nur  das  positive  Zeichen  gelten,  da  crt  zwischen  0°  und  90°, 
c,  zwischen  90°  und  180°  liegen  muss. 

Wenn  dies  in  (/?.)  eingesetzt  wird,  so  erhält  man 

cos  &x  «=  —  cos  &t ,        sin  &t  — ■  —  sin  £ , , 

8,80  #,  —  ^  +  180°.  (<J.) 

Diese  Gleichungen  (<J.)  und  (y.)  sind  eben  die  des  Brechungsgesetzes 
von  Snellius,  denn  &t  und  &t  sind  die  Winkel  der  Einfallsebene  und  der 
Brechungsebene  mit  der  xz Ebene.  Da  deren  Differenz  180°  ist,  so  fallen 
dieselben  in  eine  zusammen.  at  und  at  sind  die  Einfalls-  und  Brechungs- 
winkel. 

Diese  Form  des  Brechungsgesetzes  sagt  zugleich,  dass  das  Licht  den 
Weg  von  einem  Punkt  zu  einem  andern  in  der  kleinsten  Zeit  zurücklegt, 
denn  nach  S.  279  ist  eben  1// «  c0t  und  es  bestimmen  also  die  Grenzwerthe 
von  ty  ein  Min.  von  t,  da  hier  von  einem  Max.  nicht  die  Rede  sein  kann. 
So  ist  das  Gesetz  zuerst  von  Fermat  gegeben  worden. 

Dasselbe  Beweisverfahren  kann  auch  in  der  Katoptrik  angewendet  wer- 
den, um  zu  zeigen,  dass  der  allgemeine  Ausdruck  auch  für  das  Reflexions- 
gesetz passt 

Dieser  Satz  lässt  sich  endlich  auch  für  mehrere  brechende  Mittel  er- 
weitern und  lautet  dann :  Wenn  ein  Lichtstrahl  durch  eine  beliebige  Anzahl 
Ton  brechenden  Mitteln  hindurchgegangen  ist,  welche  durch  Flächen  von 
continuirhcher  Krümmung  begrenzt  sind,  so  ist  sein  Weg  durch  die  Bedin- 
gung bestimmt,  dass  die  optische  Länge  des  Strahles  zwischen  einem  seiner 
Punkte  im  ersten  und  einem  im  letzten  Mittel  ein  Grenzwerth  (Max.  oder 
Min.)  ist. 

Sei  xp  die  optische  Länge  des  Strahles,  seien  die  Gleichungen  der 
aufeinander  folgenden  brechenden  Flächen  zt  — =  f,  (x,  yj,  zt «  ft  (xs  y t), . . . 
zm  =  fm  (im  yB)  und  mögen  alle  diese  Coordinatensysteme  so  gelegt  sein, 
dass  ihre  z  Axen  mit  dem  Einfallsloth  zusammenfallen,  so  sind  die  Bedingun- 
gen des  Grenzwerthes : 

"ST        '  ^h         ' 

#Xm         '  öym 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  nach  dem  obigen  identisch  mit  der  Be- 
dingung, dass  der  Strahl  an  der  ersten  Fläche  nach  dem  bekannten  Bre- 
Vhungsgesetze  gebrochen  werde;  die  zweite  sagt  dasselbe  für  die  zweite 
Fläche,  die  mu  für  die  mt0.  Also  ist  der  Weg  des  Strahles  durch  die  aufge- 
stellte Bedingung  genau  ebenso  bestimmt,  wie  durch  das  Brechungsgesetz. 
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2.    Homocentrische  Lichtstrahlen. 

Wenn  Lichtstrahlen,  welche  von  einem  Punkte  ausgehen,  d.  h.  homo- 
centrische Strahlen  durch  beliebig  viele  Flächen  von  continuirlicher  Krüm- 
mung gebrochen  werden,  so  stehen  sie  nach  der  letzten  Brechung  senkrecht 
auf  jeder  krummen  Fläche,  für  deren  sämmtliche  Punkte  die  optische  Länge 
einen  constanten  Werth  hat. 

Bedenkt  man,  dass  gleiche  optische  Längen  in  gleichen  Zeiten  zurück- 
gelegt werden ,  so  kann  dann  eine  jede  oben  bezeichnete  Fläche  als  eine 
Wellenfläche  betrachtet  werden,  d.  h.  als  eine  solche  Fläche,  welche  durch 
alle  diejenigen  Punkte  geht,  in  denen  die  gleiche  Phase  der  Aetherschwin- 
gung  stattfindet. 

Die  brechenden  Flächen  sind  gegeben  wie  unter  1.  durch  die  Gleichun- 
gen zl  =  fl(x1y1),  z2  =  f2(x2ya),...  Zm  — fm(xmym)  und  die  letzte  Fläche, 
für  die  tp  constant  =  C  sein  soll,  werde  bezogen  auf  das  Coordinatensystem 
der  letzten  brechenden  Fläche  und  heisse  dann  £  =*  <p  (£,  rj).  Die  Coordi- 
naten  eines  der  Strahlen  seien  in  den  aufeinander  folgenden  brechenden 
Flächen  x,,  yt;  x2,  y2; . . .  xm,  ym;  £,  i?. 

Betrachten  wir  nun  einen  zweiten  Strahl,  der  dem  ersten  sehr  nahe 
ist,  und  bezeichnen  die  Coordinaten  der  Punkte,  in  denen  dieser  die  auf- 
einanderfolgenden Flächen  trifft,  mit 

xt+^n  yi  +  ^i^t  +  ^i»  Y2  +  JYi*>~~  Xm  +  ^/xm,  ym+^ym; 

Wenn  die  optische  Länge  des  ersten  Strahles  ip  ist,  so  werde  die  des 
benachbarten  mit  xp  +  Jxp  bezeichnet.   Es  ist  dann 

¥,+^_v,+|s^,+^,+...+|£a.+(!!+|£.d^ 

Da  nun  die  Fläche  £=(p(£,r])  so  sein  soll,  dass  die  optischen  Längen 
bis  zu  ihr  einander  gleich  und  zwar  gleich  der  Constanten  C  sein  sollen,  so 
muss  sein  J\p  =  0, 

da  ferner  nach  dem  Brechungsgesetz  aus  1.: 

dip dtp dip  dip dij^ dip       ft 

öx,       dx,  dxm      öy,       dy2  öym 

ist,  so  muss 

sein.   Da  nun  d%  und  Jr\  von  einander  unabhängig  sind,  so  kann  dieser 
Gleichung  allgemein  nur  genügt  werden  durch  ' 

Bxp     Bip  3£  dtp     dtp  d£_ 
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Es  ist  aber  nach  der  vorigen  Nummer  tp=-n,l,  +0|I*  +...nBlB, 
wo  nur  ln  abhängig  ist  von  |,  rj,  f.  Also  ist 

^  —  n     5,»_n     $  — X» 

~s§  "■  "öi   n"~ir~' 

dij  dij  lm 

^  — nm-^  — n0l-I— . 
Damit  gehen  die  Gleichungen  (er.)  Ober  in : 

(£-*«)  +  (£-*«)  ||  —  0, 
(i?-y«)  +  (?-*»)|^  —  o. 

Diese  Gleichungen  sagen  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie, 
dass  J,  17,  f  der  Fusspunkt  einer  von  x« ,  ym ,  zn  auf  die  Fläche  £  -*■>  qp  (£,  17) 
gefeilten  Normale  ist;  diese  Fläche  aber  ist  bestimmt  durch  \p  —  C. 


(«*) 


Brechung  dea  Lichtes  durch  Prionen.   (§  300.) 

1..  Brechung  mit  Hülfe  des  in  §  298  erörterten 

Brechungsgesetzes.*) 

Wir  beziehen  unsere  Untersuchung  auf  zwei  Coordinatensysteme  mit 
gemeinschaftlichem  Anfangspunkt,  bei  denen  je  eine  Coordinatenebene  mit 
einer  brechenden  Flüche  des  Prismas  zusammenfällt  und  je  eine  Axe  auf 
der  brechenden  Kante  liegt.  Die  erste  brechende  Ebene  sei  die  yz  Ebene, 
die  zweite  die  i?£Ebene  und  die  brechende  Kante  die  z-  und  f  Axe.  Ein 
Lichtstrahl  geht  aus  von  dem  Punkte  a,  b,  c,  treffe  das  Prisma  in  einem 
Punkte  0,  y,  z,  verlasse  dasselbe  im  Punkte  0, 17,  £,  und  av  ß,  y  sei  ein  Punkt 
des  abgelenkten  Lichtstrahles.  Es  seien  ferner  mit  1^  ln  1,  die  Längen  des 
Strahles  vor  dem  Prisma,  im  Prisma  und  ausserhalb  des  Prismas,  mit  <p  der 
brechende  Winkel  Ond  mit  n  der  Brechungsexponent  des  Materials  des 
Prismas  bezeichnet.  Danp  ist,  wenn  unter  xp  die  optische  Länge  ver- 
standen  wini:      ^..^  +  fr  __ y, +  (< _. g, 

I,  =  Vf  —  2yi?cos  y  +  q'-Hz  -Tgft  (a.) 

*  — l  +  n^  +  l,. 
Die  allgemeinen  Transformationsformeln  der  analytischen  Geometrie 

6  g  =  —  x  cos  9)  —  y  sin  q>, 

i)  s=  —  x  sin  <p  —  y  cos  tp,  (ß.) 


*)  Helmholtz,  a.  a.  0.  S.  249. 
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Nach  $  298, 1.  muss  gelten : 

°— 37 — ir+n — i; — 

Ju_^...H- />   ■   _»?  — ycosy 


aV-..v—p  ■  -*?  — y 

cty       z  —  c,       z  —  £ 
0       &~     12     +        li     ' 


Co 


2.   Minimalablenkung. 

Zur  Bestimmung  des  cos  des  Winkels  co,  den  der  eintretende  Strahl 
mit  dem  austretenden  macht,  müssen  wir  die  cos.  der  Winkel  dieser  Rich- 
tungen mit  den  Coordinatenaxen  bestimmen. 

Dieser  Winkel  (o  ist  der  Nebenwinkel  von  A,  wir  müssen  deshalb  für 
die  Minimalablenkung  die  Bedingungen  suchen ,  unter  denen  w  ein  Max. 
wird. 

Der  eintretende  Strahl  bildet  mit  den  x,  y,  z  Axen  Winkel,  deren  cos. 

sind  beziehungsweise 

a  b  —  y         c  —  z 

mit  den  Axen  der  £,  17,  £  aber  nach  den  oben  citirten  Transformations- 
formeln: 

a  cos  cp  +  (b  —  y)  sin  tp      (b  —  y)  cos  cp  —  a  sin  cp      c  —  f 

1; '   " f •   TT' 

Mit  diesen  Axen  bildet  der  austretende  Strahl  Winkel,  deren  cos.  sind 

*.      ß— v      r— C 

Dann  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 


[acos 


cos o) -rr      -        y+(b— y)siny]   a       [(b— y)cosy— asiny]  (ß—  rj) 

io  lj  1q  1j 

(c-z)(y-Q 

Es  ist  nun  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  mit  Berück- 
sichtigung von  (a.)  und  (y.)  dieser  Werth  zu  einem  Min.  und  damit  w  zu 
einem  Max.  wird. 

Wenn  in  (a.)  die  Werthe  aus  (y.)  eingesetzt  werden,  um  a  zu  elimini- 
ren,  erhält  man 

oder 


i-yrr. 


,  (y  —  i?  cos  q>¥  +  (z  —  £)' 


1.» 


cos 
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oder  mit  Berücksichtigung  des  Werthes  von  1,*  aus  (er.) : 

Ganz  ebenso  findet  man,  um  a  etiminiren  cn  können, 

a       |/~       _t{t)  —  y  cos ?)* -f-(»  —  ffi 

-(/^^-(n'-i). 

Beide  Wurzeln  müssen  reell  sein,  denn  wäre  die  Grosse  unter  dem 
Wurzelzeichen  negativ,  so  müsste  an  jeder  der  betreffenden  Flächen,  wie 
man  durch  eine  einfache  Rechnung  folgern  kann,  totale  Reflexion  stattfinden. 

Für  die  Quotienten  — r— =- ,  — s — ,  p  .     * ,  ■-= — -  nehmen  wir  aus  (y.) 

■o  lo  lf  lf 

die  betreffenden  Ausdrücke  n  LZlS 2,  n  -Zlz^  n  7      * 2^  n  ^~   . 

*i  *i  *i  *i 

Durch  Einsetzung  dieser  Grössen  erhält  man  endlich  cos  a>  als  Function 

Ton  y,  17,  z,  f  und  zwar  nach  einer  einfachen  Transformation ,  indem  man 

(z— £)*  durch  (a.)  eliminirt  und  setzt  (z — £)*■—  l,1 — y*-f-2yiy  cos  <p — ijf, 

,  .     ,  sin*a> ,  .  ~ 

ai ■—  —  n"+  n*    ./  (y1  —  ytj  cos  9)  +  ij1) 

—  n  — p£  (y  —  1?  cos  9)  J/V  y*  sin1 50  —  (nf— 1)  l,1 

—  n  — -rf-  (q  —  y  cos  q>)  y  n*iyf  sin1^ — (n1 —  1)  ltf 

—  ^  l/n*y*8in»y— (n*— 1)1,*  J/ny  sin  V (n*— 1)1,*. 

Wenn  wir  nun  cos  ai  zu  einem  Min.  machen  wollen,  so  können  wir  y 
und  x  constant  setzen ,  also  cos  to  als  Function  von  rj  und  f  betrachten. 
Es  muss  demnach  gesetzt  werden 

d  cos  co      A        ,   5  cos  co      A 

"TT"0       "^ — 

Da  nun  f  in  dem  Ausdruck  von  cos  to  nur  in  1,  vorkommt,  so  ist 
d  cos  (o      d  cos  co  dl^      d  cos  w  ,r        \       n 

Dieser  Gleichung  wird  genügt  durch  f—z,  wenn  nicht  gleichzeitig 
-3-j-j—  =  öo  wird,  dadurch,  dass  ein  darin  vorkommender  Nenner  den 

Werth  Null  erhält  In  den  Nenner  von     *  .^    kann  aber  nur  vorkommen 

erstens  1,  und  zweitens  eine  der  in  cos  (o  enthaltenen  Quadratwurzeln. 
1,  kann  nicht  —=  0  werden,  so  lange,  wie  es  hier  angenommen  ist,  y  und  rj 
nicht  verschwinden ,  wenn  ihr  Werth  auch  sehr  klein  werden  kann.  Von 
den  Wurzeln  kann  auch  keine  verschwinden,  denn  sonst  wären  wir,  wie 
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oben  schon  angegeben  ist,  an  der  Grenze  der  totalen  Reflexion,  was  nicht 
vorausgesetzt  wird. 

Die  erste  Bedingung  für  ein  Min.  cos  cd  ist  also  f  =  z  und  dann  nach 
(y.)  £  =  y  und  zasc,  d.  b.  der  eintretende  und  gebrochene  Strahl  liegen 
in  einer  Ebene  senkrecht  zur  z  Axe  oder  zur  brechenden  Kante. 

Wenn  wir  ferner  statt  der  Ordinaten  r\  und  y  deren  Verhältniss  q  =  — 

bestimmen  wollen  und  bedenken,  dass  der  Ausdruck  von  cos  w  gegen  t] 
und  y  symmetrisch  ist,  so  ist  cos  w  derselbe  Werth,  wenn  wir  überall 

schreiben  rj  =■=  qy  oder  y  =  —  ??,  das  eine  Mal  ist  aber  cos  w  eine  Funo- 

l 
tion  von  q,  das  andere  Mal  dieselbe  Function  von  — ,  d.  h.  es  ist 

q 


COS  Ol 


mithin  ist 


9>(q)  — y(— ), 


das  ist 


und  letzteres 


d cos  oi       c?y(q)  dq         ™  \q/      g 
<ty     ""    3q    5^*   d(—\     ^  ' 

d cos co      flft(q)  1_  ^  \qj  y 

Ö1J     ~    dq     y""-    ^/JA   ^ 

_        fy(q)    1 


•G) ,q" 

Da  nun  für  q  — » 1  oder  y  ««  r\ 

Mi  _  Mili 

"*" y     Kl) ' 

ist,  so  wird  jedenfalls  dieser  Gleichung  genügt,  wenn 

ist,  dann  aber  ist  auch 

ö  cos  w      n 

Die  zweite  Bedingung  für  Min.  cos  (o  ist  demnach  y  =*  17,  wodurch  nun 
bewiesen  ist,  dass  cos  w  und  damit  io  einen  Grenzwerth  erhält,  wenn  der 
Lichtstrahl  symmetrisch  durch  das  Prisma  geht 
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Dass  der  hier  gefundene  Grenzwerth  für  a»  ein  Max.  ist,  kann  man 
durch  Untersuchung  des  zweiten  Differentialquotienten  finden  oder  ein« 
facher  durch  Ausführung  eines  Beispieles.  Man  setze  z.  B.  q>  — =  90°  und 
dann  ij  —  yr,  wo  r  <  1  ist. 


3.    Subjectives  Bild  eines  schmalen  Gegenstandes. 

Nehmen  wir  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  in  den  vorigen 
Nummern  der  Einfachheit  wegen  den  Coordinatenanfang  so,  dass  c  —  0  ist, 
und  bezeichnen  mit  x',  y',  z*  die  laufenden  Coordinaten  der  einfallenden 
Strahlen,  welche  von  dem  Punkte  a,  b,  0  ausgehen,  so  sind  deren  Glei- 
chungen : 

#     *      y  —  b  #        #  a    « 

y'  —  b  — =  - z',        x'  —  a  — = z'. 

J  z  — z 

Die  gebrochenen  Strahlen  mögen  auf  dasselbe  Coordinatensystem  be- 
zogen werden  und  x',  y',  z'  seien  deren  laufende  Coordinaten.  Da  dieselben 
durch  den  Punkt  gehen,  dessen  Coordinaten  0,  y,  z  sind,  so  erhalten  deren 
Gleichungen  die  Form: 

y*-y  —  a(z'-z);        x'  —  /tf(z'-z). 

Ferner  ist  hier 
y-ai+fb  — yy+i\    l|»_x'«  +  (y'-y)»+(z'-z)«,    V— \+*\* 

Die  Gleichungen  des  Brechungsgesetzes  sind 

Diese  letzteren  beiden  Gleichungen  sind  hinreichend  zur  Bestimmung 
von  a  und  /?.  Sie  geben  nach  Einsetzung  der  Werthe  von  \  und  lt: 

z 1 

l/a'  +  (b-y)*+z'~V/<'+«;l+l' 
y  —  b a 

Daraus  findet  man 

a^y-b  _ |/n'a»  +  (n* -  1)  [(1  -  jf  +7] 

™     z     '         ^™  z 

Bezeichnen  wir  nun  durch  <p  den  Neigungswinkel  der  gebrochenen 
Strahlen  gegen  die  yz  Ebene,  so  ist 

a  y  —  b 

sm  q>  =    .  = » —        J  . 

ya>+(P+  1  n|/a»+(b— y)»+z» 
Dieser  Werth  und  damit  auch  q>  wird,  wenn  a,  b,  y  unverändert  bleiben, 
um  so  kleiner,  je  grösser  z  ist,  es  wird  also  die  Fläche  der  austretenden 
Strahlen  die  Brechungsfläche  in  einer  Geraden  schneiden  und  ihre  concave 
Seite  gegen  die  yz  Ebene  zukehren.  Denken  wir  uns  nun  umgekehrt  statt 
der  gebrochenen  Strahlen  und  der  einfallenden  die  einfallenden  und  ge- 
brochenen und  statt  des  leuchtenden  Punktes  ein  Auge,  so  wird  dieses  die 
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Strahlen,  welche  die  gekrümmte  Oberfläche  bilden,  sehen,  als  ob  sie  von 

einer  Geraden  ausgegangen  wären.    Man  sieht  also  als  eine  gerade  Linie 

Fig  3^  cd  (Fig.  30)  eine  Curve  von  der  Form  ab;  wenn 

aber  umgekehrt  beobachtet  wird  eine  Gerade 

\    sfb',  so  musssie  erscheinen  als  eine  Curve  c'd'. 

Was  nun  von  einer  einmaligen  Brechung 

0? j'   gilt,  muss  sich  wiederholen  bei  einer  abermaligen 

r'v.  ^sd!  Brechung,  wodurch  bewiesen  ist,  dass  durch  ein 

^ Prisma  betrachtet  alle  geraden  Linien  parallel 

der  brechenden  Kante  gekrümmt  erscheinen,  so  dass  ihre  concave  Seite  der 
brechenden  Kante  zugekehrt  ist,  also  werden  die  vom  Hauptschnitte  ent- 
fernteren Punkte  weiter  abgelenkt. 


4.   Ableitung  der  Formeln  für  die  Verschiebungen.*) 

Ein  Körper,  der  sich  im  Innern  eines  durchsichtigen  Mediums  befindet, 
erfährt  durch  Brechung  eine  scheinbare  Verschiebung  in  verticaler  und  ho- 
rizontaler Richtung.  Um  Formeln  für  diese  Verschiebungen  zu  erhalten, 
gehen  wir  aus  von  der  Gleichung  der  hier  in  Betracht  kommenden  Dia- 
kaustik  aus  §  306,  3.  Die  dort  aufgestellte  Gleichung  vereinfachen  wir  für 
unseren  Fall  dadurch,  dass  wir  statt  der  absoluten  Brechungsexponenten 

n  und  n'  einführen  n  für  —  und  geben  damit  der  dort  aufgestellten  Glei- 
chung die  Form : 

^r  Man  bedenke  nun,  dass,  wenn  ein  Winkel  ß  gegeben  ist,  den  ein  von 
dem  leuchtenden  Punkt  ausgehender  Strahl  mit  dem  Einfallsloth  bildet,  und 
r  der  dazugehörige  Brechungswinkel  ist,  zunächst  gilt: 

sin  r  =  n  sin  /?,  (2.)# 

dann,  dass  wir  den  leuchtenden  Punkt  dahin  versetzen,  wo  die  Linie,  welche 
durch  den  Z.  r  bestimmt  ist,  die  Diakaustik  berührt.  Wenn  wir  also  den 
verschobenen  Ort  des  leuchtenden  Punktes  finden  wollen,  müssen  wir  den 
Punkt  suchen ,  wo  die  durch  r  bestimmte  Richtung  die  Diakaustik  berührt. 

Die  hier  anzustellende  Rechnung  geschieht  folgendennassen« 
y  —  r]  =  cot  r (x  —  £)  ist  die  Gleichung  unseres  Lichtstrahles,  wenn 
x,  y  die  laufenden  Coordinaten  und  £,  tj  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes bedeuten.  Dann  muss  stein 


*)  Bauer,  Ueber  den  scheinbaren  Ort  eines  in  einem  dichten  Medium  befind- 
lichen, sowie  eines  durch  eine  sogenannte  planparallele  Platte  betrachteten  Licht- 
punktes. Pogg.  Ann.  153.  —  Daselbst  befindet  sich  auch  eine  Geschichte  dieses 
Problems. 


B**tißunuDg  de«  BiedMBgMxpoiWDteD.   (|  301.) 

~^'-(f)' 

n1— 1  £ 


(3.) 


Diese  drei  Gleichungen  (1.),  (2.),  (3.)  reichen  dann  hin  zur  Berechnung 
der  |,  ij  (im  Lehrbuch  y,  x)  und  der  dort  aurgestellten  speciellen  Fälle.  Wir 
erbalten  nämlich:  h 

,-h{n'-l)tgV- 


des  Bnohnng*ezponentea    (§  301.) 

Bestimmung  des  Brecbungseiponenten  bei  beliebigem  Einfallswinkel  a. 

Wir  geben  aus  von  den  Gleichungen  $  300,  1.,  2.  des  Lehrbuchs  und 
benutzen  die  Bezeichnungen  der  daselbst  gezeichneten  Fig.  162  (Fig.  31). 
Bedeutet  also  B  den  Brechungs- 
winkel, A die  Ablenkung,  a  und  n».  ji. 
a'den  Eintritts-  und  Auslritts- 
winkel,   ß   und   ß1  den  Bre- 
chungswinkel und  den  Einfalls- 
winkel im  Prisma.    Verbindet  e, 
man  dann    die    beiden   Glei- 
chongen 

sin  et  —  n  sin  £, 
sin  o7—  n  sin  ß' 
sowohl  durch  Addition  als  durch 
Subtraction,  so  ergiebt  sich 
durch  Anwendung  der  Formeln 
für  die  Summe  und  die  Diffe- 
renz zweier  Sinus 

sinKa  +  oOcosH«  —  «0  —  aüakiß  +  ß')  cmk{ß  —  (T), 

cog  1  (a  4-  «*)  «in  1  {«  —  «*)  —  n  cos  1  (/?  -f-  £'}  sin  i  (ß  —  ß>). 

Uie  Division  dieser  Gleichungen  giebt,  wenn  wir  die  cot.  entfernen  : 

tag  *(«  +  «0  Ug  1  (ß  —  ß1)  —  tag  1  [ß -HS')  tag  1  (a  —  o/)- 

Nun  ist  aber 

«  +  «'  — A  +  B,        a  —  tr"  —  2c  —  (A+-B), 
ß-ß>  —  1ß-k,      ß+fi>  —  k. 

Die  Einsetzung  dieser  Wertne  giebt 

Hall,  Theorie  dar  EJutlclill  nie.  19 
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Ist  nun  A,  B,  a  beobachtet,  so  kann  man  hieraus  ß  berechnen  und 
findet  endlich 

sing 

n-stn/?' 
Ausser  der  Minimalablenkung  ist  noch  geeignet  zur  Bestimmung  des 
Brethungsexponenten  die  Ablenkung,  weiche  wir  erhalten,  wenn  wir  das 
Prisma  so  aufstellen,  dass  von  den  dyircfe  das  Prisma  durchtretenden 
Strahlen  nur  diejenigen  beobachtet  werden,  welche  senkrecht  zu  der  letzten 
Fläche  austreten ,  wenn  wir  also  etwa  ein  Prisma  so  vor  ein  Rohr  stellen, 
dass  die  Axe  senkrecht  zur  letzten  Prismenfläche  steht,  und  dann  durch  das 
Rohr  und  Prisma  nach  einer  Lichtquelle  sehen  und  die  Ablenkung  messen. 

Dann  ist 

a'  —  O,    /S'  —  0,    B  =  a  — A,     a  =  B  +  A,    ß  =  k 
und 

sin  (B  +  A) 


n  = 


sin  A 


Brechung  des  Lichtes  durch  Linien.   (§  303.) 

1»   Verallgemeinerung  der  aufgestellten  Formeln.*) 

Wir  führen  zunächst  die  absoluten  Brechungsexponenten  ein.  Wenn 
wir  den  des  ersten  Mittels  mit  nt,  den  des  zweiten  mit  n2  bezeichnen,  so  ist 

nach  §  301  —  =  n  und  die  aufgestellte  Formel  geht  damit  in  folgende  über 

£t   ,  ■  £i  _  n2  —  pi 

u  "*"  d  —       r      ' 

Daraus  folgt  die  Formel  der  Katoptrik  (41)  §  294,  wenn  wir  n,  =  — n, 

setzen  und  statt  u  die  dort  gebrauchte  Bezeichnung  b  einführen : 

11  2 

H TT  = ^tir  Konvexspiegel  und 

112 
-j-  +  t-  =  —  für  Concavspiegel, 

da  bei  diesen  b  und  r  negativ  zu  nehmen  sind. 

Für  die  folgende  Untersuchung  (führen  wir  eine  Grosse  Fein,  welche  die 
Brennweite  gesannt  wird,  und  geben  derselben  den  Index  1,  2,  um  dadurch 
anzudeuten ,  für  welches  Mittel  diese  Grösse  genommen  ist.   Die  Definition 

von  F2  ist  Fa  = - — r,  d.i.  die  Entfernung  des  Vereinigungspunktes 

(Brennpunktes)  im  zweiten  Mittel  von  der  trennenden  Fläche  aller  der  im 
ersten  Mittel  parallel  laufenden  Strahlen,  also  wird  u«F„  wenn  d»»oc  ist. 


*)  Gauss,  Dioptrische  Untersuchungen.   Göttingen  1841.  -r-  Heimholte  a.  &.  0. 
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Die  Brennweite  F,  ist  dann  die  Entfernung  des  Punktes,  nach  dem  alle 
parallelen  Strahlen  aus  dem  zweiten  Mittel  in  das  erste  gebrochen  werden. 
F,  ist  also  —  d,  wenn  wir  setzen  u  =-»  ao,  folglich 

F, 5i_r. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  von  F,  und  F,  wird  der  Zusammen« 
bang  Ton  u  und  d  folgender : 

*  +  £-!. 
u        d 

Diese  Formel  ist  insofern  noch  speciell,  als  die  Entfernungen  u,  d, 
Fs,  F,  bezogen  sind  auf  den  Punkt  o,  den  optischen  Mittelpunkt,  d.  h.  auf 
einen  Punkt,  der  leuchtender  Punkt  und  zugleich  Bildpunkt  ist  Es  soll  nun 
im  Folgenden   die  obige  nr  Ä 

Formel  verallgemeinert 
werden,  indem  diese  Ent- 
fernungen bezogen  werden 
auf  irgend  zwei  conjugirte 
Vereinigungspunkte,  d.  h. 
auf  solche  Punkte,  von  denen  der  eine  der  Bildpunkt  des  anderen  ist.  Seien 
a,  und  a/  (Fig.  32)  zwei  solche  Punkte.  Bezeichnen  wir  dazu  noch 

a^ssdj,    ao  =  d,    at'o  =  u,,    a'o  =  u, 

F,o=Fs,    Fto— F,, 

aa,=ht,    a'a/—  —  h,,    aj?,  — —  H,,    a/Ft=«  — H,, 
so  dass  also  der  Zusammenhang  zwischen  h,,  ht,  H,  und  Hs  zu  suchen  ist. 
Die  Wahl  der  Vorzeichen  erklart  sich  leicht  durch  Vergleichung  der 
gegenseitigen  Lage  an  der  Figur. 

Wir  erhalten  nun  mit  Hülfe  der  obigen  speciellen  Formeln  und  ein- 
facher geometrischer  Betrachtungen  folgende  Gleichungen : 

2»  &  +  ;-»• 

3)  d  —  dt  —  ht, 

4)  u  —  ut  =  h„ 

5)  F,  —  d,«  HM 

6)  Fs— u,  — H2. 

Aus  diesen  6  Gleichungen  sind  zu  eliminiren  dt,  d,  u,,  u,  Ft,  Fs. 
Dazu  setze  man  d  und  u  aus  3)  und  4)  in  2)  ein.  Dies  giebt  nach  einer  ein- 
fachen Transformation 

',  (h,  +  ut)  +  F,  (h,  +  d,)  —  (h,  +  u,)  (h,  +  dt). 
Seht  man  davon  1)  ab,  nachdem  es  transfonrirt  ist  in  F1u,-|-F1dt=«u1d1> 

w  erhält  man         «,.      .^«        i_  i_    •  u  j    i  i. 

Ftha  +  F,h,  —  l^h,  +  hsdt  +  h,ut 

oder 

(F,  -  d.)  h,  +  (F,  -  u.)  h,  —  h,  h„ 

19* 
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woraus  mit  5)  und  6)  die  verlangte  Relation  sich  ergiebt,  nämlich 

Hi  ,  H, 

h.+h,-1' 
d.  i.  wieder  dieselbe  einfache  Formel 

Diese  Gleichung  wird  unbrauchbar,  wenn  at  mit  F,  zusammenfällt, 
denn  dann  ist  a/  im  Unendlichen,  also  a'a/  —  —  h,  =«  —  oo  und  nach  6., 
da  ut  =  oo  ist,  auch  H,  unendlich.    Man  findet  aber  die  entsprechende 

F       F  u.F 

Gleichung  aus  -^-j-jsssl  oder  d  = ^ oder, wennF, davon subtra- 

F  F 

hirtwird,  d  —  F,  ~  — — *  .  Setzen  wir  nun  d — F,«!,  und  u — Fa =1,, 

u  —  *t 

wobei  1,  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  vom  ersten  Brennpunkte 

aus  nach  vorn  gerechnet,  ls  die  Entfernung  seines  Bildes  vom  zweiten 

Brennpunkte  nach  hinten  sein  würde,  so  erhalten  wir  die  einfachste  Form 

in  der  sich  das  Gesetz  für  die  Lage  der  Bilder  darstellen  lässt  1,1,  a-FjF,. 


2.    Brechung  in  Systemen  von  Kugelflächen. 

Vorn  heisst  in  Bezug  auf  ein  centrirtes  System  brechender  Kugel- 
flächen die  Seite,  von  der  das  Licht  herkommt,  hinten  die,  wo  es  hingeht 
Die  brechende  Fläche,  welche  das  Licht  zuerst  trifft,  ist  die  erste,  das  Me- 
dium, welches  vor  der  ersten  brechenden  Fläche  gelegen  ist,  das  erste,  das 
zwischen  der  ersten  und  zweiten  gelegene  das  zweite,  das  hinter  der  letzten 
gelegene  das  letzte.  Giebt  es  demnach  m  brechende  Flächen,  so  haben  wir 
m  -f- 1  brechende  Medien.  Es  sei  nt  der  absolute  Brechungsexponent  des 
ersten,  n2  der  des  zweiten,  nm+1  der  des  letzten  brechenden  Mittels.  Die 
Radien  der  brechenden  Flächen  sind  positiv  (negativ),  wenn  deren  Con- 
vexität  nach  vorn  (hinten)  sieht.  Es  wird  immer  von  einem  Bilde  eines 
Punktes  in  einem  Mittel  gesprochen,  auch  wenn  das  Bild  nicht  zu  Stande 
kommt,  sondern  erst  durch  Verlängerung  der  Strahlen  über  die  Grenzen 
des  Büttels  hinaus  entstehen  würde. 

Wir  betrachten  nur  solche  Strahlen ,  welche  von  einem  Punkte  aus- 
gehen und  wieder  in  einem  Punkte  vereinigt  werden. 

Flg.  33. 


Es  soll  für  diese  bewiesen  werden,  dass  die  verallgemeinerte  Gleichung 
der  vorigen  Nummer  gilt  für  beliebig  viele  brechende  Flächen.  In  der 
Fig.  33  seien  mit  1,....  m — 1,  m  die  Durchschnitte  der  brechenden 
Flächen  mit  der  Papierebene  bezeichnet,  mit  at  und  a™  zwei  conjugirte 


Brechung  des  Lichtes  durch  linsen.  (§  303.)  293 

Punkte,  mit  a  der  leuchtende  Punkt  und  mit  a*  dessen  Bild.  Analog  der 
vorigen  Bezeichnung  ist  aaft — h, ,  am  af — hn+i ,  Hft  der  Abstand  des  ersten 
Hauptbrennpunktes  von  a,,  H,  der  Abstand  des  zweiten  Hauptbrennpunk* 
tes  von  af ,  so  ist  zu  beweisen  die  Gleichung 

ht        hm+i 

Der  Beweis  dieses  Satzes  werde  mit  Hülfe  der  Methode  von  m  —  1  zu 
m  geführt. 

Es  entwerfe  das  System  der  (m  —  1)  ersten  Flachen  von  dem  Punkte 
a(a,)  das  Bild  am—1  (a»-1)  und  die  mM  Fläche  wiederum  von  diesen  Punk- 
ten die  Kider  a"  (a*).  Die  Entfernung  a™_1  am— l  ist  dann  dem  vorigen 
analog  mit  hD  zu  bezeichnen.  Wenn  nun  mit  Lft  (Ls)  die  Entfernungen  der 
Hauptbrennpunkte  des  Systems  der  m  —  1  Flachen  von  at  (a™-1)  bezeich- 
nen, wobei,  wie  auch  unten  weiter,  diese  Entfernungen  von  a,  (a*— l)  in  der 
Richtung  positiv  gerechnet  werden,  in  welcher  das  brechende  Medium,  dem 
die  betreffenden  Strahlenbüschel  angehören,  von  den  betreffenden  Flächen 
oder  Systemen  liegt,  so  gelte 

fe+fc-«-  •         « 

Wenn  die  Entfernungen  der  Brennpunkte  der  m160  Flache  von  a"— !  (af) 
bezeichnet  werden  mit  M,  (Ms),  so  ist 

-£+£-••         « 

Wird  nun  die  Gleichung  (1.)  mit  Ls  und  (2.)  mit  M,  dividirt  und 
werden  diese  so  erhaltenen  Resultate  addirt,  so  ergiebt  sich  nach  einiger 
Transformation 

MjL,      1         MtLa        *    m  ^ 


Setzen  wir  hierin  h,  (ha+i)  — « oo,  so  muss  werden  hm+i  (hj -■  H ,  (Ht), 
Dies  giebt 

U         M8La  —  MtLt 

"«-M.  +  V        "'"M.  +  V 
womit  die  obige  Gleichung  übergeht  in  die  zu  beweisende  Formel 

Hi_l_    H»   =1 

b,         hnn-i 

3.   Die  optischen  Cardinalpunkte. 

Die  Definitionen  des  §  303  können  bei  einer  genaueren  Betrachtung 
centraler  brechender  Kugelflachen  nicht  ausreichen.  Wir  benutzen  des- 
wegen die  in  §  335  definirten  optischen  Cardinalpunkte. 

Es  soll  zunächst  bewiesen  werden,  dass  in  jedem  System  centrirter 
brechender  Kugelflächen  es  zwei  und  nur  zwei  Hauptpunkte  und  damit 
auch  zwei  und  nur  zwei  Hauptebenen  giebt. 
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Bezeichne  A  (Fig.  34)  das  gegebene  optische  System,  dessen  Brenn- 
punkte Ft  und  Fs  seien,  aa  sei  ein  zur  Axe  senkrechter  leuchtender  Gegen- 
stand. Wenn  nun  dieser  Gegenstand  längs  der  Axe  so  vorschoben  wird, 
dass  er  immer  sich  selbst  parallel  bleibt,  so  bewegt  sich  der  Punkt  a  in  der 
zur  Axe  parallelen  Linie  crs;  der  Lichtstrahl  crs  wird  also  stets  dem  Punkte  a 
angehören,  welches  auch  die  Entfernung  ao  sein  möge.  Alle  Lichtstrahlen 
parallel  der  Axe  werden  nun  durch  das  System  so  gebrochen,  dass  sie  zu- 
letzt durch  F2  gehen,  das  Bild  von  a  liegt  demnach  bei  jeder  Entfernung  ao 
auf  der  Linie  ra!  Das  Bild  des  Punktes  a  muss  bei  der  Bewegung  immer 
auf  der  Geraden  ao  bleiben.  Das  Bild  des  auf  aa,  senkrechten  Gegenstandes, 
welches  nach  §  304  auch  senkrecht  auf  aa,  sein  muss,  ist  also  immer 
zwischen  ra/  und  ta'  gelegen.  Da  nun  nach  den  Gleichungen  der  vorigen 
Nummer  F2a'  immer  verschiedene  Werthe  hat  für  verschiedene  aF,  und 
diese  Werthe  alle  möglichen  Grössen  von  -f-oo  bis  —  oo  annehmen  können, 
da  ferner  in  diesen  verschiedenen  Lagen  von  a'  die  Bilder  stets  von  ein« 
ander  der  Grösse  und  Lage  nach  verschieden  sind,  wobei  man  zu  bedenken 
hat,  dass  die  Bilder* zwischen  a'Fsa'  als  negativ  zu  nehmen  sind,  so  kann 
es  nur  eine  einzige  Lage  von  ao  und  damit  von  a'o7  geben,  wo  Bild  und 
Gegenstand  einander  gleich  sind.  An  der  Figur  seien  dann  a,a,  und  a/c/ 
die  Durchschnitte  der  Hauptebenen  mit  der  Figurebene. 

Fig.  34. 


Ä. 


In  §  304,  2.,  3.  wird  angegeben,  wie  die  Knotenpunkte  gefunden  wer- 
den, wenn  die  Hauptpunkte  gegeben  sind,  und  da  dies  durch  eine  Gleichung 
des  ersten  Grades  geschieht,  so  ist  damit  zugleich  bewiesen,  dass  es  nur 
zwei  Knotenpunkte  und  Knotenebenen  giebt. 

Ausser  den  in  §  335  genannten  Cardinalpunkten  hat  Töpler*)  noch 
zwei  Paare  von  Cardinalpunkten  eingeführt.  Den  angeführten  Haupt- 
punkten, die  nun  positiv  genannt  werden,  entsprechen  zwei  negative 
Hauptpunkte  und  Hauptebenen  von  der  Beschaffenheit,  dass  von 
dem  leuchtenden  Gegenstand  in  der  einen  negativen  Hauptebene  in  der 
anderen  ein  dem  Gegenstand  gleiches  aber  verkehrtes  Bild  entworfen  wird. 
Die  beiden  anderen  neuen  Punkte  heissen  negative  Knotenpunkte. 
Ein  Strahl,  welcher  durch  den  ersten  negativen  Knotenpunkt  geht,  wird  so 
gebrochen,  dass  er  durch  den  zweiten  geht,  aber  dem  eintretenden  Strahl 
antiparallel  ist,  also  mit  der  Axe  einen  Winkel  bildet,  welcher  der  Supple- 
mentwinkel des  Winkels  ist,  den  der  eintretende  mit  der  Axe  bildet 

*)  Pogg.  Ann.  CXLQ.  Bemerkungen  über  die  Anzahl  der  Fandamentalponkte 
eines  beliebigen  Systems  von  centrirten,  brechenden  Kugelflächen. 
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Dass  diese  genannten  Cardiaalpunkte  auch  nur  je  zweimal  eiistiren 
folgt  aus  dem  Spateren  ebenso  wie  für  die  positiven  Knotenpunkte. 

4.   Die  brechende  Flache  ist  irgend  eine  Rotationsfläche. 

Wir  benutzen  die  Bezeichnungen  §293,  1.  y— <f(i)  ist  die  Gleichung 
der  um  die  xAxe  rotirenden  Linie.  Die  Gleichung  der  einfallenden  und 
gebrochenen  Strahlen  seien  nach  der  Fig.  166  des  Lehrbuchs  zu  $  303 
(Fig.  35): 

furas:    ij  —  y  —  A(£ — x),  wenn  A  —  — ^ — ist, 

für  a's:    ij  —  y— B<$ —  x),  wann  B  —  ■-*--  ist, 

Flf .  », 


Unsere  Aufgabe  ist  nun  zunächst  aa'  —  a'  —  a  iu  bestimmen.   Es  ist, 
wenn  wir  den  Coordinatenanfang  nach  a  verlegen, 
aa'  —  a'  —  x  +  y  cot  L.  sa'a. 
Nun  ist  aber 

L.  sa'a  —  Z-  sca  —  ß, 
also 

ool  ^„■,-'+,1«^  •""«/, 
tgi.sca  —  \%ß 

cot  L.  sa'a  -£±4^. 

l— ptg/r 

Ferner  ist 

§in  a  — =  n  sin  ß,        a  ™  Z_  sac  ■+■  L.  sca, 
ako 

n  sin  ß  =  sin  (Z_.  sac  -f-  Z_  sca), 

— ■  sin  Z_  sac  cos  Z_  sca  ■+-  cos  Z_  sac  sin  Z_  sca. 
Die  Werthe  der  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  sin.  und  cos.  von 
L.vc  erhalt  man  aus  der  Gleichung  der  einfallenden  Strahlen.    Darnach 
erhalt  man,  wenn  o*  —=  x*  +  j*  ist: 
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tag  Z.  sac  —  A  —  -£-, 


sin  Z.  sac  — 


cos  Z_  sac 


1  x 


l/14-A1     e' 

Die  Werthe  der  Functionen  des  Z.  sca  sind : 

tag  Z.  sca  —  — ,       sin  Z.  sca «-»    ,  ,       cos  Z.  sca  ™    ,     <"     , 

P  f/l+P^  ^1+P1 

Dies  in  die  Gleichung  für  n  sin  0  eingesetzt  giebt: 

py+x 


n  sin  /?* 
n  cos/?  = 


e  Ki  +  p1' 


V 


eTT+p1' 

*wo  v  —  VnV  (1  +•  p*)  —  (x  +  py)*  ist, 

tg/r-H±5. 

Wird  dieser  Werth  endlich  in  den  oben  gefundenen  Ausdruck  für  af 
eingesetzt,  so  ergiebt  sich  als  die  gesuchte  Formel: 

3,^x  |  T  py  +  PY  +  x  _fx  ,  pTx   y  +  y-px 
+  yv-(py+x).p-(X+Py),-(py  +  x)p' 
Diese  allgemeine  Formel  muss  die  speciellen  für  den  Kreis  enthalten. 
Es  ist  nämlich  dann,  um  diese  Probe  anzustellen, 

a'  =  d  +  u 
und  die  Kreisgleichung 

(a  +  r-x)*  +  y*  =  rV 
also 

p  —  — l— ,  l+p«™-,  x  +  py  —  d  +  r. 

Die  Benutzung  dieser  Gleichungen  giebt  dann 

a'  —  d  +  u  =  (d  +  r)(lH . .   ,    *.  , X 

V        yv  — (d  +  r)(d+r  — x)/ 

Wenn  nun  y  klein  ist,  so  dass  man  dessen  4te  und  höheren  Potenzen 

vernachlässigen  kann,  so  ist 


also 


d  +  r-x^r*  —  yf  =  r—  {f 


und  nach  einiger  Transformation 

■       (d+r)(nV— -d  — r)  , 

yy=3nrd  + 21SF5 y' 

folglich  ist  dann,  wenn  auch  wieder  höhere  Potenzen  voft  y  vernachlässigt 
werden, 
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da.«      m  ■  rtf   O»-*)*         (d  +  r)f(n-l)r  +  d]yH 
d  +  U"(d  +  r)Lnd-(d+r) frJq  +  rfranii  J- 

Dies  giebt  dann  selbstverständlich,  wenn  das  Glied  mit  ys  weggelassen  wird. 

die  Former (42)  des  Lehrbuchs.  Die  Erörterung  des  vollständigen  Ausdrucks 

befindet  sich  §  306,  4. 

5«   Apianatische  Flächen. 

Zwei  Mittel  sind  durch  eine  aplanatische  Fläche  getrennt,  wenn  die  von 
einem  bestimmten  leuchtenden  Punkt  ausgehenden  Strahlen  wieder  in  einem 
Punkt  durch  Brechung  vereinigt  werden.  Da  jedenfalls  eine  solche  Fläche 
eine  Rotationsfläche  ist,  so  handelt  es  sich  um  die  Auffindung  der  Meri- 
diancurve. 

Die  Differentialgleichung  unserer  gesuchten  Curve  ergiebt  sich  analog 
der  entsprechenden  Aufgabe  von  $  294,  2.  aus  der  Gleichung  in  4.: 

l  ^py;v-(py  +  x)p' 
indem  wir  af  constant  gleich  c  setzen. 

Wir  erhalten  daraus,  wenn  wir  zur  Abkürzung  x+py  — P  einführen, 

P[p(x~  c)-y]  —  ,(P  —  c). 
Wird  in  diese  Gleichung  der  Werth  von  v  aus  4.  eingesetzt  und  dann 
durch  1  +  p1  dividirt,  so  wird  sie 

F[(x  —  c)*  +  y1]  —  nVx*  +  y»)  (P  —  c)\ 
Die  Quadratwurzel  auf  beiden  Seiten,  nachdem  mit  dxs  multiplicirt 
worden  ist,  gezogen  giebt 

xdx+ydy  (x  —  c)  dx  +  ydy 

V*+t  S"D  |/(x-c)>  +  y«  * 
Das  Integral  dieser  Gleichung  heisst 

j/x'+Y—  n  j/(x  —  c)*+?  +  C. 
Die  verlangte  Curve  ist  also  vom  4len  Grade. 

Man  erhält  das  sehr  einfache  geometrische  Gesetz  derselben,  wenn  man 
aus  a  (Fig.  35,  S.  295)  mit  der  willkürlichen  Constanten  C  als  Radius  einen 
Kreisbogen  beschreibt,  der  as  in  d  schneidet.   Dann  nämlich  ist 

ds«  tf¥~+f~  C,  sa'  —  f/(x  —  c)»+y*, 

wodurch  unsere  Gleichung  sich  umformt  in 

ds :  sa'  sb  n  :  1, 
Für  C  a»  0  wird  die  Curve  ein  Kreis 

x«  +  y»  —  n«[(x  —  c)«  +  y»], 
dessen  Halbmesser 

nr  —  1 
und  dessen  Mittelpunkt  um  nR  von  a  entfernt  ist. 

Ist  umgekehrt  der  Kreis  gegeben,  so  findet  man  die  Entfernung  des 
Punktes  a  aus  nR  und  den  Ort  a'  aus  as :  sa'  —  n :  1.  (Vergl.  §  306,  4.) 
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Für  parallel  einfallende  Sirahlen  finden  wir  die  Meridiancurvc  folgen- 
dermassen.  Wir  verlegen  den  Coordinatenanfang  nach  a',  indem  wir  statt  i 
setzen  c x'  und  dann  c»oo  nehmen.  Die  Gleichung  der  Curve  wird 

>/(c — x')1 + y2  —  » J/x'2 + y* + c.        • 

Diese  Gleichung  giebt  entwickelt,  wenn  die  Glieder,  in  deren  Nenner 
c  steht,  als  unendlich  klein  vernachlässigt  werden, 

(C  _  C)  —  x'  =  n  J/V 2  +  yf. 
Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes.  Bestimmt  man  nun  von  a'  nach 
a  zu  einen  Punkt  0  so,  dass  Oa'  — «  c  —  C,  und  zeichnet  von  s  die  Senk- 
rechte nach  aa',  welche  aa'  in  e  schneidet,  so  ist  Oe  =»  c  —  C  —  x'.  Da 

a's  «tel/x'2  +  y*  ist,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  unseres  Kegelschnittes  auf 

Oe  =  n.a's. 

Es  ist  mithin  a'  der  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  und  die  Senkrechte 

auf  aaf  durch  0  die  Directm. 

__.  A  ,       .    ,  dichter   .    , 
Ist  nun  n  ^  1,  d.  h.  ist  das  zweite  Mittel  optisch  ,  als  das  erste, 

so  ist  der  Kegelschnitt  eine       ?**hey    Der  FaU  nsÄsl    bldbl  aiR*e" 
schlössen,  denn  dann  giebt  es  keine  Brechung. 


Die  Bilder  der  Convex-  oder  Sammellinsen.   (§  304.) 
1.   Das  Bild  ist  dem  Gegenstand  ähnlich.*) 

Das  Bild  von  einem  Gegenstande,  dessen  leuchtende  Fläche  senkrecht 
steht  gegen  die  Axe  des  optischen  Systems,  und  von  dem  nur  solche  Licht- 
strahlen ausgehen ,  die  nahe  senkrecht  auf  den  brechenden  Kugelflächen 
stehen,  also  mit  der  Axe  nur  sehr  kleine  Winkel  einschliessen,  ist  dem 
Gegenstande  ähnlich  und  steht  auch  senkrecht  auf  der  Axe. 

Sei  1  in  Fig.  36  der  Durch- 
Wf-J*-  schnitt  der   brechenden   Kugel- 

flache  mit  der  Papierebene  und  aa 
der  des  senkrecht  zur  Axe  aa'  ste- 
henden leuchtenden  Gegenstandes, 
ferner  a  ein  seitlich  neben  der 
Axe  liegender  leuchtender  Punkt, 
c  der  Mittelpunkt  der  brechenden  Fläche.  Den  Bildpunkt  et  des  Punktes  a 
vom  leuchtenden  Gegenstande  beziehen  wir  auf  zwei  rechtwinklige  Coordi- 
natep  durch  c,  so  dass  y  den  Abstand  des  Punktes  von  aa'  und  x  den  des 
Fusspunktes  der  Senkrechten  von  a'  auf  aa'  von  c  angiebt.    Die  Linie  «re 


*)  Gauss;  Helmholtz,  a.  a.  0.  §  9. 
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ist  eine  Axe  der  brechenden  Kugelfläche,  mithin  liegt  et  auf  der  Linie  ac 
und  es  ist,  wenn  ac  und  otc  mit  e  und  e'  bezeichnet  werden  nach  $  303: 

F  F 


e'+r      € — r 

Ist  wie  $  303  ac  «  d  +  r,  so  ist,  wenn  L-  aca  =  y  ist, 

d+r 


cosqp 
mithin 

F  Fl 

1! | li —       ■ 

i  +  r  cos  <p      d  +  r  (1  —  cos  q>)      cos  q> 
oder,  da  <p  sehr  klein  ist, 

F  F 

x  +  r^d       lm 

Weil  aber  a  und  a'  conjugirte  Punkte  sin<j|,  so  ist  nach  $  303 : 

F       F 
u       d 

Diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn 

x  +  r  —  u  —  ca'  +  r  oder  x  —  caf 
ist,  d.  h.  die  Bilder  der  Punkte,  welche  in  einer  durch  a  gegen  die  Axe 
senkrecht  gelegten  Ebene  hegen,  beAnden  sich  also  auch  annähernd  in  einer 
gegen  die  Axe  senkrechten  Ebene,  welche  durch  das  Bild  von  a  gelegt  ist. 
Hat  man  demnach  a'  das  Bild  von  a  gesucht  und  durch  a'  eine  gegen  die 
Axe  senkrechte  Ebene  gelegt,  so  findet  man  die  Orte  der  Bilder  aller  ein- 
zelnen Punkte  des  leuchtenden  Gegenstandes,  indem  man  durch  den  be- 
treffenden Punkt  des  Objects  und  den  Mittelpunkt  der  brechenden  Kugel- 
fläche eine  gerade  Linie  legt;  wo  diese  die  durch  a'  gelegte  Ebene  schneidet, 
ist  der  Ort  des  Bildes. 

Daraus  folgt  mit  Hülfe  bekannter  geometrischer  Sätze,  dass  das  Bild 
dem  Objecte  geometrisch  ähnlich  ist. 

Man  kann  ferner  leicht  daraus  folgern  das  Verhältniss  der  Linear- 
dimension des  Objects  zu  der  entsprechenden  des  Bildes.  Sei  z.  B.  aa—y 
eine  solche  Dimension  des  Objectes  und  a'a'=»/?  die  entsprechende  des  Bil- 
des, die  negativ  zn  nehmen  ist,  da  sie  an  der  entgegengesetzten  Seite  der 

Axe  liegt,  so  ist 

y^d+r 

ß      u— r 

Daraus  erhält  man,  wenn  man  mit  Hülfe  der  ersten  Formel  $  303,  1 

r  eliminirt 

ß       ntu 
Aus  den  Gleichungen  des  §,  303  1.) 

Fi  .  F,       ,        r  n.  «  n2  .    F,      nf 

n+H—1'      Fi—,       n  r»      F«=  „ral8()FT 

u       d  nj  —  n,  n, —  n,  *t      n, 
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findet  man  dann 


ß 


Ff  — d 


F, 


"     F,         F2— u' 

Der  letztere  Ausdruck  lässt  sich  auch,  wenn  die  Entfernungen  auf  die 
Hauptpunkte  als  conjugirte  Punkte  bezogen  werden,  allgemein  auf  mehrere 
centrirte  brechende  Kugelflächen  übertragen.  Seien  Fig.  34  S.  294  aa»y, 
aV= — ß,  so  ist,  wenn  a(a'=u2und  aat  =  d,,  als  die  Entfernungen 
der  a  und  a'  von  den  conjugirten  Punkten  a,  und  aj  gesetzt  wird  und  ebenso 
a{F2  —  Vv^Vt^m  F„ 


a{  «t  _  a{  Fa 
'  F2a' 


— - — ^r-  oder  — — 
u2-F2  ß 


F,     ' 


—  ß       F2  a'       u2— F2  ß      u2  —  F2 

da  die  letzte  allgemeine  Gleichung  §  303  2,  wenn  in  dieselbe  unsere  Be- 
zeichnung eingeführt  wird,  giebt 

F       F 
u,      d, 
Untersuchung  des  Bildes  einer  Geraden,  welche  schief  gegen  die  Haupl- 
axe  steht. 

Fig.  37.  Seien   Figur  37   ab*=y 

das  Object,  a'b'— 0  das  Bild 
und  abt,  a'b(  die  Projectionen 
dieser  Linien  auf  dieHauptaxe. 
Da  nun  sowohl  a  und  a' 
als  auch  b,  und  b\  conjugirte 
Punkte  sind,so  ist  nach  §303, 1. 
aF,  a'F2 
ab^a'b', 

Ferner  ist  nach  den  oben  gefundenen  Formeln 

bb,      d,— Fl  =  b1F1 
bfb;~     F,  oF,' 

oder,  da  b1F1  —  a F,  —  ab,  ist, 

bb, 


b'  bj 


aFt  — ab, 
oF. 


Hieraus  findet  man  mit  Hülfe  der  obigen  Gleichung 


bb, 
abt 


mithin 


tag  a=— 


b'b{ 


(a F,  —  a b4)  b'b(      a'F2.  b'b? 


oFj.ab, 


oF^a'b, 


-j^r  tag  a  =  tag  a'. 


a'  bj      a' 

Betrachtet  man  b'  b't  als  Ordinaten  von  Punkten  b'  des  Bildes  von  den 
entsprechenden  Punkten  des  Objectes  und  a'b't  als  die  entsprechenden  Ab- 
scissen,  so  ist  die  obige  Gleichung  die  einer  Geraden,  so  lange  a  constant 
ist,  d.  h.  so  lange  das  Object  eine  Gerade  ist;  zugleich  ist  der  Winkel  et 
durch  die  obige  Gleichung  gefunden. 
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Die  Betrachtung  der  Bilder  von  gekrümmten  Gegenständen  findet  sich 

§358. 

Beziehung  zwischen  den  Object-  und  BildgrOssen  und  den  Divergenz- 
winkeln zweier  einfallender  und  gebrochener  Strahlen. 

Wir  wollen  nach  der  Figur  36  die  Winkel  q*  und  qf  bestimmen,  welche 
einer  der  von  a  ausgehenden  Strahlen  ae  vor  und  nach  der  Brechung  mit 
der  Axe  bildet  und  diese  Winkel  positiv  rechnen ,  wenn  der  Strahl  sich  in 
Richtung  der  als  positiv  gerechneten  Bilder  von  der  Axe  entfernt.  Da  es 
sich  hier  nur  um  Strahlen  handelt,  die  nahe  der  Axe  einfallen,  so  können 
wir  o  e  als  senkrechte  Gerade  zur  Axe  betrachten ,  es  ist  dann 

oe  — dtagy  —  — u  tag  f/. 

Nun  ist  aber  nach  (*) 

d  n, '  f' 

also 

,   nty  tagy  — nj/Jtag^. 

2»  Verhältnis»  der  zu  den  Haupt-  und  Knotenpunkten 

gehörigen  Brennweiten. 

Unter  den  zu  den  Hauptpunkten  (Knotenpunkten)  gehörigen  Brenn- 
weiten mögen  die  Entfernungen  der  Brennpunkte  von  diesen  Punkten  ver- 
standen werden.  Nach  der  Fig.  34  zu  §  303,  3.)  sind  a,  und  a{  die  Haupt- 
punkte, mithin  a^j-F,  und  a(F,  «-=F,  die  Hauptbrennweiten  in  Bezug 
auf  die  Hauptpunkte  und  entsprechend  den  früheren  Bezeichnungen,  wenn 
wir  die  Gegenstands-  und  Bildweite  auf  die  Hauptpunkte  beziehen  und  wie 
in  1.)  zum  Unterschiede  der  froher  mit  u  und  d  bezeichneten  Grossen  setzen 
a  a,  s»  d, ,  a{  as  =■  u,,  ferner  sei  analog  der  Bezeichnung  von  1.)  aa  «-=  y 
==a[a[,  a'a'  «-=  — ß,  dann  ist  nach  der  vorigen  Nummer 

_ü F*     d<-F.  (a) 

ß      u,-F,  F,     •  w 

Setzen  wir  dann  dem  §  303  1)  entsprechend  d, — *",— «1,  und  u, — F, 

=1*  so  ist 


~f~T~^aboU~FlFl 


womit  das  Gesetz  §  303,  1)  auch  für  ein  System  brechender  Kugelflächen 
verallgemeinert  ist 

Bezeichnen  wir  nun  die  Grosse  eines  in  der  ersten  Hauptebene  ent- 
haltenen Gegenstandes  yt  und  die  Reihe  der  Bilder,  welche  bei  den  einzelnen 
Brechungen  in  dem  System  gebildet  werden  y„  y, ...  und  endlich  ym  + 1 
das  in  der  zweiten  Hauptebene  nach  der  letzten  Brechung  entworfene,  so 
dass  also  nach  der  Definition  der  Hauptebenen  yt  =  ym  + 1  ist.  Nennen 
wir  femer  t//,  den  Winkel  a  at  a  (Fig.  34),  den  der  Strahl  mit  der  Axe  bildet 
im  ersten  Mittel  und  dem  entsprechend  diese  Winkel  im  zweiten ,  dritten 
. . .  letzten  Mittel  i//„  t^3 . . .  tym  +  u  also  Z.  a'  aj  a'  -■  tpm  + 1,  so  ist  nach  1.) 
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n,  Yx  tag  Vi  —  »2  y*  tag  V>8 
n2  y,  tag  i/;2  —  n3  y3  tag  ip3 

Mithin 

ni  7x  U%  Vi  mms  nm  +  l  ym  +  l  tag  ^m+  1.  (b.) 

Für  die  Hauptpunkte  ist  aber  y,  =  ym  + 1 ,  folglich  muss  sein 

»i  tag  ^  —■  n«  + 1  tag  xfJm  + 1. 
Da  ferner  nach  unseren  Bezeichnungen  gilt 

ao «*/  =  <!,  tag  ^,  j 

aV  «»/?«:  —  Ua  tag  Vfm  + 1, 
so  ist 

Di/  _^ Pm  +  lft 

dt  ~  u, 

Dies  giebt  mit  Berücksichtigung  von 

F       F  N 

dt        Ua 

J^^-^^oder-X^EEL^.Azi. 
d,  — F,  F2  ß  n,  ¥% 

Dann  ist  nach  (a.) 

_n^=F\ 

nm  + 1      F,' 
d.  h.  die  zu  den  Hauptpunkten  gehörigen  Hauptbrennweiten  eines  optischen 
Systemes  verhalten  «ich  wie  die  zugehörigen  Brechungsverhältnisse  des 
ersten  und  letzten  Mittels. 

Um  das  entsprechende  Verhältnis  der  zu  den  Knotenpunkten  gehörigen 
Hauptbrennweiten  zu  finden,  geben  wir  aus  von  der  Gleichung  (b.). 

Wenn  wir  in  diese  die  Bedingung  der  Knotenpunkte  einführen,  d.  h» 
ipi  =  xpm  +  l  und  nun  mit  y  die  Dimensionen  von  Gegenstand  und  Bild  in 
den  Knotenpunkten  bezeichnen,  so  wird  diese 

ni>'i==nm  +  iyiii  +  i    oder    y,  :ym  +  i  =  nm  +  i:n1 
d.  h.  die  Lineardimensionen  zweier  zusammengehöriger  in  den  Knoten- 
ebenen liegender  Bilder  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Brechungsver- 
hältnisse des  ersten  und  letzten  Mittels. 

Nach  der  Figur  34  ist  klar,  dass  sich  die  Grössen  der  Bilder  desselben 
Gegenstandes  yx  verhalten,  wie  deren  Abstände  von  dem  zweiten  Haupt- 
brennpunkte F2.  Bezeichnen  wir  demnach  die  Entfernung  des  zweiten 
Knotenpunktes  K,  vom  Brennpunkte  F2  mit  IL»  so  ist,  wenn  ym  + 1  wie  vor- 
hin die  Grösse  des  Bildes  im  Knotenpunkte  bezeichnet,  da  y,  die  Grösse 
desselben  im  Hauptpunkte  ist, 

_& =Ely 

ym  +  1       K2 

oder  nach  dem  eben  aufgestellten  Verhältnisse 

nm  4-1 Fi 

n,  K2' 
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mithin  ist 

-!—  F„  d.  i.  aber  Ft. 


Die  Entfernung  des  zweiten  Knotenpunktes  von  dem  zweiten  Brenn* 
punkte  ist  demnach  gleich  der  Entfernung  des  ersten  Brennpunktes  vom 
ersten  Hauptpunkte. 

Der  Abstand  der  zweiten  Haupt-  und  Knotenebene  von  einander  ist 

demnach 

H,  K,  =  F,  —  K„ 

Da  nun  die  erste  Knotenebene  das  Bild  der  zweiten  ist,  so  ist  nach 

derselben  Bezeichnung 

H,  K,  » =  Kt  —  Ft. 

Weil  HjKj  und  HSK,  entsprechende  Entfernungen  sind,  so  muss  nach 

dt       u, 

gelten 

H.K.^K,      *' 

Kessgiebt  K^F»  also  ist  auch  die  Entfernung  des  ersten  Knotenpunktes 
tob  dem  ersten  Brennpunkte  gleich  der  Entfernung  des  zweiten  Brenn- 
punktes vom  zweiten  Hauptpunkte. 
Da  nun  nach  dem  vorigen 

F,  n,  .     K.        nm  +  i 

S  ~ »   SO   ISt   rr*-=-= —  ; 

*i        Om  +  1  a,  n, 

die  zu  den  Knotenpunkten  gehörigen  Brennweiten  verhalten  sich  demnach 
umgekehrt  wie  die  Brechungsverhältnisse  des  ersten  und  letzten  Mediums. 

Hieran  knüpft  sich  eine  einfache  Bestimmung  des  Verhältnisses  der 
zu  den  negativen  Hauptpunkten  und  Knotenpunkten  gehörigen  Brennweiten. 

Es  ist  nämlich  hier  zu  setzen  y,  ~  —  ym  +  i ,  also  folgt  aus  (b.)  hier 
die  Gleichung 

ni  ta8  *Px  —  —  nm  +  i  tag  tffm  + 1. 

Da  die  negativen  Hauptpunkte  auch  conjugirte  Punkte  sind,  so  gelten 
beziehungsweise  alle  oben  gefundenen  Relationen,  es  findet  sich  demnach 

?j sFlf 

wenn  unter  Ft  und  F2  die  Entfernung  der  Brennpunkte  von  den  negativen 
Hauptpunkten  verstanden  wird. 

Für  die  negativen  Knotenpunkte  gilt 

V*!  — —  tffc  +  l. 

Alles  andere  gilt  beziehungsweise  wieder,  mithin  ist 

Pm  +  l       Kt 
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wo  Kt  und  Ks  die  Entfernungen  der  Brennpunkte  von  den  negativen  Kno- 
tenpunkten bedeuten. 

Die  Formeln  enthalten  also  den  obigen  analoge  Gesetze,  nur  ist  die 
Lage  dieser  Punkte  entgegengesetzt. 


3«    Bestimmung  der  Cardinalpunkte  eines  aus  zwei  Systemen 

bestehenden  Systems. 


Fig.  39. 


Seien  Figur  38  A  und  B  die  beiden  centrirten  zusammensetzenden 
Systeme,  deren  Entfernung  a[  <*,  =  (?  sei.  a„  aj  (a„  a\)  seien  die  beiden 
Hauptpunkte  von  A  (B).  F„  F2  (g>v  g>t)  bezeichnen  die  beiden  Brennpunkte 
von  A  (B)  und  zugleich  die  beiden  Brennweiten,  also  in  A  a,  F„  a{F»  (in  B 
er,  q>v  a'^,  f19  (4)  den  ersten  (zweiten)  Brennpunkt  des  combinirten  Systems, 
und  deren  Entfernungen  von  a„  also  ftat  =  U  (von  a{,  also  f2ofi  =  f5). 

Der  erste  Brennpunkt  f,  ist  offenbar  das  Bild  des  ersten  Brennpunktes 
q>%  durch  das  System  A,  wie  man  erkennt  durch  einen  Strahl  an  der  Figur, 
der  von  ft  ausgeht,  denn  dieser  ist  dann  parallel  der  Axe.  Wir  finden  dem- 
nach die  gesuchte  Entfernung  ft  durch  Einsetzen  in  die  Formel  von  §  303. 

o  —  q>%       lt  o  —  q>t—  bt 

Ganz  ebenso  muss  f2  sein,  wie  an  der  Figur  klar  wird,  das  durch B 
entworfene  Bild  von  F2,  mithin  ist 

ffi      i   ff»_  *     aiflft   f  _  (<*  —  F»)  ff« 

Seien  ferner  ht,  hs  die  beiden  Hauptpunkte  des  combinirten  Systeme« 
und  auch  h,  =  at  h„  hs  =  a[  hj.  Die  beiden  Hauptpunkte  sollen  jeder  des 
anderen  Bild  sein ,  sie  .müssen  daher  ein  beiden  gemeinsames  Bild  in  dem 
mittleren  Medium  haben.  Sei  dieses  Bild  a  im  Punkte  g,  dessen  Entfernung 
von  a{  (at)  sei  x  (£).  Die  zweite  Bedingung  für  diese  Punkte  ist,  dass  zu- 
sammengehörige Bilder  in  den  Hauptebenen  gleich  gross  und  gleich  ge- 
richtet sind.  Seien  nun  ß2  und  ßx  die  Bilder  von  a  in  den  beiden  Punkten 
h|  und  h,,  so  ist  nach  §  304,  1 

/?!___      F>         ft^.     ffl     . 
a      F4  —  x'    a      g>t  —  £' 


o 
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4fiümßt'—ß%  sein  soll,  so  mus» 
*L__2l_  werden,  mithin  f-f  oder  ^f--?£. 

Um  also  den  Punkt  im  mittleren  Medium  zu  finden,  dessen  Bilder  in 
den  beiden  Hauptpunkten  sind,  theüe  man  die  Entfernung  zwischen  dem 
zweiten  Hauptpunkte  des  ersten  und  ersten  Hauptpunkte  des  aweiten  Systems 
in  zwei  Theile ,  welche  sieh  verhalten  wie  die  iu  diesen  Hauptpunkten  ge- 
hörigen Hauptbrennweiten  der  beiden  Systeme. 

Da  nun  ausserdem  x  +  £  —  <J  ist,  so  erhält  man 

V.  +  F/     *      Vt  +  Ft- 
Daraus  findet  man  dann  mit  Benutzung  der  Formeln  von  §  303  1. 

x  — r,  §  —  q>x 

JF,  dq>t 


6  —  tpx  —  ¥%y  6  —  q>t  —  Ft' 

Mit  Hülfe  dieser  Wertbe  ergeben  sich  dann  die  Entfernungen  der 
Brennpunkte  des  combinirten  Systemes  von  ihren  Hauptpunkten,  die  den 
Index  h  erhalten  sollen, 

m        SPiFi  mm gpjja 

9>i  +  F«-<>'  V.  +  F.-*' 

Hat  man  die  Haupt-  und  Brennpunkte  gefunden,  so  ergeben  die  For- 
meln der  vorigen  Nummer  die  betreffenden  Entfernungen  der  Knotenpunkte; 
denn  wir  hatten  dort  IL,  —  Ft  und  Kt  — ■  Fr 

Um  die  Knotenpunkte,  unabhängig  von  der  bereits  bestimmten  LagQ 
der  Hauptpunkte,  zu  finden,  benutzen  wir  dieselbe  Figur  mit  anderer  Be- 
deutung. Es  seien  jetzt  a,,a{  (et „aß  die  Knotenpunkte  des  Systemes  A  (B), 
hft  hj  die  Knotenpunkte  des  combinirten  Systemes  und  deren  gemeinsames 
Bild  o  im  mittleren  Medium.  Wenn  dann  die  im  Obigen  eingeführten  F 
und  (p  beibehalten  werden  unter  der  Berücksichtigung,  dass  diese  Entfer- 
nungen sieh  nun  auf  die  Knotenpunkte  beziehen,  so  erhält  man  nach  den 
in  der  vorigen  Nummer  gefundenen  Gleichungen  für  die  Knotenpunkte 

«i  ht  —  r hr  *     «{ ht -*--*— 


x  —  F,  §  —  q>t 

Nach  der  Eigenschaft  der  Knotenpunkte  ist  ferner 
£  =  a1hi=_FL_      ^^c!^     yt 
a        x   =  x  — F,'     a  "~    §   aaJ-9s' 
Da  nun  nach  den  Verhältnissen  aus  2  sein  muss,  wenn  n,  und  n, 
die  Brechungsexponenten  des  ersten  und  letzten  Mittels  sind, 

o  o  i  #     P»F»  n«<jPi 

Di^i  =  nift,  so  ist- sr=t — rr- 

Klein y  Theori«  der  ElasticiUt  etc.  20 
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Ist  aber  v  das  Brechungsverhältniss  im  mittleren  Medium,  so  gilt 
iiiFj  — vF,  und  ntq>i  =  vg>^  also  ist 

; — f""*"^"'  mitknFT=— oder-^—-^— . 

Diess  ist  dieselbe  Gleichung  wie  (*).  Man  wird  demnach  zur  Auf- 
findung der  Knotenpunkte  des  combinirten  Systems  verfahren  wie  bei  der 
Auffindung  der  Hauptpunkte,  nur  hat  man  von  den  Knotenpunkten  der 
einzelnen  Systeme,  nicht  von  den  Hauptpunkten  auszugehen.  Wir  finden 
dann ,  wenn  mit  k,  und  kt  die  Entfernungen  der  Knotenpunkte  von  den 
Brennpunkten  des  combinirten  Systemes  bezeichnet  werden ,  aus  den  hier 

x        f 
resultirenden  Gleichungen  ■=-  —  —  in  Verbindung  mit  %  -f-  £  —  d, 

Nach  der  allgemeinen  Formel  aus  §  303  ist 

k  ■-    xF<        k  —-12s- 
x  — *2  5  — ?>i 

folglich  nach  Einsetzung  der  Werth  für  x  und  £ 

k <*F*  k  ^  .  *  ff» 

Es  werden  daher  die  Knotenpunkte  mit  den  Hauptpunkten  zusammen- 
fallen, also  sein 

F        w 
kj  =  ht  und  ks  »b hs,  wenn  ^*»=-^-i  ist. 

Es  erübrigt  nun  noch,  die  Lage  der  negativen  Haupt-  und  Knoten- 
punkte zu  bestimmen. 

Nach  der  Figur  ist  klar,  dass  hs  der  negative  Hauptpunkt  ist,  wenn 

das  Bild  ß2  an  Grösse  dem  ß1  gleich  ist.  Vergleichen  wir  dann  Fig.  34 

S.  294  damit,  so  finden  wir  f«ih  =  —  hh ,  wenn  f^  die  Entfernung  des  ht 
von  f2  bedeutet.  Dasselbe  ergiebt  sich  nach  der  in  2.  gefundenen  Pro- 
portion für  fn ,  nämlich  fih  =  —  fi*  •  Wie  also  oben  die  Lage  der  posi- 
tiven Knotenpunkte  gefunden  worden  ist,  so  geschieht  es  auch  bei  der 
Bestimmung  der  der  negativen  Knotenpunkte. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  einfache  Construction  zur  Auffindung  der 
negativen  Haupt-  und  Knotenpunkte.  Wenn  man  die  Haupt- 'und  Knoten- 
punkte eines  Systems  gefunden  hat,  braucht  man  nur  symmetrisch  zu  dem 
ersten  (zweiten)  Brennpunkt  die  Entfernung  der  Haupt-  und  Knotenpunkte 
von  diesen  aufzutragen,  um  die  gleich  benannten  negativen  Cardinalpunkte 
zu  finden. 

Die  Untersuchungen  dieser  Nummer  lehren  nun ,  dass  wir  nach  Be- 
ieben entweder  statt  mehrerer  brechender  Systeme  eines  setzen  können 
oder  statt  eines  mehrere  substituiren  können. 
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4«  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  der  vorigen 

Nummer. 

Jedes  der  beiden  mit  einander  verbundenen  Systeme  bestehe  nur  aus 
einer  einzelnen  Kugelfläche.  Seien  rt  und  rt  die  Halbmesser  derselben* 
i  ihr  Abstand  von  einander,  nt,  nt,  n8  die  aufeinander  folgenden  Brechungs- 
exponenten,  dann  ist  nach  §  303  1. 

F  xx=    P>r'        F  —    n>r> 


n4  r2  n8  r, 

yi      n,  — n,     ™      n8  —  n, 
Wenn  nun  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 
N  — ns(ns— nt)Tt+nt(n%  — nt)r8— (n,— na)(n2— nt)d, 
so  ergeben  sich  für  die  Hauptbrennweiten,  d.h.  für  die  Entfernungen  der 
Brennpunkte  von  den  Hauptpunkten 

f       "i  niriri      r  _£iJ!lLJj 

!>  N        '      »  N       ' 

und  für  die  Entfernung  der  Hauptpunkte  von  den  brechenden  Flachen 

_nt(nt  —  n8)drt  n8(n,  — n,)Jrt 

nt—  R  ,    as  N 

Die  Entfernung  der  Hauptpunkte  von  einander  ist 

H       *  (nt  —  n.)  (n8  —  nj  (rt  —  r,  —  S) 
H-d R . 

Ist  d  eine  zu  vernachlässigende  Grosse,  so  wird 

h,—  ht  =  H  —  o. 

tmm p.  r,  r» f_ p»ri  r» 

1      (n,  —  nt)  r, +(n,  —  n.)  r, '      *      (n,  —  nt)  r,  +  (n,  —  n.)  rt" 

Ist  ausserdem  r,  =  r, ,  so  ist 

f  _    n«r»        t  —    n»ri 
n8  — n,       *      n8  —  nt 

Die  hier  erhaltenen  Werthe,  welche  also  von  n,  unabhängig  sind,  sind 
dieselben  wie  F,  und  Fs,  wenn  n,  ersetzt  wird  durch  n,.  Die  Brenn-  und 
Hauptpunkte  sind  also  dieselben,  als  ob  nur  eine  brechende  Fläche  vor- 
handen wäre. 

Ist  das  erste  und  letzte  Mittel  dasselbe,  also  n,  —  n8,  so  fallen  nach 
der  am  Ende  von  3.  aufgestellten  Bedingung  die  Knotenpunkte  mit  den 
Hauptpunkten  und  ebenso  die  negativen  gleich  benannten  Cardinalpunkte 
zusammen  und  es  ist  x 

f  —f  = nintrtr2 

Ij        *      (n,  -  nt)  [n,  (rt  -  rt)  +  (nt  -  n.)  <5]  • 

Die  Gleichheit  dieser  beiden  Werthe.  bedeutet,  dass  es  bei  Linsen  in 
diesem  Falle  gleichgültig  ist,  welche  der  Flächen  wir  dem  Lichte  zuwenden, 

20* 
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dass  die  Lage  der  Bilder  nicht  durch  eine  Aenderung  der  Linsengteilung 
geändert  wird.     Die  anderen  Grössen  werden  dann 

h üiii r3,  h,-  "^ 


,(',—  ',)  +  (»,—  ■>,)<''      '  n,(r,  — r,)+(n,  — n,)J 

(.,  — n,)«  +  r,  — r,) 
.('■—■■,)  +  («.—»,)«' 

(5  =  o,  so  ist 


ä  —  4- 


f,  — '.  —  r 


<«, 


Die  letzteren  Formeln  geben  dann  nach  $  303. 

wenn  sich  die  b  und  d  auf  die  Hauptpunkte  beziehen,  oder 

d  n,  nt  r,  r, 

d((n,  —  n,)  [b,  r,  —  at  r,-f-(n,  —  n,)  <J]J  —  n,  n,  r,  r,' 
Die  Lage  der  Bildpunkte  ist  demnach  durch  die  der  Hauptpunkte  und 
Hauptbrennpunkte  vollständig  bestimmt;  wir  können  sie  also  berechnen 
und  auch  durch  Construction  bestimmen. 

Eine  einfache,  immer  anwendbare  Construction  liefert  die  Gleichung  (*}; 
denn  dieselbe  lässt  sich  bringen  auf  die  Form  d :  d  —  fj  =  b  -.  f  ,  Sind 
nun  an  Fig.  39  H,  und 
H,  die  Hauptpunkte,  also 
durch  dieselben  die 
Hauptebenen  gelegt,  F,, 
F,  die  Brennpunkte  und 
A  ein  auf  der  Aie  liegen- 
der leuchtender  Punkt. 
"  alsoAH,=d,  F.H.— f, 
und  AF,=d— f(.  Man 
errichte  in  A  senkrecht 
auf  F,F,  AB=d-f, 
und  mache  H,  C  =  r, 
=  H,  F,  und  liebe 
C  A,  U  B  H„  so  ist  A,  der  gesuchte  Bildpunkt  von  A. 

Zu  bedenken  hierbei  ist  nur,  dass ,■  wenn  wir  finden  wollen  das  Bild 
eines  Punktes  a,  der  zwischen  F,  und  der  Linse  liegt,  wir  d  —  f,  negativ 
haben.  Wenn  also  vorhin  das  positive  d  —  f,  nach  oben  aufgetragen  war. 
so  muss  jetzt  d  —  f,  nach  unten  aufgetragen  werden.  Im  Uebrigen  ändert 
sich  die  Construction  nicht,  aber  man  erkennt  leicht,  dass  nun  der  Bild- 
punkt von  a  auf  derselben  Seite  liegt,  nämlich  in  «,. 
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Liegt  der  leuchtende  Punkt  außerhalb  der  Axe,  z.  B.  in  a,  ao  finden 
wir  einfach  seinen  Bildpunkt,  da  die  Knotenpunkte  mit  den  Hauptpunkten 
zusammenfallen,  indem  wir  in  At  auf  FtF,  eine  Senkrechte  errichten  und 
durch  H2  eine  Linie  parallel  a  H,  zeichnen.  Der  Schnittpunkt  at  dieser 
toteren  Linie  mit  der  in  A,  errichteten  Senkrechten  ist  der  gesuchte 
Bildpunkt  von  a. 

Eine  allgemeine  Untersuchung  über  die  ausfuhrbaren  Constructionen 
befindet  sich  am  Ende  von  8. 


5«    Anwendung  der  Formeln  auf  Sammellinsen. 


Wir  setzen  hier 


n  >  1  und  d  kleiner  als  jeden  der  beiden  Krümmungsradien. 

1)  Für  die  biconvexe  Linse  ist  r,>  0,  ra<  0,  also  erhält  man,  wenn 
mit  r,  und  rt  die  absoluten  Werthe  der  Habmesser  bezeichnet  werden, 

f       *  — Pr>r« 

1       *      (ä  — l)[Ä(r,  +  r,)  — (n— l)d] 
oder 

f,        1,  \r,        r,       nr,r4     / 

h <*£i h  =  <K 

n,  —  (n  —  1)(5  —  n(rt  +  rt)'      a      (n  -  1)  d  -  n  (rt  +  rj' 

Die  Untersuchung  dieser  Werthe  giebt  wegen  der  für  ö  gemachten 
Annahme,  dass  ht  und  h2  negativ  und  dass  deren  absolute  Werthe  kleiner 
als  d  sind.  Daraus  geht  hervor,  dass  beide  Hauptpunkte  innerhalb  der  Linse 
liegen.   Da  ferner  der  hierher  gehörige  Werth  von  H  Fig  40 

positiv  ist,  so  muss  h,  vor  hs  zu  liegen  kommen.   Die 
Lage  der  Brennpunkte  ist  bestimmt  dadurch,  dass  die 


Brennweite  immer  positiv  wt.  jp \]        y% 

Figur  40  zeigt  den  hier  betrachteten  Fall. 
2)  Für  die  planconvexe  Linse  ist 

ri>0,  ra  — —  oc, 
oder 

r,  — ■  oc,  ra  <  0, 

wo  diese  letztere  Annahme  eine  Linse  giebt,  deren  Lage  der  vorigen  ent- 
gegengesetzt ist. 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  giebt 

l  =  i-«(n-l)f  oder  (n  — l)f . 

A  S 

h,  =  0,  h2=« oder  h,«=  —  -~,  ha  —  0. 

*  n  n 
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Fi*- 41*  Es  liegt  mithin  immer  der  eine  Hauptpunkt  in 

dem  Scheidel  der  convexen  Fläche  (Fig.  41),  der  andere 

im  Innern  der  Linse,  und  zwar  —  von  der  ebenen  Fläche 

n 

entfernt.   Wenn  die  Linse  optisch  dünner  ist  als  das 

umgebende  Mittel,  so  liegt  dieser  Hauptpunkt  ausserhalb. 

3)  Für  die  concavconvexe  Linse  ist 

ri>0,  r2>0     und    r,<r2, 
oder  bei  entgegengesetzter  Lage 

Ti<0,  r2<0     und    r,>r2. 
Dann  haben  die  f„  fs,  h„  h2,  wenn  wir  die  erste  Lage  nehmen,  die  in 
Nummer  4.  angegebene  Form.   Die  Brennweite 

ft  =  f2  ist  22  oü  je  nachdem  n  (r2  —  rt  +  d  ^  <$  ist, 

und  dann  ist 


hi 


o 

oo 

0 


la 


—  oc  und  H 
o 


o 

oo 

0 


Die  hier  in  Parenthese  stehende  Grösse  r2  —  rt  -f-  S  ist  aber  der  Ab- 
stand des  Krümmungsmittelpunktes  der  zweiten  Fläche  von  dem  der  ersten 
nach  hinten  gerechnet.    Die  Figuren  42,  43,  44  veranschaulichen  die  Lage 

der  betreffenden  Cardinalpunkte ,  wo  c,  c2  die 
Krümmungsmittelpunkte  bedeuten. 

Aus  den  hier  angestellten  Einzelbetrach- 


Flg.  42. 


JTKV 


c< 


Fig.  43. 


Ä* 


Fig.  44. 


°X^%   tungen  geht  hervor,  dass  das  gemeinsame  Merk- 
mal der  Sammellinsen  ist,  dass  die  Brennweite 
einen  positiven  Werth  hat  und  nicht,  wie 
durch  den  Fall  Fig.  44  deutlich  wird,  dass 
die  Linsen  am  Rande  dünner  sind  als  in 
der  Mitte;  denn  es  werden  bei  einer  Linse 
(Fig.  44)  parallel  einfallende  Lichtstrahlen, 
die  z.  B.  von  links  kommen,  so  in  diver- 
gente verwandelt,  als  ob  sie  von  F2  kämen. 
Vergleiche  damit  §  305. 

Wenn  wir  demnach  unter  Berück- 


e4   c* 


C4  cz  hxh4  ,  gichtigung  der  Dicke  der  Linse  die 
Bilder  von  leuchtenden  Gegenständen 
durch  Construction  finden  wollen,  so  müssen  wir  erst  die  Hauptbrenn- 
punkte, Hauptpunkte  und  damit  die  Knotenpunkte  bestimmen,  dann  nach 
den  Eigenschaften  der  durch  diese  Punkte  gehenden  Strahlen  die  in  der 
vorigen  Nummer  schon  besprochene  Construction  oder  eine  aus  8.  ausführen. 

6«    Verbindung  mehrerer  Linsen. 

Obgleich  in  3.  die  allgemeinste  Erörterung  über  die  Zusammenstellung 
mehrerer  Systeme  zu  einem  gegeben  ist,  so  sollen  doch  hier  in  der  Kürze 
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die  Formeln4)  aufgestellt  werden,  von  denen  häufig  in  dioptrischen  Unter- 
suchungen ausgegangen  wird.  Seien  gegeben  mehrere  Linsen,  deren  Brenn« 
weiten  durch  flf  fs . . . .  bezeichnet  werden  mögen.  dl%y  dtv  <$«•••  seien  die 
Entfernungen  der  Linsen  von  einander,  d,  die  Entfernung  des  leuchtenden 
Punktes  von  der  ersten  Linse,  b,  die  Entfernung  dessen  Bildpunktes  von 
der  ersten  Linse,  bsdie  Entfernung  des  Bildpunktes  dieses  Punktes  von  der 
zweiten  Linse  u.  s.  f.    Dann  hat  man 


b,+  d    f,'    b,+ 

Hithin 

b  -    J 

1 

1 

1 
1 

1 
1 

1 

d 
1 

1 

1           r 

1 

1        1 

'•     K 

1 

1 

h«       f, 

bi  -  i     i ' 

b-       1 

v-  i       i 

1                  ! 

/ 

b>~  1             1 

"  1           1 

'•     K- 

U           *M  —  D« 

-  JL  u.  s.  f  . 

Es  ist  nun  leicht  daraus  abzuleiten 

1 


f, 


1 

1 

f, 

*u- 

1 
1 

1 

f, 

3» 

— 

1 

1 

f, 

1 
b. 

und 


Diese  beiden  Werthe  seien  geschrieben 

bs=~\V  *"'  V  '"'  V  V 

d  =  (£>    <>,„    £,    *«,    ■£,  b,J 


(1.) 


(2.)- 


Setzen  wir  nun,  da  b,  eine  algebraische  Function  von  d  und  umge- 
kehrt d  von  b,  ist, 

*)  Mdbios,  CreUe  V. 
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A  +•  »d  ■+■  €bs  -+*  Mb,  —  0 , 
wo  ehe  A,  B,  C,  D  sich  folgendermasaen  bestimmen 

d— 0,   so  ist  w  —  (±,    d,„    j-,    o\a)  —  A  +  Cb5, 

d— *,  „  „  b?— (i,    dla,   f,    d„,   -ij—B  +  Db?, 
b3  —  0,    „  „  *  —  (■£-.    '«.   -p    O  =A  +  Dd', 

b,-oc,  „  „  d"— (i-,    <J„,    -p,    <*„,    -L)=C  +  Dd". 
Hieraus  bestimmen  sich  die  A,  B,  C,  D,  so  dass  man  endlich  erhält 

d-b--(M)  *-(f  "i)  b-+({^XW)'-°- 

wobei  die  Abkürzung  leicht  zu  übersehen  ist. 


7.    Allgemeine  analytische  Bedingung  für  die  Lage  der 

Brennpunkte.*) 

Wenn  £,  t],  £  die  Coordinaten  des  Brennpunktes  sein  sollen,  so  müssen 
benachbarte  Strahlen  durch  diesen  Punkt  gehen.  Seien  nun  A  und  B  zwei 
von  einem  Punkt  ausgehende  benachbarte  Strahlen,  die  nach  beliebig  vielen 
Brechungen  an  beliebigen  brechenden  Flächen  von  continuirlicher  Krüm- 
mung in  dem  Punkte  £,  97,  £  zusammenkommen.  Die  optischen  Längen  dieser 
Strahlen  seien  durch  xp  und  xp+Jxp  ausgedrückt.  Nach  den  in  §  298, 2.) 
eingeführten  Bezeichnung  ist  dann,  wenn  wir  die  optischen  Längen  aus- 
drücken als  Funktionen  der  verschiedenen  Jx  und  z/y,  also  die  betreffenden 
z/z  durch  die  Gleichungen  zwischen  den  x,  y,  z,  welche  die  brechenden 
Flächen  bestimmen,  eliminirt  haben. 

,     ^               ,    dxp   .      ,    d  xp    .  ,    d  xp    . 

xp  +Jxp  =xp  +  ^^*t  +  3 x  ^2 +  'dxJXm 

+  *yt    y,+^   y2''*  +  £ym   ym' 

Nachdem  in  §298  erörterten  Brechungsgesetz  sind  die  xpwwA  xp+Jip 
folgenden  Bedingungen  unterworfen: 
1)  Für  den  ersten  Strahl  A  oder  xp: 


t\  ~      VF«  *s  — "~ "  VF«         •    •    •      r\  """"-  Vf. 

öy,  <3y2  dym 

2)  Für  den  zweiten  Strahl  B  oder  xp+Jxp  müssen  diese  Gleichungen 
gelten,  wenn  überall  statt  xp  gesetzt  wird  xp  +  dxp.   Diess  führt  dann  mit 


*)  Heimholte  a.  a.  0.  §  19. 
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Berücksichtigung  der  eben  aufgestellten  Bedingungen  zu  folgenden  Glei- 
chungen: 

0 

Dieses  Gleichungssystem  vereinfacht  sich  wesentlich,  wenn  man  be- 
denkt, dass  in  dem  Ausdruck  von  xp,  die  aufeinander  folgenden  1  immer 
sich  so  bilden,  dass  nur  in  den  unmittelbar  auf  einander  folgenden  solche 
JiuuAJy  vorkommen,  die  sich  in  Bezug  auf  dielndices  um  1  unterscheiden. 

Es  werden  demnach  alle  Grössen  von  der  Form 

d*ip  d*\p  d*ip 

dxndyb'         öxgdXb1         dyac?yb 
verschwinden,  wenn  die  Differenz  der  Grössen  a  und  b  grösser  als  1  ist. 

Dieses  System  von  2  m  Gleichungen  enthält  zunächst  die  2  m  Unbe- 
kannten z/Xp^yp^x,,  z/y2...z/xn  Jym,  durchweiche  die  dem  A  benach- 
barten Strahlen  B  bestimmt  werden,  welche  durch  den  gemeinsamen  Punkt 
£'  ty  £  gehen.  Diese  Grössen  können  nicht  alle  =0  sein;  denn  sonst  wür- 
den die  beiden  benachbarten  Strahlen  zusammenfallen.  Dividiren  wir  dem- 
nach die  2  m  Gleichungen  0  durch  eine  der  nicht  gleich  Null  werdenden 
Unbekannten,  so  erhalten  wir  2m  Gleichungen  mit  nur  2m — 1  unbekannten 
Quotienten.  Die  Elimination  dieser  Unbekannten  giebt  dann  eine  Gleichung, 
der  die  Coordinaten  des  Brennpunktes  unterworfen  sein  müssen.  Diese 
Eliminationsgleichung  ist  aber  nach  bekannter  Bezeichnung 

+  >j  y»       a>       a>  &ip        d*ip 

~~  ^idxt  dxx     5y,  dyt     c^öx,  dxmdxm     dym  dym^ 

8.   Constructionen. 

Im  Lehrbuch  ist  eine  näherungsweise  Construction  des  Bildpunktes 
von  einem  leuchtenden  Punkt  angegeben  und  in  4.  findet  sich  eine  genaue 
für  irgend  ein  System.  Es  leuchtet  ein,  dass  nach  Aufstellung  der  5  Paare 
von  Cardinalpunkten  verschiedene  Arten  von  Constructionen  möglich  sind. 
Aus  der  in  4.  geht  hervor,  dass  zwei  Paare  von  Cardinalpunkten  hinreichen. 
Die  betreffenden  Punkte  sind  im  Früheren  bezeichnet  worden  mit  F,,  Fs; 
H,,  H,;  K,,  K,;  H,,  Hs;  R„  Ka.  Es  würden  demnach  sich  zehn  verschie- 
dene Constructionen  angeben  lassen,  wenn  man  je  zwei  der  betreffenden 
Punktpaare  combinirte,  aber  nur  die  folgenden  sechs  sind  einfach: 
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1.)  F„  F,  und  H„  H 


2» 


2.) 

F„ 

F, 

*» 

K,, 

K,, 

3.) 

F„ 

F, 

51 

H„ 

H„ 

4.) 

F„ 

F, 

11 

K„ 

K,, 

5.) 

H„ 

H, 

>? 

H„ 

H„ 

6.) 

K„ 

K, 

?» 

K„ 

K,. 

Die  sich  hieraus  ergebenden  Constructionen  für  Punkte  ausserhalb  der 
Axe  seien  durch  einzelne  Figuren  erläutert,  an  denen  ausser  den  schon 
oft  gebrauchten  gemeinsamen  Bezeichnungen  folgende  eingeführt  sind: 
L  bedeutet  den  leuchtenden  Gegenstand  und  B  dessen  Bild ,  die  eintre- 
tenden Strahlen  seien  e,,  e2  und  die  entsprechenden  austretenden  a,,  ar 

Fig.  45.  Fig.  46. 


et    A* 

\      Hi 

5\ 

B 

ct 

Cx     °>t 

1)  Fig.  45.  e,  || der  Axe,  also  muss  a,  durch  F2  gehen.  Ein  zweiter 
Punkt  A2  für  at  ist  gefunden  dadurch,  dass  H,A,asHtAs  sein  muss. 
a,  muss  parallel  der  Axe  sein,  da  es  durch  F,  geht,  und  H,  C,  =  H2  Cr 

2)  Fig.  46.  et  ||a1 .  a2  muss,  da  e2  parallel  der  Axe  ist,  durch  Fs  gehen, 
die  Richtung  von  a2  ist  dann  so,  dass  Z-AjFjK,  =  Z.A2F2K2  ist;  denn 
es  muss  sein  nach  2.  Kj  Aj :  K2  A2  =  nm+i :  n„  d.  i.  =  F,  K, :  F2  K2. 

Fig.  48. 


3)  Fig.  47.  a,  muss,  da  e,  parallel  der  Axe  ist,  durch  F2  gehen  und  ist 

weiter  bestimmt  durch  Hj  Aj  =  H2  A2.    a2  muss ,  da  e2  durch  Ft  geht,  pa- 

rallel  der  Axe  sein  und  ist  weiter  be- 
stimmt durch  H,  C,  =  H2  C2. 

4)  Fig.  48.  a,  ist  bestimmt  dadurch, 
dass  K,  E  K2  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  ist,  also  sind  die  Winkel,  welche 
ejimd^mit  der  Axe  bilden,  Supplement- 
winkel. a2muss  gehen  durch  Fs,  ferner 
muss  sein  Kt  A, :  K2  A2=nm+i  :ni,  und 

diess  ist  erreicht,  wenn  F2A2  ||  AiFl  construirt  ist;  denn  nach* 2.  ist 


Bilder  durch  Zerstresnngilinaen.   (|  305.) 


315 


Fig.  60. 


alttolut  K, :  K,  =  F,K, :  Fs  Kt  «■■  nn+i :  nt  und  diess  ist  nach  der  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke  =  K,  At :  Ks  At. 
5)  Fig.  49.    a,  ist  bestimmt  da- 


durch, dass  H1C1=H2CrH1A1— H^. 
Auf  dieselbe  Art  ist  as  constrairt. 
6)  Fig.  50.   Hier  ist  e,  ||  a,  und 


e„  a,  bilden  ein  gleichschenkliges  Dreieck. 


Bilder  durch  Zerstreuungslinsen.    (§  305.) 

Bilder  bei  Concavlinsen  unter  Berücksichtigung  der  Dicke. 

Die  hier  anzustellende  Untersuchung  geht  wie  in  §  304,  5.  aus  von 
den  Formeln  §  304,  4.  Mit  Beibehaltung  der  dort  eingeführten  Bezeich- 
nung erhält  man : 

1.  Für  biconcave  Linsen  ist  r,<0  und  r2>0,  mithin,  wenn  n  statt 
n„  n„  n3  eingeführt  wird, 


i,  ^«  i, 


-nr.r, 


oder 


V 


(■  — lfnfr.  +  rJ+C»  —  1)]*' 

*       *  („_1  (i+±+<JLzili\ 

f,       fs  \"f.       *.         nr.r,   / 

dr,  u  _  <Jr, 


,    h,  =  — 


n  (r,  +  r.)  +  (n  —  1)  <T    u*  „(!•,+,■,) +  (n— 1)«T 


Fig.  51. 


4      Z\ 


Die  Hauptbrennweiten  sind  also  negativ.  Beide 
h  sind  negativ,  und  durch  eine  Vergieichung  der 
Werthe  h, ,  ht  mit  d  findet  man ,  dass  beide  Haupt- 
punkte innerhalb  der  Linse  liegen.    Da  H  positiv    " j~~ 
ist,  so  hegt  h,  vor  h2.  (Fig.  51.)  

2.  Für  planconcave  Linsen  ist  r,  <  0  und  r,  =  oo  oder  r,  = —  oo, 
r2  >  0  und  damit 

f,  =  ft-:-(n-l)i-, 
also  negativ, 


n 


oder 


ht  =  0,    ha  =  — 

ht  fällt  also  in  die  Grenzfläche.  (Fig.  52.) 
3.  Für  convexconcave  Linsen  ist 
r,>0,    r2>0,    r,>r2 


i\<0,    r2<0,    r^r,. 
Betrachten  wir  den  ersten  dieser  Fälle.   Es 


Fig.  52. 
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ist  fj  =  ff  S  oo  je  nachdem  n  (<J  +  r2  —  ri)  <  ^  ist  und  dem  entspre- 


chend wird  dann  h, 


o 

oo 

Ü 


h2  =  —  oo  . 


Es  würden  also  auch  hier  wiederum  wie  §  304,  5  3.)  drei  Fidle  zu 


unterscheiden  sein ,  so  dass  also  auch  r,  >  0, 

Fig.  53. 


r2  >  0  und  r,  >  r,  eine 
Sammellinse  geben  könnte. 
Es  ist  also  mit  Berücksich- 
tigung von  §  304,  5.  das 
gemeinsame  Merkmal  der 
Zerstreuungslinse  die  ne- 
gative Hauptbrennweite. 
Wie  man  dann  die  Bilder 
von  leuchtenden  Gegen- 
ständen findet,  ist  an  Fig.  53  gezeichnet  Es  bedeutet  an  derselben  Aa  den 
Gegenstand  und  At  a,  dessen  Bild. 


Die  sphärische  Abweichung.    (§  306.) 

1.    Gleichung  der  Brennlinie. 

Das  Problem  der  Brennlinie  lässt  sich  wie  folgt  ausdrücken.  Sei  ge- 
geben eine  Curve  C,  die  von  zwei  Systemen  A  und  B  continuirlich  auf  ein- 
ander folgenden  Geraden  geschnitten  wird.  Wenn  nun  beide  Systeme  so 
beschaffen  sind,  dass  je  zwei  Gerade  a,  b  aus  beiden  Systemen,  welche  sich 
in  einem  Punkte  m  der  Curve  C  schneiden ,  mit  der  Normale  in  m  Winkel 
bilden,  deren  Sinus  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen,  so  ist,  wenn 
das  System  A  gegeben  ist,  zu  berechnen  die  einhüllende  Curve  des  SystemesB. 

Sei  gegeben  die  Curve  C  in  rechtwinkligen  Coordinaten  durch  die 
Gleichung  y  =  f(x),  das  System  A  durch  v\ — y=a  (£ — x)  und  das  System 
B  durch  rj  —  y  =  a  (§  —  x),woij,  §  die  laufenden  Coordinaten  sind  und 

x,  y  die  des  Punktes,  in  dem  die  Cum  C 
geschnitten  wird,  ferner  sei  i  der  Einfalls- 
winkel, r  der  Brechungswinkel  und  n:n' 
das  constante  Sinusverhältniss,  so  dass  gilt 
n'  sin  i  =  n  sin  r.  (1.) 

Es  ist  nun  nach  Fig.  54 : 

sin  i  —  sin  (x  —  q>),  sin  r  =  sin  (x  —  V>), 

=  sin  x  c08  <P —  C0SX  8"*9>'  =  sin  %  cos  \p —  cos  ^  sin  ^.  (2.) 

Nach  der  oben  eingeführten  Bezeichnung  ist 


Fig.  54. 
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tag?— a,  tag^r  —  o,  tag*  — — -j- 


dy' 


a                               a 
sina?«  —        _,    -sin  ifr  —    , ,     8iny«> 

*      j/l+a«  ^      j/l  +  o1 


|/©' 


—  - « 


+1 


dy 
1,1  dx 

CftSm  — — x ,     COS  U>  —  -=^=s,      CO»*"" — _    ,  ,  ■: . 

7T+P        v    »/TT?  l/T^V+i 

Diese  Werthe  in  (2)  eingesetzt  geben 


Mit  Hülfe  dieser  Werthe  geht  (1)  über  in 


n' 

l  ri-r  I  I  rtT  # 

(3.) 


-  (' +j{)  |    .  (. -HJQ 

|/l+af  1/1+^ 

Aus  dieser  Gleichung  (3)  können  wir  die  Unbekannte  a  durch  a  aus- 
drücken, so  dass  also  das  System  der  Geraden  B  bekannt  ist  und  damit 
dann  nach  den  Lehren  von  den  Einhüllenden  deren  Schnittpunkte  d.  h.  die 
Brennlinie.  Diese  angefangene  Rechnung  soll  nun  an  einigen  Beispielen 
durchgeführt  werden. 

2«   Die  brechende  Linie  sei  ein  Kreis, 

a)  Unter  sich  parallele  Strahlen  fallen  auf. 

Der  Anfang  unseres  Coordinatensystems  liege  in  dem  Mittelpunkte  des 
Kreises  und  die  Abscissenaxe  sei  der  gegebenen  Richtung  der  einfallenden 
Strahlen  parallel. 

Die  Gleichung  des  Kreises  ist  y*  -f-  x1  —  r1,  mithin  wird 

dy x# 

di~       y; 
ferner  ist  a  =  0,  mithin  geht  (3)  über  in 

i-«i 

n'  — n  y 


Wir  können  nun,  statt  a  erst  aus  dieser  Gleichung  zu  berechnen,  aus 
derselben  und  der  allgemeinen,  Gleichung  für  B  die  Grösse  a  eliminiren. 

Es  ist 

a«5 — I    mithin 
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n'V(S  — x)'  +  fo  — T)'  — n[(|  — i)y-(,-y)x]y. 

J 

Benutzen  wir  dann  die  Gleichung  x*  +  y*  =  r1,  so  erhalten  wir  nach 
Multiplication  mit  y 

»     n'y^f  +  ^  +  r*  —  2x£  —  2yi?  =  n(§y  —  i?x). 

Setzen  wir  x  =  r  cos  t,  y  =  r  sin  t,  wo  t  jeden  beliebigen  Werth 
annehmen  kann,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

n' l^S1  + 17*  +  r2  —  2r|  cos  %  —  2rw  sin  %  —  n  (£  —  ncosr).    (4.) 
Um  nun  die  einhüllende  Curve  zu  finden,  müssen  wir  nach  r  differen- 
ziren.    Dies  giebt,  wenn  wir  zuerst  beide  Seiten  der  obigen  Gleichung 
quadriren, 

n,2r  (§  sin  %  —  r]  cos  t)  =  n*  (|  —  rj  cot  t)-t*- 


oder 
also 


sin  t 
nM  r  sin  *%  (|  sin  %  —  rj  cos  t)  =  n1  (£  sin  t  —  i/  cos  t)  17, 

3 

sin  «• 


-K£- 


Die  Substitution  dieses  Ausdrucks  in  (4)  giebt  dann 

3 3 } 

fcn*  —  n»)r  +  20/n'<ra  —  \/n*rf)  §  — 

3 

als  Gleichung  der  gesuchten  Brennlinie. 

b)  Die  einfallenden  Strahlen  gehen  von  einem  Punkt  aus.  Man  lege 
wie  vorbin  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  das  rechtwinklige  Coordi- 
natensystem,  so  dass  die  Abscissenaxe  durch  den  Ausgangspunkt  der  Strahlen 
geht,  der  sich  in  der  Entfernung  e  vom  Coordinatenanfang  befindet 

Es  ist  mithin  das  System  A  gegeben  durch 

t]  —  y  —  — —  (£ —  x),    folglich  a y 


x  —  e  x  —  e 

Die  Gleichung  des  Systemes  B  ist  demnach 

Eine  Benutzung  dieser  Formel  befindet  sich  in  §  294,  3. 

8.    Die  brechende  Linie  ist  eine  Gerade. 

Die  beide  Mittel  trennende  Gerade  sei  die  x  Axe  und  die  y  Axe  gehe 

dv 
durch  den  leuchtenden  Punkt,  es  ist  also  —=0,  Wenn  ferner  h die Ent- 

dx 
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ferming  des  leuchtenden  Punktes  Ton  der  brechenden  Linie  ist,  so  sind  die 

Gleichungen  der  Systeme  A  und  B 

rj  —  cot  i  (§  —  x),  also  für  £  —  0,  h  —  cot  i  x, 
rj  um*  cot  r  (£  —  x). 
Es  ist  also  . 

a  —  cot  i  ■— , 

x 


Qumx  cot  r— »^ . 


Dies  in  (3)  substituirt  giebt 

-%y  oder 


j*  n1 


n"x*  n'(g  — x)1 


(5.) 


x»  +  h»       (g— xf  +  q«- 
Diese  Gleichung  ist  nun  nach  der  Lehre  von  den  Einhüllenden  nach 
x  zu  differenziren.   Es  folgt  zunächst 


n'*  x1 

"^lä?  "■ ? [x*  (nff  ~  n'}  ~  *  nlhl]  (l  ~  x)' 

Diess  nun  gleich  Null  gesetzt  giebt 

(nn  —  n^x»  —  n"h*£.  (7.) 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  muss  x  entweder  aus  (5)  oder  aus  (6)  eli- 

minirt  werden. 

£  aus  (7)  berechnet  giebt 

Dadurch  wird  (6) 

[(n'-n")x'-n"h']'      . 

'  nV^h1  '  (  ' 

Aus  (8)  und  (9)  folgt  endlich 

x—     n'  h      A     (n*  +  n«)x*_ n«h«  —  —  n^hV- 
(n*  —  n")* 
Hieraus  ergeben  sich  zwei  Ausdrucke  für  x*,  durch  deren  Gleichsetzung 

sich  die  folgende  Gleichung  der  gesuchten  kaustischen  Linie  ergießt 

n'f  hf  n'f    hf 

Diess  ist  die  Evolute  einer  Ellipse.   Die  erste  Axe  dieser  Ellipse  fällt 

mit  der  vom  strahlenden  Punkte  auf  die  brechende  Gerade  gefällten  Senk- 
rechten zusammen.   Ein  Brennpunkt  dieser  Curve  ist  der  strahlende  Punkt. 

4.    Sphärische  Abweichung. 

Wie  in  §  294  haben  wir  zu  unterscheiden  eine  Längen*  und  Seiten- 
abweichung. 
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1*  Längenabweichung.   Den  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  bilden 

die  Gleichungen  des  §  303.  Nach  den  Bezeichnungen  an  Fig.  35  S.  295  ist 

d  +  r 
sin  a  =  n  sin  ß,  (a)       sin  a  =  — ■ —  sin  qp,  (b) 

wo  g>  für  Z.  sac  gesetzt  wird.   Daraus  haben  wir  gefunden  fflr  centrale 

Strahlen 

ndr 

naasd(n  —  1)— r* 

Wenn  wir  uns  aber  die  dort  angenommene  Vernachlässigung  nicht 

gestatten,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Dreieck  a'cs  die  genauere  Formel 

i    a  ,  r  sin  /? 

u  +  ^u=  *+-r-r- -f #:,    (c) 

sin  (a  —  (p  —  p) 

wo  Jxx  den  Unterschied  des  .wahren  und  genäherten  Werthes,  d.h.  die  ge-  * 
suchte  sphärische  Längenabweichung  im  zweiten  Mittel  bezeichnet. 

Um  nun  einen  angenäherten  Ausdruck  dieser  Abweichungen  Ju  zu 
erhalten,  benutzen  wir  die  bekannten  Reihen: 

x»  x* 


sin  x  =  x  —  — — -  + 


1.2.3  '   1.2.3.4.5 


•  •  *  » 


x  =  sin  x  +  s-Tq  sin3x  +  — -j — -  sin5x.. . 

und  nehmen  an,  dass  der  L~(p  immer  noch  so  klein  sei,  dass  die  vierten 
und  höheren  Potenzen  des  sin.  gegen  r  vernachlässigt  werden  können. 
Schreiben  wir  zur  Abkürzung  d  +  r  =  c,  so  ist  nach  (b)  und  der  ersten 
Reihe 


™0-7(*--dri)" 


Setzt  man  diesen  Werth  von  sin  a  in  die  zweite  Reihe,  so  erhält  man 
bei  derselben  Vernachlässigung: 

c  q>      c  (c2  —  r*)    ,      ,                      c  —  r       ,   c  (c*  —  r1)    . 
«  —  - fH gl3- ^    °der  «  — 9>— p-<H e?- ^ 

Nach  (a)  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  schon  gefundenen  Werthe 
•     o       T  (  V*    \        i    *      C(P  i  c(c2  — r*n*)    s 

r       nvy       1.2.3/  r       rn   '        6r*na       y 

Daraus  findet  man  dann  den  Nenner  von  (c),  da  nun  ist 

also  nach  der  ersten  Reihe 

sro(a  —  <p  —  /*)«  -^ — <p 

+  673-i{3c*  (n  —  1)  +  3c*r  (n  —  l)f  —  4n  (n  —  1)  c i^  +  nVU'. 

Nach  Ausführung  der  Partialdivision ,  Wiederherstellung  des  Werthes 
d  +  r  und  einfacher  Transformation  erhält  man 
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„,.„  n<»r  d(d  +  r)»(a  — l)(d4.n  +  lrT_, 

^  (n  — l)d  — r  2nr(n  — ld  — r)f  y 

und  daraus,  da  sin  /L  s  a'c  —  — ; — „  ^    ■  ist, 

u-f-^u — r 

Es  mag  bemerkt  werden ,  dass  dieser  Werth  übereinstimmt  mit  dem 
nach  einer  anderen  Methode  gefundenen  von  §  303,  4.,  wenn  dort  einge- 


y 

wird  tg  <p  —  jr  oder  y  •—  d  q>. 


führt 

Bei  Betrachtung  dieses  Werthes  finden  wir  eine  Bestätigung  des  Resul- 
tates von  §  303,5 ;  denn  erstens  ist  diese  Abweichung  — »0,  wenn  d+r—0, 
d.h.  wenn  die  Strahlen  nach  dem  Mittelpunkt  convergiren,  dann  aber  auch, 

wenn  d-f-n  +  lr«0  oder  n r  —  —  (d  +  r)  ist.  Wenn  nun  auf  das 
Vorzeichen  des  d  und  r  geachtet  wird,  d.  h.  wenn  r  >  0  ist,  so  muss  d  ne- 
gativ sein,  und  wenn  r  <  0  ist,  so  muss  d  positiv  sein,  damit  der  Gleichung 
genügt  wird,  so  erhält  man  für  beide  Falle,  mit  r  und  d  die  absoluten  Grössen 
bezeichnet,  n  r  =  d  —  r.  Da  nun  d  —  r  die  Entfernung  des  Mittelpunktes 
von  dem  Lichtpunkte  ist,  so  ist  diese  Bedingung  übereinstimmend  mit  def 
dort  gesagten,  dass  der  Mittelpunkt  um  n  R  von  a  entfernt  ist 

Den  Ausdruck  u  +  Ju  können  wir  weiter  durch  Einführung  des  ge- 
fundenen Werthes  von  u  vereinfachen.   Es  ergiebt  sich  nämlich 

d  (d  +  r)«  (n  dr  +  unfr)  u<p* 


u  +  ^u— «u  — 


2n,dV 


u  — 


u  — 


[dtn-D-r  +  rnp^  +  u)*^ 

2  a  (n  —  lfdr* 
n(d  +  u)^+u)^ 


2(n  —  lfdu 
Die  gesuchte  sphärische  Längenabweichung  bei  einmaliger  Brechung 

ist  dann 

n(d  +  u)f^  +  u)yf 

^U™—  -     2(n  —  l)«du 
und  q>  geht  bei  Vernachlässigung  von  <p*  über  in 

u  T 
Um  nun  die  Längenabweichung  einer  Linse  zu  finden,  haben  wir  nur 
die  Randstrahlen  zu  berücksichtigen ,  also  können  wir  von  der  Dicke  der 
Linse  ganz  absehen.  Die  Längenabweichung  durch  die  zweite  Brechung 
zerlegen  wir  uns  in  zwei  Thefle,  erstens  in  die,. welche  entsteht  dadurch,  dass 
unser  in  §  303  gefundenes  b  eine  Aenderung  erffehrt,  weil  u  übergegangen! 

Klein,  Theorie  der  EloitlclUt  etc.  21 
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ist  in  u  +  ^u,  zweiteng  in  die,  welche  b  durch  eine  genauere  Rechnung, 
wie  sie  eben  für  u  geliefert  ist,  eine  Längenabweichung  erfährt.  Die  erste 
Aendemng  des  b  sei  mit  Jb  und  die  zweite  mit  Jß  bezeichnet.  Jb  ergiebt 
sich  aus  der  Gleichung  des  §  803,  die  nun  wird 

1 1       mn— 1 

n{b+Jb)       (u-t-^/u)***    r'n 
Bei  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  Ju  ist  dies 

-       nb*^/u 


u* 


^(d+uy^+u)^ 


2(n  — l)*u8d 
z/^  erhalten  wir  aus  z/u,  wenn  wir  z.  B.  für  convexconvexe  Linsen  ver- 
tauschen ö,  d,  r,  %  u  beziehungsweise  mit  — ,  —  u,  —  r*,  Z-sa'c  •»*—  9, 

b.   Diese  Vertauschung  liefert: 

.0      n  (b  —  u)1  (b  —  nu)  dV 

^~ 2(n-l)«bu' • 

Die  Zusammensetzung  dieser  Werthe  giebt  dann  die  gesuchte  totale 
Längenabweichung 

.,-    w  i°»-<-y  »td+„)-(i+.)t-. 

Dieser  Ausdruck  muss  sich  so  umformen  lassen,  dass  -+.  «7  ein 

d       b       1 

Faktor  wird;  denn  ist  r*«  — -  r,  so  wird  aus  der  Convexconvexlinse  eine 
convexeoneave  von  gleichem  Halbmesser  mit  sehr  geringer  Dicke.  Bei  einer 
solchen  muss,  da  überhaupt  die  Strahlen  fast  ungebrochen  durchgehen, 
die  Ablenkung  verschwinden  und  das  Bild  mit  dem  leuchtenden  Punkt  zu- 
sammenfallen ,  es  ist  also  dann  b  —  —  d,-«0.    In  der  That  lässt  sich 

die  Ablenkung  unter  folgende  Form  bringen,  von  deren  Richtigkeit  man 

sich  durch  Ausrechnung  der  Parenthesen  überzeugen  kann, 

jb+jS igJL/iM     ;l|2  +  n,(l+2n)/l      i\\  (h) 

Statt  (p  können  wir  endlich  y,  den  Oeff- 
nungshalbmesser  der  Linse,  einführen;  denn 
es  ist  näherungsweise  y»**d  tangqp«=*d.p. 
_        2.  Die  Seitenabweichung  s  erkalten  wir 
|'      nach  Figur   55   aus   der  Aetalichkeit  der 
U        Dreiecke  B€A  urid  BDE,   wo   £D~b, 
WmmJb  +  Jß  und  AC  —  y  ist, 
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y.(Jb+Jß) 

~b— (Jb+jßY 

Aus  dem  Wertbe  der  Lftngenab  weichung  ergiebt  sich,  dass  dieselbe 
mit  der  Oeffmrog  der  Linse  (2  y)  und  iwar  im  quadratischen  Verhältnis* 
wächst,  dass  also  alle  Strahlen,  für  die  y  denselben  Werth  hat,  dieselbe  Ab« 
weichung  erleiden. 

Um  nun  endlich  die  Abhängigkeit  der  Abweichung  von  dem  Krüm- 
mungshalbmesser zu  finden,  ist  es  nOthig,  diese  Werthe  in  die  Formel  ein- 
zuführen. Man  muss  also  setaeu 


•_(._J)(i+.)_i, 


1  ^n  —  1 1_ 

u  nr         n.d* 

Diess  giebt  aber,  wie  sich  leicht  Übersehen  Utost,  nachdem  y  statt  <p 
eingeführt  ist,  eine  Formel,  in  der  die  Radien  nur  im  Nenner  vorkommen, 
wodurch  auch  bewiesen  ist,  dass  die  Abweichung  um  so  grosser  wird,  je 
stärker  die  Krümmungen  der  Linsenflächen  sind. 

Diese  Einführung  in  (a.)  giebt  nach  einigen  leichten  Transformationen 


5.   Apianatische  Linsen. 

Für  eine  aplanatische  Linse  mussz/b+^/J—O  sein.  Diese  Forderung 
ist  aber  unmöglich  zu  erfüllen ,  so  lange  wir  d  so  gross  nehmen,  dass  das 
Bild  hinter  der  Linse  liegt,  also  die  Entfernung  des  Bildes  positiv  ist,  bei 
einer  convexconvexen  Linse;,  denn  in  dem  zuletzt  angegebenen  Ausdruck 
kommen  nur  positive  Grössen  vor.  Dasselbe  gilt  von  planconvexen  Linsen 
in  jeder  Stellung  des  leuchtenden  Gegenstandes.  Für  die  concavconvexe 
Linse  ist  r*  negativ  zu  nehmen,  also  hat  dann  die  Längenabweichung  bei 
positiven  b  die  Form  <! 

Für  eine  unendliche  Entfernung  des  leuchtenden  Gegenstandes,  also 
d  =  oc,  dl  i.  für  eine  Annahme,  die  bei  Fernrdhren  meistens  zu  machen 
ist,  wird  i/b-fr^ «**ß,  wenn  das  Verhältnis^  der  Radien  gegeben  ist  durch 
die  Gleichung 

die  aus  der  obigen  hervorgeht,  wenn  man  — = (n — 1)  f -^  1  einsetzt. 

Für  die  sogenannten  Zeifetreutngelinsen  können  analoge  Bemerkungen 
gemacht  werden,  nur  giebt  es  hier  nicht  einen  Fall,  wo  das  Problem  sofort 

21* 


^Ki+DW+fK]: 
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als  unlösbar  sich  ergiebt,  wie  oben  bei  den  convexconvexen  und  plancon- 
vexen  Linsen. 

Da  also  die  vollständige  Losung  unseres  Problemes  unmöglich  ist,  so 
soll  nun  untersucht  werden,  wie  es  möglich  ist,  ein  Verhältnis«  der  Krüm- 
mungsradien zu  finden ,  welches  die  Abweichung  zu  einem  Minim.  macht. 
Ganz  allgemein  ist  auch  hier  das  Problem  nicht  zu  lösen,  da  die  Entfernung 
des  leuchtenden  Gegenstandes  nicht  hiqausgebracht  werden  kann.  Be- 
trachten wir  nun  eine  unendliche  Entfernung  des  leuchtenden  Gegenstan- 
des, so  haben  wir  für  die  verschiedenen  Linsenarten  folgende  Werthe  zu 
untersuchen: 

1.  Convexconvexe  Linseh: 
y'b»(n  —  1) 

2ns 

2.  Planconvexe  Linsen : 

a)  Gegenstand  auf  Seite  dar  Ebene: 
y»b»(n~l)r/l        1V/B+1       1V|_         y»n      1 

2nf        L\b        *V    \  *  *VJ  2(n  — l)!1* 

b)  Gegenstand  auf  Seite  der  gekrümmten  Fläche: 

y»b'(n-i)ri.  n+i  .  11-  y^-DL»    i  ,     i    H 

2n*       Lb*'     b  ^J  2n*      [        1+(n^l?j7- 

3.  Concavconvexe  Linsen: 

a)  Gegenstand  auf  der  convexen  Seite: 
y»b»(n-l)r/l        l\Vn+l       1\       1 1 

2n*        L\b        *7   \    b  *7       *X 

b)  Gegenstand  auf  der  concaven  Seite : 

y»b»(n-l):|7l        iV/n+1       1\       11, 

'2nf.       L\b        *)   V   b  *7   .    **J 

Die  Betrachtung  der  bis  jetzt  erhaltenen  Ausdrücke  ergiebt,  dass  bei 
Linsen  der  dritten  Art  die  Abweichung  am  geringsten  ist. 

4.  Concavconcave  Linsen:  b  ist  <  0 

-«^[(WH-^-.*)-*!- 

5.  Planconcave  Linsen 

a)  Gegenstand  auf  Seite  der  Ebene: 
y»b'(n  — !)[(!    ,    1  \*  f     n+1       1Y1  y»n 


^[(l^)"(-=f1-!)] 


2n*        |_\b •       «V  V        •>  r'/J      i(n  — l)f 

b)  Gegenstand  auf  Seite  der  Krümmung: 

yM>'(n-l)r     *>-M       11      y'(n -!)/.,     h   ,        1     \l 
2n*       |_     '   b«   •     VJ"      2n*     \        *  "^  (n  —  1?)  r ' 
6.  Convexconcave  Linsen : 
a)  Gegenstand  auf  der  convexen  Seite: 
y»b*(n  - 


2n' 


m+m-^-^i 
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b)  Gegenstand  auf  der  coneaven 

fV{n  — 


i»        [\b-  r)   (     n^+  r)~  r*J- 


2n3 

Aus  der  Zusammenstellung  dieser  Werthe  ergiebt  sich,  dass  bei  2.  und 
5.  die  Abweichung  einfach  abnimmt  mit  dem  Wachsen  des  Krümmungs- 
halbmessers, dass  also  von  einem  Min.  nicht  die  Rede  sein  kann.  Führt  man 
in  die  Werthe  der  Ablenkung  für  andere  Linsen  den  Werth  von  b  ein,  aus- 
gedrückt durch  n,  r,  r*,  und  sucht,  wahrend  man  die  Grösse  eines  Radius 
unbestimmt  lässt,  das  Verhältniss  der  Krümmungshalbmesser  nach  den  Re- 
geln der  Differentialrechnung  so  zu  bestimmen,  dass  die  Abweichung  ein 
Min.  wird,  so  ergiebt  sich  in  jedem  Falle  eine  complicirte  Gleichung  des 
dritten  Grades.  Die  Untersuchung  derselben  hat  aber  weder  ein  theore- 
tisches noch  ein  praktisches  Interesse. 

6*.  Apianatisches  Linsensystem. 

Wir  stellen  in  der  Entfernung  e  von  der  ersten  Linse  eine  zweite  auf 
und  bezeichnen  die  Grössen  für  die  zweite  mit  den  entsprechenden  Ruch- 
staben, denen  unten  ein  Index  angefügt  ist 

Für  diese  zweite  Linse  haben  wir  nun  erstens  eine  Abweichung  der 
Strahlen,  die  sich  in  >der  Entfernung  b  vereinigt  haben.  Diese  geht  aus  der 
Formel  (b.)  in  4.  hervor,  wenn  statt  d  gesetzt  wird  e —  b.  So  erhalten 
wir  die  Abweichung 

n?b?y?     /      1  1  1  2+n,    l+2nt/   1 1\\ 

Ä     2(nt— l)«fA(e— b),'rb!     b,(e— b)"*"  n,u?  "*"  nfut  Ve— b    bJJ' 
Wenn  wir  nun  die  Dicke  der  Linse  vernachlässigen  oder  den  Rand- 
strahl der  ersten  Linse  auch  ab  solchen  für  die  zweite  betrachten,  so  ist 

yi:y  — e  — b:b,    alsoy,  — -^-y, 

mithin  abgekürzt  die  Abweichung 

h?(e-b)»y»p 

Suchen  wir  nun  die  Abweichung  der  Strahlen,  die  schon  eine  erfahren 
haben.  Diese  muss  aus  zwei  Gliedern  bestehen,  nämlich  aus  der,  welche 
der  eben  gefundenen  entspricht,  und  der,  welche  durch  die  erste  Linse  her- 
vorgebracht wird.  Nun  ist  aber,  wenn  die  Abweichung  durch  die  erste 
Linse  mit  a  bezeichnet  wird  und  die  durch  die  zweite  mit  a,,  nach  den  be- 
kannten Näherungsformeln 

JL__J 1  1  1 1__ 

ft       e  — b      V  li"*e  —  b  +  a      l^  +  a/ 

Daraus  ergiebt  sich  bei  Vernachlässigung  von  aat 

b? 

at-(e_b)*a' 
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d.  h.  wir  erhalten  die  neue  Ablenkung,  wenn  wir  die  durch  die  erste  Linse 

b2 
verursachte  mit     '    a  multipliciren.    Es  ist  demnach  die  Gesammtab- 

b3 
weichung  zusammengesetzt  aus  der  obigen  und  der  alten  mal     _\x>»ri.i. 

wenn  zur  Abkürzung  die  der  F,  entsprechenden  Grösse  für  die  erste  Linse 
bezeichnet  wird  durch  F, 

b?(e-b)*y*p       b»b?y»  p_       b?b»y»  f(e-b)*  1 

b2  »      (e— b)2  (e—  b)*\     b4      r»"t*r{' 

Lassen  wir  dann  die  Linsen  nahe  zusammenrücken,  so  dass  wir  e  ver- 
nachlässigen können,  so  reducirt  sich  unsere  Formel  auf 

-biy»{F,  +  F}. 

Die  weitere  Rechnung  besteht  dann  zunächst  in  dem  Einsetzen  ge- 
gebener numerischer  Werthe. 

Wir  müssen  hiermit  die  Behandlung  aplanatischer  Linsensysteme  ab- 
brechen und  uns  begnügen  mit  dem  Hinweis  auf  die  folgenden  ausführ- 
licheren Behandlungen: 

t^au  ss  a.  a.  0. 

Möbius,  Kurze  Darstellung  der  Haupt -Eigenschaften  eines  Systems  von 

Linsengläsern.  CrelleV.  1830. 
Bessel,  Ueber  die  Grundformeln  der  Dioptrik.     Schuhmacher  Astron. 

Nachr.  XVHL   1841. 
Hansen,  Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahles  durch  eine  beliebige 

Anzahl  von  brechenden  sphärischen  Oberflachen.   Abh.  der  Kgl. 

Sachs.  Gesell,  d.  W.  X.  1871. 

—  Dioptrische  Untersuchungen  mit  Berücksichtigung  der  Farbenzer- 

streuung und  der  Abweichung  wegen  Kugelgestalt  Jb.  X.  1874 
Scheibner,  Dioptrische  Untersuchungen.   Jb.  XI.   1 876. 
W.  Schmidt,  DieBrechung  des  Lichtes  in  Gläsern,  insbesondere  die  achro- 
matische und  aplanatische  Objectivlihse.  Leipzig  1874« 

—  Die  Lichtbrechung  im  Wasser.  Programm.  Grimma.   1874. 


-u. 


Venohiedene  Brechbarkeit  der  verschiedenen  SchwingnngHahltn. 

(§309.) 

1,   Erklärung  der  Dispersion  nach  Cauchy.*) 

Nach  §  279,  1.  und  5.  enthalten  die  Differentialgleichungen  der 
Schwingungsbewegung  Ausdrücke  von  der  Form: 


*)  Briot,  a.  a.  0.  Buch  III. 
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L,l 


[2mf(r)  +  «£»>>](«*Ä+^+*^--  l). 


't> 


nr)[eXa+y*+I*-iJ. 


Bei  der  Aufstellung  der  möglichen  Schwingungen  in  symmetrischen 
Mitteln  §  279,  5.  ist  berücksichtigt  worden,  dass  die  Glieder  von  ungeradem 
Grade  wegen  der  Symmetrie  wegfallen  müssen,  ferner  ist  angenommen 
worden,  dass  man  wegen  der  Kleinheit  des  Wirkungsradius  der  Aether- 
moleküle  bei  der  Entwicklung  des  symbolischen  Ausdruckes  in  der  Paren- 
these höhere  Potenzen  gegen  die  zweiten  vernachlässigen  kann. 

Wenn  wir  nun  aber  in  der  Entwicklung  noch  ein  Glied  hinzunehmen, 
so  ergiebt  sich 

"j-s[.'»+-^{IM**g+'§9' 

+ri?n('M+'Sf)'|. 

und  dem  entsprechend  P,  £.  ; 

Für  ein  isotropes  Mittel  treten  hierin  zunächst  die  Vereinfachungen  von 
§  279  6.)  ein  und  dazu  kommen  aus  denselben  Gründen  noch  folgende: 

2mx'Y*W  —  \  2«*,f«  —  3^5  2<nr«f(r)  —  2g>, 

1     2«"*——*^. 


3.5.7^  r 

Die  Einfahrung  dieser  Bezeichnungen  in  die  Werthe  von  L„  M„  N„' 

P„  Q„  R,  und  dann  in  die  Differentialgleichungen  giebt  nach  einer  langen 

aber  einfachen  Rechnung,  wenn  man  ausserdem  symbolisch  die  in  §  279,  2. 

gebrauchten  Ruchstaben  u,  v,  wr  k*,  k*  einfuhrt,  indem  dieselben  bezeich- 

d     d     d     a*       d*       9     d*       d*       d* 

|f =  \(8  +  *)V+  *-%?-  k4]  £  +  (2h  +  V  k«)  ü  (ü|+ ti, -f- w  £),      . 

|;=[(g+h)k«-r-?^^]s+(2h+h'k-»)w(ü?+vi?+vs);     ; 

Diese  Gleichungen  enthalte*  die  Derivjiten  der  vierten  Ordnung  in 
Bezug  auf  x,  y,  z,  es  gilt  als»  nicht  mehr  der  Satz  0  279 ,-  5.  übe»  die  Fort* 
pflanzungsgeschwindigkek. 


•  , ,     ■  •  i  - 
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Gehen  wir  zu  ebenen  Wellen  über,  so  können  wir  die  angegebenen 
Differentiationen  ausführen.  Darnach  finden  wir  wie  §  279 ,  6.  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  transversalen  Wellen 

2^r 
wo  nach  S.  262  und  Abkürzung  S.  265  X  =  —  ist.  Es  ist  demnach  endlich 

Damit  ist  das  Gesetz,  welches  Cauchy  zuerst  bewiesen  hat,  gefunden, 
dass,  wenn  g/-f-h'>>0  ist,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  um  [so 
grösser  sein  muss,  je  grösser  die  Wellenlänge  ist. 

Aus  dieser  eben  gefundenen  Formel,  der  wir  die  Form 

geben,  können  wir  weiter  einen  Ausdruck  für  den  Brechungsexponenten  n 
zwischen  zwei  Mitteln  finden.   Setzen  wir  c,  X,  T  (c;,  A',  T)  für  das  erste 

■ 

(zweite)  Medium,  dann  ist  X  :  V  *=  c :  cf , 


>»-A.  +  ^ 


/2  I  1  I 

c   *=  a,  •+•  -jjf  —  ^o  -f-  a,  -jjfjt  • 
Durch  Auflösung  dieser  Gleichung;  für  c"  erhalten  wir  annähernd 


d.  i.  annähernd 


Mithin 


.       1 

Ueber  diese  Erklärung  sagt  Briot  p.  69:  „Dieselbe  (die  Erklärung  der 
Dispersion  von  Cauchy)  scheint  uns  jedoch  eine  unlösbare  Schwierigkeit  xu 

ff*  -4-  hf 
enthalten;  denn,  wenn  die  Grösse  ?—. —  einen  merklichen  Werth  im  Aether, 

4 

der  einen  durchsichtigen  Körper,  .wie  z.  B.  ein  Stück  Glas  durchdringt, 
hätte,  so  würde  sie  auch  im  freien  Aether  einen  merklichen  Werth  haben ;  und 
doch  zeigt  die  Beobachtung  der  veränderlichen  Sterne,  z.  B.  die  von  Algol, 
dass  keine  annehmbare  Dispersion  im  Weltraum  vorhanden  ist,  d.  h.  dass 
der  Unterschied  der  Geschwindigkeiten  für  die  verschiedenen  Strahlen  im 
freien  Aether  so  klein  ist,  dass  eine  Verschiedenheit  des  Ganges  nicht  nach* 
gewiesen  werden  konnte,  ungeachtet  des  ungeheuer  grossen  Weges,  welchen 
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die  Strahlen  durchlaufen  müssen.    Es  igt  demnach  anzunehmen,  das*  die 

Grösse  2 — L —  einen  äusserst  geringen  Werth  hat". 
4 

2.    Erklärung   der  Dispersion  durch  den  Einfluss  directer 
Einwirkung  der  ponderablen  Moleküle  auf  die  schwingenden 

AethermolekUle. 

Bezeichnen  wir  die  ponderablen  Massenelemente  mit  mt  und  dem  ent- 
sprechend die  Grossen,  welche  sich  auf  die  ponderablen  Moleküle  in  Bezug 
auf  die  Aethermoleküle  beziehen,  mit  einem  Index  unten,  also  mit  r,  den 
gegenseitigen  Abstand,  mitx{,  y{,  z{  dessen  Projectionen  und  mit  mm^r^r,) 
die  zwischen  den  Molekülen  ausgeübte  Wirkung,  so  sind  die  dem  §  279. 1., 
entsprechenden  Gleichgewichtsbedingungen 

2mx'f(r)-r-2mx{ft(rl)  —  0. 

2my'f(r)+2my!f1(r1)  — 0. 

2mz'  f  (r)  +  2miJ  f,  (r,)  —  0. 
Gehen  wir  nun  zur  Schwingung  über,  so  würde  sich  wohl  ein  Theil 
derselben  auf  die  ponderablen  Moleküle  übertragen.  Diese  Bewegung  kann 
aber  bei  einem  durchsichtigen  Mittel  nur  gering  sein  und  wird  bei  einem 
vollkommen  durchsichtigen  Mittel  ganz  verschwinden  müssen.  Wir  können 
demnach  von  dieser  Ortsveränderung  der  ponderablen  Moleküle  ganz  ab- 
sehen. Es  ist  nun  der  veränderliche  Abstand  des  Aethermoleküls  von  dem 
ponderablen  Molekül  m,. 

(r,  +  JrtY  —  (xf  -  §)*  +  (yj  -  rj)*  +  (z{  -  £)«, 
da  mit  |,  rj,  £  die  Projectionen  der  Verschiebungen  der  Aethermoleküle 
bezeichnet  werden. 

Näherungsweise  können  wir  setzen 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  demnach 

p-2mf(r+^r)(x'  +  JJ)  +  2mlf1(r1+^)(x!-J) 

und  dem  entsprechend  zwei  andere  für  ^5,  jr-j[. 

Dies  giebt  dann  mit  denselben  Vernachlässigungen  wie  §  279  und  mit 
Berücksichtigung  der  Gleichgewichtsgleichungen  drei  den  (2.)  S.  258  ent- 
sprechende Gleichungen 

-  2  «.  [f.  (r.)  |  +  2  m, « (r.)  «  £  +  yi  i?  + 1\  £)  f\ 

Obgleich  nun  eigentlich  die  hier  vorkommenden  Coefficienten  nicht 
mehr  constant  und,  sondern  periodische  Grossen,  d.  h.  Grossen,  welche 
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itt  der  Ausdehnung  einer  Zelle  veränderlich  sind  und  an  homologen  Punk- 
ten der  verschiedenen  Zellen  wieder  denselben  Werth  annehmen,  so  können 
wir  doch  bei  der  ersten  Annäherung  diese  periodischen  Coefflcienten  durch 
ihre  Mittelwerthe  ersetzen.  Wir  können  demnach  den  Aether  als  ein  gleich- 
förmiges und  isotropes  Medium  ansehen.  Es  werden  demnach  in  des 
Coefflcienten  verschwinden 

ferner  ist  dann 
Smix1^)-2«,y',,^-2in,^^)=-J2mlrJf{(r1)-liI. 

*1  *1  ri 

Bezeichnen  wir  dann  noch  2mi  ^  (rt) mit  g» und  behalten  die  Näherung 
und  Abkürzung  von  §  279  bei,  so  werden  die  Differentialgleichungen: 

^— [(g+h)p— (gi+hl)]e+.«ta(^+^+wa 

^-[(g  +  h)t1-(g,+ht)}i?  +  2hv  (Sg  +  ^  +  wD, 

g^-r(g  +  h)ki-(g1  +  Mf  +  »^(«?  +  vl7  +  wD, 
mithin  nach  S.  267  für  Transversalschwingungen 

Mach  unserer  Annahme  ändert/  sich  also  die  Geschwindigkeit  propor- 
tional der  Wellenlänge,  sie  wird,  wenn  g,  +  h,  >  0  ist,  mit  zunehmender 
Länge  grösser.  Diese  Formel  entspricht  aber  nicht  der,  Erfahrung  (vgl.  4.), 
es  muss  also  g,  -f-  ht  so  klein  sein,  dass  die  directe  Einwirkung  der  ponde-' 
rablen  Moleküle  auf  die  Aethermolekule  die  Schwingungen  nicht  merklich 

modificirt. 

■  ,  ■     •  i 

3«   Erklärung  der  Dispersion  durch  den  Einfluss  4er  Körper- 
moleküle auf  die  Anordnung  der  Aethermolekule. 

Die  Körpermoleküle  mögen  anziehend  pder  abstossend  auf  den  Aether 
wirken,  so  kann  derselbe  nicht  tiberall  gleiche,  sondern  nur  eine  periodisch 
wechselnde  Dichtigkeit  besitzen.  Ist  die  Kraft,  welche  von  den  Massen- 
theilchen  ausgeübt  wird,  eine  Anziehung,  so  muss  eine  Verdichtung  des 
Aethers  in  unmittelbarer  Nähe  der  Körpertheile  und  ein  Min.  der  Dichtig- 
keit in  der  Mitte  zwischen  den  einzelnen  Körpertheilchen  stattfinden.  Die 
Dichtigkeit  des  Aethers  wird  demnach,  wenn  das  Mittel  isotrop  ist,  eine 
periodische  sein  und  zwar  periodisch  gleich,  d.  h.  in  den  verschiedenen 
Perioden,  den  Abständen  zweier  Massentheilchen,  ist  die  Dichtigkeit  als 
Ganzes  genommen,  die  mittlere  Dichtigkeit,  dieselbe,  innerhalb  einer  ein- 
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feiten  Periode  ist  aber  die  Dichtigkeit  an  verschiedenen  Punkten  eine  ver- 
schiedene, so  dass  also  die  Isotropie  des  Mittels  nicht  beeinflußt  wird;  denn 
in  welcher  Richtung  wir  auch  durch  das  Mittel  fortschreiten,  die  Perioden; 
nach  denen  die  Dichtigkeit  des  Aethers  wieder  dieselbe  wir^dy  sind  fttr  alle 
Richtungen  dieselben. 

Diese  periodische  Anordnung  des  Aethers  stellt  Briot  Vor  durch  Sum- 
men von  der  Form 

dx  —s»  a'  sin  ip  +  a'1  cos  tp, 

<Jy  =  b'  sin  ifj  -f-  b"  cos  t/>,         ; 

dz  *=*  c'  sin  t/j  ■+-  c"  cos  tjl>, 
wo  xfß  =  ax  +  /Jy  +  yz  ist.  ; 

Diese  Summen  werden  in  die  obigen  Ausdrücke  von  L,  P . . . .  einge- 
führt. Die  weitläufigen  Rechnungen  sollender  übergangen  werden,  da  das 
Resultat  nach  der  nächsten  Nummer  nicht  mit  der  Erfahrung  übereinstimmt 
und  die  Theorie  durch  andere  §  331  zu  ersetzen  ist.  Die  Resultate  von 
Briot  sind  zunächst  enthalten  in  der  Differentialgleichung: 

3^(D      |\    A       703.l52.a   %\r%      7807   -4  ^    ,1     _ 
"^"""L   PV         60*h  2l  af)tt        560PU  2«?ji?(0, 
mithin  ist  dann 

Dies  führt  zu  der  Gleichung 

deren  näherungsweise  Lösung  giebt 

wo  X  das  Zerstreuungsvermögen  bedeutet. 


ca 


n 


4.  Dispersionsformeln  nach  den  Rechnungen  voti  Ketteier*). 

Ketteier  hat  sich  folgende  Aufgabe  gestellt:  „Ist  es  möglich,  aus  dem 
vielen  Material  mit  Innehaltung  eines  streng  kritischen  empirischen  Stand- 
punktes zu  einer  Formel  zu  gelangen ,  die  einerseits  bei  der  bis  jetzt  er- 
zielten Genauigkeit  der  Ver«suotie_els  die  ekizig  zulässige  :und  dabei  als  die 
dem  heutigen  Stande  der  Theorie  einzig  entsprechende  erachtet  werden 
müsse?44  Die  Forderungen  an  eine  richtige  Formel  sind  enthalten  in  den 
folgenden  vier  fiaoptpnnkten : 

1)  „Eine  rationelle  Formel  muss  bei  einer  bestimmten  Dichtigkeit  des 
dispergirenden  Mittels  für  den  ganzen  Umfang  der  Strahlung,  soweit  sie 
gemessen  ist,  die  Farben,  in  richtiger  räumlicher  Aufeinanderfolge  aus 
den  Wellenlängen  berechnen  lassen.4' 

*)  Pogg.  GXL.  1—52,  177—219,  Jubelband  166—182.  Rechnungen  zu  dem- 
selben iweck  sind  angestellt  worden  von  W.  Schmidt:  Die  Brechung  des  Lichts  in 
Gläsern.    Leipzig;  Die  Lichtbrechung  im  Wasser.    Programm,  Grimma  1874. 
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2)  „Ihren  Constanten  muss,  etwa  in  analoger  Weise  wie  bei  der  Inter- 
pretation Ghristoffel's,  eine  speeifisch  physikalische  Bedeutung  untergelegt 
werden  können." 

3)  „Bei  Dichtigkeitsänderungen  seitens  der  dispergirenden  Substanz 
müssen  diese  Constanten  in  einer  einfachen  den  Gasversuchen  entsprechen« 
den  Weise  an  den  Aenderungen  der  Molekular-Constitution  participiren." 
Speciell  also  müssen 

4)  „an  der  Grenze  der  Verdünnung  sämmtliche  Indices  gleichzeitig 
den  Grenzwerth  1  erreichen." 

Es  kommt  dann  Ketteier  zur  Aufstellung  der  Formel 


oder 


H5'+1)4  +  ?(i  +  ?)- 


+ 


B 


n-  1  —  kl*  '  l1  — C"' 
Die  specieüen  Annahmen  über  die  darin  vorkommenden  Constanten 
erläutert  Ketteier  (Poggendorf,  Jubelb.)  durch  Construction  der  betreffenden 
Dispersionscurven,  d.  h.  der  Curven,  welche  man  erhält,  wenn  man  flu*  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  die  verschiedenen  Wellenlängen  als  Ab- 
scissen,  die  zugehörigen  Brechungsexponenten  als  Ordinaten  aufträgt  und 
dann  die  Endpunkte  der  Ordinaten  verbindet. 


1-, 


B  — 0  ,  C"  =  0  ,  aUon*=^-(l— kl*J. 


Setzt  man  statt  1,  der  Wellenlänge  im  brechenden  Medium,  die  Wellen- 
länge X  im  Weltäther,  so  ist,  wenn  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  im 
Weltäther  «-=  1  genommen  wird, 

1        T.c        i      .     .       X 
T~T\T-n'a!80,==i- 


T.l       n'   . 
Die  obige  Gleichung  wird  dann,  wenn  noch 


eingeführt  wird, 


4k 


4K=«  A 


1 


n 


HV*+i*V>-& 


Fig.  56. 


Jeder  Wellenlänge  X  entsprechen  demnach 
immer  zwei  verschiedene  n,  ausgenommen  A—U,. 

wofür  ist  n  =  n4  =  — V. 

*       V2 

Ist  l  >  Ä,,  so  ist  n  imaginär,  also  würde 
das  Mittel  für  Strahlen  dieser  Wellen  undurch- 
sichtig sein. 

Fig.  56  stellt  die  hierher  gehörige  Disper- 
sionscurve  vor. 
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Noch  kennt  man  kein  Mittel,  dessen  Dispersion  dieser  Curve  ent- 
spräche, —  am  ersten  vielleicht  Glycerin  —  und  daher  bleibt  die  Bedeutung 
der  beiden  Zweige  vor  der  Hand  dunkel. 

1,  k  — 0  ,  C  —  0  ,  aleo±  — A  +  ®. 

Setzt  man  hier  wiederum 

l  2      ^  iL* 

1  — -undA— — t  ,  B  —  —  ^-4, 
n  nf  nt4 

so  gebt  unsere  Formel  über  in  ~. 

P**2  .    (Formel  von  GhristoffeL) 


VT?, 


Für  X  <  Ao  giebt  dies  imagi- 
näre n  (Fig.  57)  und  X  —  1+  ist 
n  =  n0.  Von  X  =  ^  an  giebt  es 
immer  zwei  Werthe  von  n.  Der 
Erfahrung  gemäss  genügt  diese 
Formel  nflherungsweise  zur  Dar- 
stellung der  Dispersion  des  Lichtes, 
und  zwar  nur  der  Zweig  1,  denn 
der  Zweig  2  würde  für  l  —  so, 
n  =  oo  geben.   Für 

jl  — ooistn^  —  -=• 

•2 

es  nähert  sich  also  die  Dispersionscunre  asymptotisch  der  zur  Abscissenaxe 
Parallelen  in  der  Entfernung  -=r  von  derselben. 

3.,  k-0  ,  i  — A  +  ff  B 


*i 

Fi*  »7. 

/ 

1 

\> 

ÄOD 

t 

K 

n1 


P—  C" 


Setzt  man  hier  für  1  —  oo  n  —  n^  ,  so  ist  A  —  — r-  und  führt  man 


die  neuen  Constanten  D  und  A%  ein,  welche  deflnirt  sind  durch 

B  — -J^f  CT  — ^(i-D), 
so  geht  unsere  DispereionsTonnel  Ober  in 


nf  —  n*« 


Dn 


OD 


i-i 


Zu  bedenken  ist  aber,  dass  D  nur  <  1  sein  kann;  D«l  machte  jt 
und  damit  C"  —  0,  was  uns  auf  2.,  zurückführen  würde. 

Diese  Definition  ergiebt  sieh  wie  folgt:  Setzen  wir  1  —  (},  so  sei  n—n^, 
mithin  nL  «^«DttJ,  ;  denn  es  ist 


1 


:  (A  ~~  c*) 


0" 


•  C  — BnJ, 


»*•  (1  -  D). 
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X 

Wenn  nun  noch  D'  statt  D  n£,  und  -  statt  1  gesetzt  wird  und  dann  die 

erhaltene  Dispersionsgleichung  für  n  aufgelöst  wird,  so  erhält  man : 


n 
oder 


{^+AJ-,TJ/(^m 


Fig.  58. 


Die  Curve  (Fig.  58)  besteht 
wiederum  aus  zwei  Zweigen, 
die  bei  X  —  A4,  Vi  zusammen- 
treffen und  dann  getrennt  wer- 
den durch  einen  imaginären 
Streifen. 

FürA-e  Oistn^^  — 
also  ist  n]ssf  entweder  0  oder 


Vnl-W. 


Die  Doppelzweige  stossen  zusammen,  wenn  der  Radicand  im  ersten 
Ausdruck  verschwindet.  Die  dazu  gehörige  Wellenlänge  sei  jt0,  dann  gilt 
also  zur  Berechnung  von  X0 

L\  X 


folglich 


f("--ir+^) 


^: 


K 


'OD 


*v&. 


MM» 


oder 


Die  dazu  gehörigen  n,  also  die  n'0  und  nj'  sind 


v  -  (»o'-O*. 


n 


OD 


Zu  gleicher  Zeit  folgt  aus  dieser  Rechnung,  dass  die  Curve  imaginär 
ist  zwischen  A'0  und  A£',  also  auf  eine  Breite  Xq  —  X'0.  Ist  X  —  oo,  so 
rtähert  ach  b  r  wie  jnaadwoh  Reihenentwickelung  erfthrt,  für  den  Zweig 
1  a  dem  asymptotischen  toenzwertbe  d^  .  Setzen  wir  JL  **=  —  oc,  so  würde 
der  Zweig  1»  sich  derselben  Asymptote  nähern.  Dieses  DisperaieiisgeseU 
befolgt  sehr  genau  der  Schwefelkohlenstoff  und  zwar  entsprechen  die  Beob- 
achtungen dem  Zweige  1«,  ho  dass  also  die  Curve  1  physische  Geltung  hätte 
und  der  imaginäre  Theil  und  lb  feehöre  dem  Ultravioletten  an. 
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4-, 


n' 


1  —  k»l*  ^  l 


+  1. 


Die  Bestimmung  von  n,  wenn  noch 
gesetzt  wird 

i-i. 


Flg.  59. 


V 


*T 


Fig.  60. 


giebt  dann  n  als  eine  Function  des  drit- 
ten Grades.  Die  Cum  erhalt  ungefähr 
die  Fig.  59  gezeichnete  Gestalt,  wo  die 
Grenzwerthe  sich  finden  im  ultraviolet-  ^..1."..^.. 
ten  und  lütrarothenTheil  de«  Spectrums.  * -■ 

,  1 *_  +  _?_ 

*•»  Jt       i_kP^P— C"' 

Setzen  wir  hier  A  =  — i  und  behalten  im  Uebrigen  die  früher  einge- 

führten  Bezeichnungen  bei,  so  ist 

l         1    /     1 P^        \ 

Die  Curve  Fig.  60  unterscheidet  sich 
von  Fig.  58  nur  dadurch,  daas  zu  beiden 
Grenzwerthen  der  imaginären  Zone  ein 
neuer  flür  grosse  Wellenlängen  hinzutritt« 
Dieses  Mittel  wäre  also  undurchdring- 
lich für  Strahlen,  deren  Wellen  zwischen 
Ao  und  Xq  liegen  und  für  solche,  die 
grösser  als  lt  sind. 

Ein  derartiges  -Mittel  würde  also 
zwei  Speetren  geben ,  die  sich  einander 
teilweise  superpoairen. 

Es  ist  ausserdem  wie  unter  4.  ein  Wendepunkt  vorhanden.  Dieser 
Curve  folgt  die  Dispersion  aller  von  Ketteier  berechneten  Substanzen: 
Wasser,  Flintglas  Rosette,  Flintglas  Merz,  Sylvin,  Kalhspath.  Für  alle  liegt 
die  Zone  des  Imaginären  im  Ultraviolett  und  nt  im  Ultraroth. 

Will  man  nun  diese  Untersuchung  verallgemeinem  für  mehrere  solche 
Zonen  des  Imaginären  oder  für  eine  Zusammenstellung  von  mehreren  der- 
artigen Zweigen,  so  muss  man  in  der  Formel  noch  Glieder  hinzufügen.  So 
wird  man  die  Curven  erhalten,  die  den  in  §  331  genau  theoretisch  erör- 
terten entsprechen. 

Es  giebt  dann  Ketteier  dem  so  gefundenen  Dispersionsgesetz  folgende 
allgemeine  Form,  indem  er  £etzt 
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A                                                  M 
wodurch  sein  erstes  Glied     .  .a  gebracht  ist  auf  die  Form  ^ j^ 

i       *      M 
n*  ~Z1*_N' 

Weitere  Erörterung  über  die  Dispersion  findet  sich  in  §  331. 


Das  reine  Sonnenspectrtun.*)    (§311.) 

1.    Allgemeine  Gleichungen. 

Um  die  Methode  zur  genauen  Beobachtung  eines  reinen  Spectrum»  zu 
finden ,  müssen  wir  die  allgemeine  Erörterung  Aber  die  Lage  der  Brenn- 
punkte von  §  304,  7.  auf  Prismen  anwenden.  Es  gelten  also  zunächst  die 
Gleichungen  (a.)  (/?.)  (y.)  in  §  300, 1.  und  es  müssen  dann  die  den  Gleichun- 
gen in  $  304, 7. 0  entsprechenden  für  das  Prisma  abgeleitet  werden.  Wir 
bezeichnen  mit  Jy,  dz,  Jtj,  Jt,  die  kleinen  Differenzen  von  y,  z,  ij,  £  für 
die  benachbarten  Strahlen.  Die  2  m  Gleichungen  0  reduciren  sich  dem- 
nach auf  die  folgenden  vier: 

Ö»V    >       ,       &V>    ^  _l     fr»     ^.     ,       fr»     ^        n 

fr»       ^        .  fr»       V  .  fr»       .*.        .  fr»       >f  A 

-■^äl  +  -ö%tA  +  ^Jz  4-^^-0, 

fr»      ^       ,         5*»      A         ,         fr»      V         l         fr»      j*  A 

fr»      S         .         fr»      ^      _l_      fr»      ^.       .         fr»      ^  A 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  giebt  dann  die  fol- 
genden Ausdrücke,  welche  sich  auch  abgekürzt  schreiben  lassen,  wenn  man 
sagt,  was  nach  §  300, 1.  (y)  erlaubt  ist. 


y  —  fj  cos  ff        ^ 


cos  m, 


nie  lf 

ß — V       V  —  ycosg> 

r    .  /  —  •* 1 -*-        —  cos  i*, 

nli  lr 

t  — y       e~  z      z  —  f 

'         '    -  mm  COS  7. 


H  nlö  1 

#V      1      (y— b)* 


ö'v      1      (y— b)*  ,      /l     (y— wcosflpfv      l/4       •     •    x  .  n  .  . 

öyöij  1,»  ,  1,  .1, 

*)  Heimholt*,  a.  a.  O.  J  19. 
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**         _(y— i?co8y)(i— Q  (y— b)i— c)           /n       n*V     „,„„,, 

8*  tii        (y — w  cos  q>)  (i — f)  n 

<3yd£                     V  I, 

d*#            (l — yco8«p)(z — C)  n 

_^Ä_ttvi_j__^zv — a.t  —  j-C08A*C08y, 

3>        (z— Q*        1  n   . 

ä-zre—n     ,,     — n-j-  — -rsm,$', 


Diese  Werthe  müssen  nun  in  die  obigen  Gleichungen  eingeführt  wer* 
den ,  um  die  Lage  der  Brennpunkte  und  die  Verbältnisse  der  Coordinaten 
z/y,  Jz,  Jrj,  J£  je  zweier  benachbarter  und  sich  in  conjugirten  Brenn* 
punkten  schneidender  Strahlen  zu  finden.  Man  erhält: 

Y  (1 — nfcos*m)+  y-  sin*m   Jj — f  "r +  T~ )  cosmcosr  Ji 

—  -j-  (cos <p  +cosmcos/u)  Jr\  +  -p  cos m cos v  */£— 0,    (a.) 
—  f-j-  +  -p)cosmcosy^/y+    -p(l — ntcos,y)+-psin1y    Jz 

—  -pcos/ucosr^/i;  —  -psm*?^— 0,  (b.) 
— r-(cos9+cosmcos^)^f — =-cos^cosyzÄ+  r<l — n,cost^)+|-sinV  L/ij 

+  ( y +  y-]cos^cosy^-«0,  (c) 

y-cosmcosr^/y — y  sin'r  */z  +  (  y+y  Jcos^icosr^/ij 

-+-  ri(l— n«cos%)+|-sinv]  ^—0.  (d). 

Eine  Vereinfachung  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  wir,  wie  es 
in  der  Wirklichkeit  immer  der  Fall  sein  wird ,  lt  sehr  klein  gegen  ^  und  1, 
setzen,  so  dass,  wenn  wir  die  Gleichungen  mit  1,  multipliciren,  die  Aus- 
drücke, in  denen  1,  als  Faktor  erscheint,  vernachlässigen.  Damit  verein- 
fachen sich  die  Gleichungen  in  die  folgenden,  wenn  noch  überall  durch  n 
dividirt  wird: 

Klein,  Theorie  der  Elast icl tftt  etc.  22 
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sin'm  Jy  —  (cos  q>  -f-  cos  m  cos  p)  Jrj  —  cos  m  cos  v  (Jz  —  JZ)      « 0, 

—  cos m  cos  v  Jy  —  cos  fi  cos  v  Jrj  -f-  sin2r  (Jz  —  J£)  «* 0, 

—  (cos  q>  4-  cos  m  cos  ^u)  Jy  +  sin 2  fi  dr/  —  cos  p  cos  v  (dt  — >  J£ )  «  0. 

(b.)  und  (d.)  geben  zwei  identische  Gleichungen. 

Diese  drei  Gleichungen  enthalten  nun  zunächst  die  Bedingung,  der 
die  Coordinaten  des  Brennpunktes  unterworfen  sein  müssen,  also  die  Be- 
dingung der  Existenz  eines  Brennpunktes.  Wenn  wir  den  in  den  Glei- 
chungen vorkommenden  Coefficienten  zu  diesem  Zwecke  einfache  Zeichen 
geben,  deren  Bedeutung  sofort  zu  erkennen  ist,  so  muss  also  nach  §  304, 7. 
verschwinden 


at  — b  — c  " 
— c  — d    a, 
— b     aa  — d  . 


a,   — b    — c 


— b     a* 
— c  — d 


— d 


—  —  [aj  a,  a,  —  aj  d2  —  aj  c2  —  a3  b*  —  2  bcd]. 
Setzt  man  dann  die  Werthe  für  die  kleinen  Buchstaben,  so  findet  man 
nach  einer  einfachen  Umformung  folgenden  Ausdruck  dieser  Bedingung: 
sin  2  q>  sin  2  v  ■■  cos2  m  +  2  cos  m  cos  fi  cos  q>  -+•  cos2  p.     (e.) 
Durch  Einsetzung  der  Werthe  dieser  cos.  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  diese  Gleichung  erfüllt  ist.  Nachdem  dies  bekannt  ist,  setzen  wir  nach 
den  Lehren  über  die  Anwendung  der  Determinanten  auf  ein  lineares  System 
von  Gleichungen 

JyiJrjiJz — d£* 


a, — d 

• 

— d—  b 

. 

— b     a, 

— d     a3 

. 

a3— c 

• 

— c— d 

— d     a3 

. 

a3— c 

. 

—  c— d 

— b— c 

. 

-r-c     a, 

. 

a, — b 

— b— c 
a, — d 

— c     at 
— d— b 

at — b 
— b     a, 

c1  +  ba3 
a^  +  c2 
bc  •+-  a,  c 


bd  +  a2c, 
bc-f-a,d, 
a^ — b2. 


(f.) 


d.  i. 

Jy\/tv\\dz  —  4™ajaj  —  C(J 

—  de  +  ba3 

-sbc-f  caa 

Die  Ausführung  dieser  Determinanten  giebt: 

Jy Jq Jz —  d£ 

y  —  n  ~~  « —  C  ' 

ein  Resultat,  das  unserer  gemachten  Annahme  entspricht,  denn,  wenn  lt 
verschwinden  soll,  so  können  die  Strahlen  auf  ihrem  kurzen  Weg  durch  das 
Prisma  als  beinahe  parallel  angesehen  werden,  was  jene  Gleichungen  zwi- 
schen Jj,  y,  4r\,  v\,Jz  —  J^,z  —  £  ausdrücken. 

Wir  haben  also  nun  Jrj  und  J£  ausgedrückt  durch  z/y  und  Ji  wd 
müssen  demnach  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Bestimmung 
des  Brennpunktes  (a.)  bis  (d.)  noch  zwei  Gleichungen  suchen  zur  Berech- 
nung von 
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in  denen  1,  nicht  enthalten  ist. 

Wir  addiren  die  beiden  Gleichungen  (b.)  und  (cL)  und  erhalten 

n*  n*  1 

—  y  C08m  cosy  <^y  -f-  y-  cos/*  cosy  Jrj  +  -=-  (1  —  n*  cos*  y)  Jt 

+  1  (l  —  n1  cos1  v)JC—0  (g.) 

oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  für  die  cos. 

Eine  zweite  Gleichung  finden  wir,  wenn  wir  die  (a.)  (b.)  (c.)  beziehungs- 
weise mit  y,  z  —  £,  17  multipliciren  und  die  erhaltenen  Producte  addiren. 
Statt  der  Grossen  y,  z — f,  rj  nehmen  wir  deren  Werthe  ausgedrückt  durch 
unsere  cos.,  nämlich 

7  ~  Mn*a (C08m  +  C08'i  C089>)' 
z  —  £— s^cosy, 

««=-»  .  1     (cos  11  +  cosm  cosqp). 

1         Sin^  V        n  *' 

Die  resuhirende  Gleichung  ist 

j-\  (1 — n*  cos*  m)  ^/y — n*  cos  m  cos  y  Jfc  } 

H — =— ^  s  —  n*  cos  m  cos  y  Jy  +  (1  —  n*  cos*  v)Jz\ 

+  -2-  <  (1  —  nf  cos*  /u)  zft?  +  na  cos  /i  cos  v  ^/£  >  —  0,        (h.) 
oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  für  die  cos. 

£  [ylo*-(y-b)fy-(y-b) (z-c)  (z-£)J  Jy 

+  ^[(»-Öi0,-(y-b)(z-c)y-(i-c)*(z-o]^ 

Diese  beiden  Gleichungen  (g.)  und  (h.),  wenn  in  ihnen  die  aus  (f.)  durch 

^y  und  z/z  bestimmten  Werthe  Ton  Jrj  und  J£  eingesetzt  werden ,  geben 

^/z  L 

dann  die  noch  unbekannten  Verhältnisse»— —  und  -r- . 

^y       \> 

22* 


+ 
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2.    Anwendung  der  Formeln  der  vorigen  Nummer  auf 

specielle  Fälle. 

1)  Es  mögen  homocentrische  Strahlen  von  dem  Punkte  a,  b,  c  nach 
dem  Prisma  gehen.  Unter  welchen  Bedingungen  werden  die  Strahlen  homo- 
centrisch  bleiben  und  wo  ist  ihr  Vereinigungspunkt? 

Da  nur  solche  Strahlen  berücksichtigt  werden,  die  sich  schneiden 
sollen,  so  können  wir  irgend  welche  Werthe  von  z/y  und  dz  nehmen  und 
es  müssen  doch  die  Bedingungsgleichungen  der  vorigen  Nummer  erfüllt 
werden.  Wir  können  demnach  jede  dieser  Grössen  für  sich  gleich  Null 
setzen  und  darnach  die  Bedingungen  suchen. 

a)  Setzen  wir  z/y  =  0,  betrachten  wir  also  nur  die  benachbarten 
Strahlen  in  der  xy- Ebene,  d.  h.  in  der  Ebene  senkrecht  zur  brechenden 
Kante  des  Prismas,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen,  wenn  noch  in  Folge 
der  Gleichung  (f.)  Jt]  =  0  und  dz  =  J£  gesetzt  wird. 

Aus  (g.)  wird  [  y-  +  y-  ]  (1  —  n2  cos*  v)  =  0.  (i.) 

77        (M         17 

—  yn* cosm  cos?  -f-  (z — £)(1 — nfcos2r)  — rjn* cosji  cosy»  0.  (k.) 
Die  Gleichung  (i.)  ist  einmal  erfüllt,  wenn 

(1—  tfcosM  —  O, 
oder  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  cos?,  wenn 

d.  i.  wenn  c  —  z  =  ^  ist.  Dies  kann  aber  nur  gelten,  wenn  der  Ausgangs- 
punkt der  homocentrischen  Strahlen  in  der  ersten  Ebene  des  Prismas  liegt, 
also  die  brechende  Ebene  streift.  Von  solchen  Strahlen  muss  hier  abge- 
sehen werden,  also  kann  (i.)  nur  genügt  werden  durch 

i. — u. 

Wird  nun  in  (k.)  gesetzt  z  —  £= 1,  cosr  nach  1.,  so  wird  diese  Glei- 
chung mit  Berücksichtigung  von  (f.) 

(1  —  n1)  cosv  sin1  q>  =*  0. 
Dieser  Bedingung  kann  nur  genügt  werden  durch  cos  r  =■  0,  also  ist 

c  —  z  —  £—  y. 

b)  Setzen  wir  ^/z  =  0,  betrachten  wir  also  nur  die  benachbarten 
Strahlen  in  der  xz-Ebene,  also  in  der  Ebene  parallel  der  brechenden  Kante. 
Benutzen  wir  dann  die  schon  gefundene  Bedingung  ^  =»  —  ],,  so  resultirt, 
wenn  wir  die  Einsetzung  in  (g.)  vornehmen,  wiederum  die  Bedingung 
cosy  =  0. 

Setzen  wir  dann  diese  erhaltenen  Werthe  ^  =  —  ],,  cos y  «■  0,  also 
sin*r  — 1,  c  —  z  —  f  —  y  neben  z/z  =  0  in  (h.)  ein,  so  finden  wir  nach 
einiger  Transformation  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (f.),  dasssie 
nur  gelten  kann,  wenn  cos'm  —  cos1/*  oder  y»b  ist. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  kann  man  also,  wenn  man  die  in 
§  300,  2.  aufgestellten  Bedingungen  über  die  Minimalablenkung  benutzt, 
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folgendennassen  aussprechen:  Alle  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  (a,  b,  c) 
ausgehen,  bleiben  homocentrisch,  wenn  sie  so  durch  das  Prisma  gehen,  dass 
die  Ablenkung  des  Strahles  Ton  seinem  ursprünglichen  Wege  ein  Min.  ist, 
und  das  entstehende  Bild  ist  virtuell  auf  der  Seite  des  Prismas,  auf  der  der 
leuchtende  Punkt  liegt,  und  zwar  ebenso  weit  entfernt,  aber  in  anderer 
Richtung. 

2)  Wo  wird,  wenn  von  einer  leuchtenden  Linie,  die  parallel  der  bre- 
chenden Kante  ist,  Strahlen  ausgehen,  ein  Bild  dieser  Linie  zu  finden  sein? 

Hierbei  ist  zu  berücksichtigen,  dass  Abweichungen  der  Strahlen  in  der 
Richtung  der  z  in  Bezug  auf  die  Deutlichkeit  des  Bildes  der  Linie  nichts 
schaden.  Sollen  also  nur  solche  Abweichungen  vorkommen,  so  müssen  wir 
z/y  =  0  setzen.  Wenn  wir  nun  dies  in  die  Gleichungen  (g.)  und  (h.)  ein- 
führen, so  erhalten  wir  nach  der  Untersuchung  unter  a) 

1)  ("rH~7-)U  —  n* cos* y)  —  0  und  daraus  1p  —  —  1,, 

2)  (1  —  n*)  cosv  sin'qp  —  0  und  daraus  cosr — 0  oder  c  =-=  z  =■=  £  —  y. 
Beide  Bedingungen  gleichzeitig  benutzt  geben  dann  dasselbe  Resultat 

wie  oben,  so  dass  also  beim  Min.  der  Ablenkung  eine  Vereinigung  der  Strah- 
len existirt. 

Die  zweite  eben  angegebene  Bedingung  zeigt  aber,  dass  es  noch  eine 
Convergenzebene  giebt  senkrecht  zur  brechenden  Kante,  d.  h.  für  ^»0, 
suchen  wir  daher  für  diese  Ebene  die  Vereinigungsweite  der  auffallenden 
Strahlen.  Für  alle  diese  Strahlen  ist  also  cosy  «*  0  dt  ■=  0  und  folglich 
nach  (g.)  auch  JJ«-0. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  (h.)  mit  Benutzung  von  (f.)  er- 
halten wir* 


oder 


£  (1  —  n*  cos*  m)  +  \  (1  —  n*  cos*  /u)  —  0, 

lo  *t 


Bedenken  wir  nun ,  dass  Fig.  31 ,  S.  289  nach  dem  Sinussatz  im 
Att'B,  wenn  B  —  q>  gesetzt  wird, 

cos ß ■»=  y-  sinqp.  cos ß' -=  i  sin  y. 

sin  a  =  n  sin  ß  sin  a'  =  n  sin  ßf 


y2  sin2  q> 


y  —  rj  cos  q>      y  —  b  i? — ycosqp q  —  ß 

_n         _  _      =n         ^        -    ^ 

ist,  so  wird  unsere  Bedingung  nach  Einsetzung  der  hieraus  sich  ergebenden 
Werthe  von  rj,  y,  b  —  y ,  ß  —  rj 
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^-  (cos1  ß'  cos4  a)  +  ^  (cos9  ß  cos2  a')  —  0 

oder 

1, cos*  ß  cos2  a' 

^  cos*  ß'  cos2  a ' 

Die  Entfernung  des  Bildes  einer  der  brechenden  Kante  parallelen  Licht- 
linie «vom  Prisma  ist  also  grosser  als  die  Entfernung  des  Objects,  wenn  der 
Einfallswinkel  an  der  ersten  Fläche  des  Prismas,  auf  welches  die  Licht- 
strahlen fallen,  grösser  ist  als  beim  Minimum  der  Ablenkung.  Die  Entfer- 
nung des  Bildes  ist  dagegen  kleiner  als  die  des  Objects,  wenn  jener  Einfalls- 
winkel kleiner  ist 

Will  man  also  eine  Lichtlinie  durch  ein  Prisma  mit  blossem  Auge  oder 
mit  einem  Fernrohr  beobachten,  so  muss  man  für  das  Hin.  der  Ablenkung 
Auge  oder  Fernrohr  für  die  Entfernung  des  wirklichen  Objects  einrichten. 
Wenn  man  aber  das  Prisma  dann  um  eine  der  brechenden  Kante  parallele 
Axe  dreht,  muss  man  auch  die  Einrichtung  des  Auges  oder  Fernrohrs 
passend  abändern. 

3«    Scheinbare  Breite  der  prismatischen  Bilder. 

Nach  den  Bezeichnungen  §  301  Fig.  31  ist 

sin  a  ■=  n  sin  /?,     sin  ol  —  n  sin  ß*,     ß  +  ßf — s  B  —  g>. 
Ist  der  Spalt  sehr  weit  entfernt  und  der  sehr  kleine  Gesichtswinkel, 
unter  dem  er  vom  Orte  des  Prismas  aus  gesehen  wird  da,  so  dass  also  die 
Randstrahlen  einfallen  unter  dem  Winkel  a  und  a  +  da,  so  gilt  such 

sin(a  +  da)  —»  nsin  {ß-\~dß)y 
sin  (<J  +  da')  —  n  sin  {(f  +  dß% 
ß  +  dß  +  ß'  +  dß>  =  9>, 
mithin  für  sehr  kleine  da 
cosa  da  =  ncos/?d£,     cosa'da'  — ncos/S'd/S',    d/S  +  d/g'  —  O. 
Daraus  ergiebt  sich  durch  Elimination  Ton  dß  und  dßf: 

da' ^"""fda, 

cos  af  cos  ß 

wo  nun  da7  der  gesuchte  Gesichtswinkel  ist,  unter  dem  der  Spalt  erscheint, 

also  die  Breite  des  Bildes. 

1)  Für  die  Minimalablenkung  ist  a  —  a',  ß  —  ß*,  also 

da'  —  —  da,  d.  h.  die  scheinbare  Grösse  des  Spaltes  bleibt  unverändert. 

2)  Für  das  Maximum  a  =  90°  ist,  da  dann  die  anderen  Winkel  spitze 
bleiben,  so  dass  deren  cos. •  nicht  Null  werden  können,  da'  — 0.  Diese 
Grenze  ist  aber  nie  vollkommen  zu  erreichen;  denn  a  —  90° heisst  die  ein- 
tretenden Strahlen  streifen  das  Prisma. 

3)  Für  das  Maximum  a'  =  90°  ist  d  a'  =  —  oo.  In  Bezug  auf  dieses 
Resultat  gilt  dieselbe  Bemerkung  wie  zu  2);  denn  a'  =  90°  heisst  der 
austretende  Strahl  streift  das  Prisma. 
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L  COS^Ä*  COS*a 

4)  Da  nach  der  vorigen  Nummer  -j2-  — ^ 5— ^  ist,  so  ergiebt 

1]  COS  p  cos  a 

sich  der  allgemeine  Ausdruck  da'  —  l/y- .  da. 

4*    Reinheit  des  Speetrums. 

Ein  Spectrum  wird  um  so  reiner  sein,  je  weniger  verschiedenfarbig 
die  Strahlen  sind,  welche  von  einer  Stelle  desselben  in  die  Augen  gelangen, 
d.  h.  je  weniger  verschieden  die  Brecbungsexponenten  derselben  sind* 
Nehmen  wir  nun  an,  es  treffen  gleichzeitig  das  Auge  von  einer  Stelle  de» 
Spectrums,  also  für  ein  bestimmtes  af  Strahlen,  deren  Brechungsexponenten 
liegen  zwischen  n  und  n  +  dn,  so  wird  das  Spectrum  um  so  reiner  je 
kleiner  dn  ist,  so  dass  also  dn  als  Werth  der  Unreinheit  betrachtet 
werden  kann.  Wir  haben  demnach  für  die  betreffenden  Strahlen  folgende 
Gleichungen  sin  a  —  n  sin  ß, 

sin  a'==  n  sin  ß\ 
ß-\-ß'*~*q>.   und 
für  die  Strahlen,  deren  Brechungsexponent  n  -)-  dn  ist,  ändert  sich  auch 
er,  ß,  ß',  so  dass  dafür  gilt 

sin  (a  -f- da)  =  (n  +  dn)  sin  (ß  +  d/ff), 

sin  a'  —  (n  -+-  dn)  sin  {ff  +  dß?) , 

(ß  +  Aß)  +  (ß'  +  dß')  =  <p- 
Die  Differenz  dieser  Gleichungen  giebt  bei  kleinem  dn 

cos  a  d  a  =  dn  sin  ß  4-  iß  »  cos  /?, 

0  —  dn  sin  ßf+  dß>  n  cos  jf, 

d/J  +  d^  — 0. 

Daraus  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  dß  und  dßr 

cos a  cos/9'  da  —  (sin  ß  cos/P 4-  cos ß  sin  /J'^dn, 

=  sin  (p  dn,  oder 

,  cosa  cosö'  , 

dn±B» : —  da, 

sin  q> 

wo  da,  wie  in  3.,  die  scheinbare  Breite  des  Spaltes  vom  Prisma  aus  gesehen 

bedeutet. 

Die  Reinheit  des  Spectrums  wird  also  vergrössert,  d.h.  dn  verkleinert, 

wenn  da,  also  die  Breite  des  Spaltes,  möglichst  verkleinert  wird,    cosa 

zu  verkleinern  ist  unpraktisch;  denn  bei  sehr  schiefer  Incidenz  geht  viel 

Licht  wegen  der  zunehmenden  Reflexion  verloren. 

5«    Helligkeit  des  Spectrums. 

Bedeutet  h  die  Helligkeit  des  Spaltes  für  irgend  eine  Farbe ,  also  für 
eine  bestimmte  Wellenlänge  X  oder  einen  bestimmten  Brechungsexpo- 
nenten n,  so  wird  die  Helligkeit  im  Spectrum  ht  um  so  geringer  je  grösser 
die  Fläche  ist,  auf  die  sich  die  Strahlen  verbreiten,  wenn  von  dem  Ver- 


H  -/V 
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lust  durch  Reflexion  und  Absorption  abgesehen  wird.  Es  wird  also  nach 
den  in  den  vorigen  Nummern  eingeführten  Bezeichnungen  gelten 

h :  h.  =  da' :  da  oder  h.  —  h  -j-j  , 

1  "       l  dor 

also  nach  3. 

,         ,     cos  a!  cos  8 

h,  ™  h  . s~  . 

cos  a  cos  ßr 

Nun  aber  wird  die  Helligkeit  einer  Stelle  nicht  hervorgebracht  von 

Strahlen  derselben  Wellenlänge,  sondern  von  solchen,  deren  Wellenlängen 

zwischen  l  und  l  +  dl  liegen.  Wir  machen  nun  weiter  die  Annahme,  was 

mit  der  Erfahrung  wohl  übereinstimmt,  dass  die  Helligkeit  der  Farben,  deren 

Wellenlängenunterschied  sehr  gering  ist,  nahezu  derselbe  ist,  und  setzen 

H  die  Gesammtheliigkeit,  so  erhalten  wir 

X+&X 

dl  =  h.dl  =  h.-j— dn  . 
1  '  dn 

X 

Setzen  wir  hier  den  in  4.  berechneten  Werth  von  dn  und  den 

obigen  Werth  \  ein,  so  ist 

„       ,     cos  a!  cos  8  ,     dl 

H»h. : «-  da  ■=— . 

sin  gp  dn 

•  da' 

In  diesen  Ausdruck  führen  wir  nun  den  Werth  -=-?-  ein,  wo  de'  der 

Gesichtswinkel  ist,  unter  dem  eine  geometrische  Lichtlinie  statt  des  Spaltes 
erscheint,  wenn  die  Wellenlängen  der  gebrochenen  Strahlen  liegen  zwischen 
l  und  l-\-dl.    Wir  bezeichnen  dann  die  scheinbare  Länge  des  betreffen- 
den Theiles  des  Spectrums  -ry  mit  1,  die  sich  wie  folgt  bestimmt 
-    ..da'      da'    dl    -  .  dl 

CiS  ISt  -t —  ««  -TT  •  T~   ■"  1  ~r~  • 

dn       dl    dn  dn 

Da  nun  aber  -z —  =  -: —  .  -j-  oder  nach  3.  und  4. 

dn        da     dn 

sin  a)  .dl  sin  cp         1 

SÄS r  so  ist  —  — ,  r    a  .  -:  . 

cos  a'  cos  ß.  dn       cos  a'  cos  ß     1 

Es  ist  also  endlich 

Die  Helligkeit  des  Spectrums  ist  demnach  proportional  der  Helligkeit  der 
betreffenden  Farbe,  der  scheinbaren  Breite  des  Spaltes  und  umgekehrt  pro- 
portional der  scheinbaren  Länge  des  betreffenden  Theils  des  Spectrums. 
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Anordnung  der  Strahlen  Ttnehiedener  Wellenlänge  bei  der 

Dieperrion.   (§  313.) 


Nach  §311  und  *  331  ist  da' 


S1D  (p 


dn  und  es  ist  daraus 


cos  ß  .  cos  a! 

gefolgert  worden,  dass  die  Differenzen  der  Ablenkung  der  verschieden* 
farbigen  Strahlen  nahezu  proportional  den  Differenzen  der  Brechungs- 
exponenten sind  und  dass  man  dann  nach  Construction  der  Dispersions- 
curve  sich  eine  Anschauung  über  die  Vertheilung  der  Farben  im  Spectrum 
machen  kann.  Zur  Erläuterung  der  Bemerkung  im  Lehrbuch  für  das 
gewohnliche  Sonnenspectrum  benutzen  wir  die  Construction,  wie  sie  aus- 
geführt ist  von  Helmholtz  Physio.  Opt.  §  19,  indem  wir  die  einfache  Formel 
von  Cauchy  zu  Grunde  legen.  Die  Breite  des  dunkeln  Wärmespectruras 
ist  jedenfalls  eine  beschränkte,  da  bei  zunehmender  Wellenlänge  die  Bre- 
chung sich  einem  Minimum  nähert,  welches  nicht  überschritten  werden 
kann  und  bei  dem  die  Dispersion  aufhört.  Als  Abscissen  sind  an  der  ge- 
zeichneten Figur  (Fig.  61)  wie  §  309  4.  von  einem  Punkte  b  an  aufgetragen 

Fig.  «1. 


die  verschiedenen  Wellenlängen  und  als  Ordinaten  die  Brechungsverhält- 
nisse n  für  ein  von  Frauenhofer  benutztes  Flintglasprisma.  Die  Buchstaben 
B  bis  H  entsprechen  den  Buchstaben  der  Frauenhoferschen  Linien.  Die 
Grundlinie  Hb  ist  der  Wellenlänge  proportional,  zu  der  gehört  n  =«1,6070, 
welches  für  diese  Glasart  das  Minimum  ist.  Der  Verticalen  in  H  nähern 
sich  bei  steigender  Wellenlänge  die  n  asymptotisch.  Die  hier  zur  Con- 
struction genommenen  Werthe  sind  von  Baden  Powell  (Pogg.  Ann.  37.)  nach 
einer  Interpolationsformel  berechnet,  die  nahe  genug  mit  den  theoretisch 
abgeleiteten  Formeln  von  Cauchy  übereinstimmt. 
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Die  verschiedenen  n  sind  für  die  beireffenden  Strahlen  die  folgenden: 

B  C  D  E  F  G  H 

1,6277      1,6297      1,6350      1,6420      1,6483      1,6603      1,6711. 

Nach  der  Erklärung  der  Figuren  §  331  sind  dann  die  Punkte 
Ht,  G,,  . . .  Bt  die  Stellen  der  Frauenhoferschen  Linien  in  dem  erhaltenen 
Spectrum. 

An  der  Figur  wird  deutlich,  wie  die  Strahlen  des  blauen  Endes  FjGjH, 
auseinandergezogen,  die  des  rothen  Endes  B^Di  aneinandergedrängt 
sind.  Dieses  Zusammendrängen  der  Strahlen  in  dem  Brechungsspectrum 
muss  natürlich  zunehmen,  je  mehr  man  sich  dem  Raum  der  dunkeln  Wärme- 
strahlen  nähert.  Am  blauen  Ende,  wo  das  Spectrum  gedehnt  ist,  wird  dabei 
die  Zahl  der  sichtbaren  dunkeln  Linien  grösser  und  weil  die  gleiche  Quan- 
tität Licht  oder  Wärme  über  einen  grösseren  Raum  verbreitet  ist,  werden 
Helligkeit  und  Erwärmung  geringer.  Das  Umgekehrte  findet  statt  am 
rothen  Ende. 

Ausführlicher  ist  die  Lage  der  Strahlen  verschiedener  Wellenlängen  in 
dem  Spectrum  erörtert  in  §  331,  wo  dieser  analoge  Figuren  für  andere 
Dispersion  gezeichnet  sind. 


Achromatismns.  (§  314.) 
Achromatische  Linsen. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  heisst:  Es  soll  ein  Linsensystem  hergestellt 
werden,  welches  so  beschaffen  ist,  dass  alle  verschieden  gefärbten  Licht- 
strahlen eines  im  gewöhnlichen  Lichte  leuchtenden  Punktes  wieder  in 
einem  Punkte  vereinigt  werden,  sodass  also  ein  farbloser  Brennpunkt  vor- 
handen ist. 

Wir  gehen  aus  von  der  allgemeinen  Gleichung 

f  f 

b  +  d  lf 
wo  ft  und  f,  die  in  §  304  gefundenen  Brennweiten  des  Systemes  bedeuten. 
Nehmen  wir  nun  den  einfachsten  Fall,  also  eine  (Kombination  von  zwei 
Linsen,  die  unmittelbar  aneinander  liegen  und  auf  deren  beiden  Seiten 
dasselbe  Mittel  ist.  Demnach  müssen  wir  zunächst  in  §  304,  3.  die  Entfer- 
nung der  beiden  Systeme  a(oj=<J=0  setzen.  Ferner  ist  nach  §  304,4.5. 
Ft  =  F,,  (px  *=  qpa,  f,  =  f2  —  f,  wo  nun  aber  der  dort  gebrauchte  Werthd 
nicht  verschwindet,  da  er  die  Dicke  der  Linsen  bezeichnet.  Die  obige  allge- 
meine Formel  wird  dann 

1        1        1      .        .    ,         o^F,       .  .    1        1    ,    1    .  # 
_____  oder,  da  f-jj^  A'hT~T+J  *> 

b-F/f,        d  ' 
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Unterscheiden  wir  durch  die  unten  angefügten  Indices  r  oder  v  die 
Grössen,  je  nachdem  sie  sich  auf  die  rothen  oder  violetten  Strahlen  be- 
ziehen, so  ist 

_L  — J_, 1 JL.    i__    * 

br  F|r  q>ir  d  f    hf         Fi/ 


1 


1 

9>u    d 

1—1 

br       bT 


r-  mm  r-  *    also  muss 


Unsere  Aufgabe  liefert  die 
für  ein  achromatisches  Linsensystem  gelten 

J_+JL_1.  +  JL. 

Flr  <pir         Fl»  flPlT 

Dieser  Gleichung  ist  genügt,  wenn  FJr  —  —  <pir  und  F4t  —  —  <pir 
ist,  dann  aber  wirkt  die  Combinalion  nicht  mehr  als  Linse,  weil  die  zweite 
eine  der  ersten  entgegengesetzte  Brennweite  hat.  Diess  dient  zur  Controle 
der  Gleichung. 

Führt  man  in  die  Bedingungsgleichung  die  Werthe  aus  §  304.  5  ein, 
so  erhält  sie,  wenn  man  noch  -*  ■—  n  und  n'  für  die  zweite  Linse  setzt, 
und  die  Dicken  der  Linsen  mit  a  und  6\  bezeichnet,  die  Form 

(ür-  1) 


(n 


Diese  Gleichung  enthalt  eine  Menge  Grössen,  so  dass  zur  vollständigen 
Bestimmung  derselben  noch  andere  willkürliche  Bedingungen  hinzugenom- 
men werden  können.  Es  möge  zunächst  verlangt  werden,  dass  die  Linsen- 
combination  für  beide  Farben  dieselbe  Brennweite  F  habe,  dann  sind  beide 

1 


Seiten  der  Gleichung  — 


Ferner  ist  es  vorteilhaft  solche  Linsen  zu 


nehmen,  welche  ganz  auf  einander  passen,  also  zur  ersten, eine  convex- 
convexe  Linse,  welche  an  die  zweite  concave  sich  anschliesst,  so  dass  also 
r'«r1  ist.  Setzt  man  endlich  r— — 2K  und  nimmt  die  Dicke  der  Linsen  6' 
und  d[  verschwindend  klein,  so  erhält  man  statt  der  obigen  Gleichung 
die  beiden 


(nr  —  1) 


(.,_!)  [i+i]  +(ntT_i)  [_!_-?,] -4. 

Diese  zwei  Gleichungen  enthalten  dann,  wenn  die  Stoffe,  also  damit  die 
verschiedenen  n  der  Linsen,  gegeben  sind,  nur  noch  die  beiden  Unbe- 
kannten r  und  r', ,  welche  daher  dadurch  berechnet  werden  können. 
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Spectralia.   (§  316.) 
Abhängigkeit  des  Spectrums  von  der  Dichtigkeit. 

Bezeichnen  wir  das  Emissionsvermögen  eines  vollkommen  schwarzen 
Körpers  §  324  für  die  verschiedenen  Farben  mit  e,,  e2  ....  er  und  das  Ab- 
sorptionsvermögen eines  beliebigen  Körpers  für  dieselben  Farben  mit  A,, 
Aa . . . .  Ar ,  so  wird  sich  die  gesammte  Lichtmenge ,  welche  dieser  Körper 
bei  einer  bestimmten  Temperatur  ausstrahlt,  ausdrücken  lassen  durch 

S  =  A^j  +  Aae2  +  A3e3  +  •••  ArCr. 

Diese  Gleichung  würde  die  Art  des  Spectrums  geben  für  die  verschiedenen 
Temperaturen,  wenn  man  die  zugehörigen  A  und  e  wüsste. 

Es  soll  nun  gefunden  werden,  wie  die  A  für  glühende  Körper  in 
Dampfform  von  der  Dichte  abhängen.  Damit  wird  sich  dann  beweisen 
lassen,  dass  für  glühende  Körper  in  Dampfform  das  Spectrum  ein  charakte- 
ristisches Merkmal  des  Stoffes  wird. 

Wir  gehen  aus  von  einer  bestimmten  Farbe:  Nennen  wir  a  die 
Lichtmenge  dieser  bestimmten  Farbe,  welche  von  der  Einheit  der  Dicke 
bei  einer  bestimmten  Temperatur  absorbirt  wird,  e  bezeichne  dann  das 
Emissionsvermögen  dieser  Schicht.  Die  erste  Schicht  emittirt  €,«a.e, 
die  zweite  ebensoviel,  das  von  der  zweiten  Schicht  ausgestrahlte  Licht  geht 
durch  die  erste,  welche  dann  aei  absorbirt,  also  kommt  nach  Aussen 
e3  =  (l  —  a)  et  —  a  (1  —  a)  e.  Von  der  dritten  Schicht  strahlt  aus  er«,, 
davon  geht  durch  die  zweite  hindurch  (1  —  a)  €,,  davon  wird  (1  — er)  aet 
ah  der  ersten  absorbirt,  und  es  tritt  also  aus 

(1  —  a)  et  (1  —  a)  =  a  (1  —  a)*  e  —  «8  u.  s.  f. 
en  mmz  a  (1  —  a)ü~x  e.    Mithin  ist  das  gesammte  ausgestrahlte  Licht,  wenn 
die  Dicke  n  Schichten  hat, 

«i  +  «,  +  . . .  <„  =  ce  {1  +  (1  —  a)  +  (1  —  äf  +  . . .  (1  —  a)»~*} , 

_(!_(!_  a)o)  e  =  E. 

Jeder  der  oben  angegebenen  Coefficienten  A  hat  also  die  Form 

A  — (1-U-a)»), 
wo  dann  n  die  Dicke  des  ausstrahlenden  Körpers  bezeichnet  und  a  ein 
Bruch  ist,  der  =  0  werden  kann,  so  dass  also  1  —  er  ein  ächter  Bruch  ist, 
der  bis  1  anwachsen  kann.  Ist  nun  1  —  a  =  1,  so  ist  A  —  0  und  auch 
E  mm  0  d,  h.  das  Licht  welches  der  Körper  absolut  nicht  absorbirt,  sendet 
er  auch  nicht  aus.  Wenn  aber  (1 — cc)  ein  ächter  Bruch  ist,  so  wird  sich  bei 
immer  grösser  werdendem  n  das  A  immer  mehr  dem  Werth  1  und  damit 
E  dem  e  nähern.  Es  wächst  mithin  bei  zunehmender  Dicke  das  Emissions- 
vermögen für  alle  Strahlen  und  nähert  sich  immer  mehr  dem  Emissions- 
vermögen eines  schwarzen  Körpers.  Was  aber  hier  von  der  Dicke  gesagt  ist, 
lässt  sich  auch  übertragen  auf  die  Dichte ;  denn  die  Absorption  kann  nur 
abhängen  von  der  Menge  der  Moleküle,  wir  können  also,  wenn  d  die  Dichte 
bezeichnet,  auch  schreiben 
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E  =  (l  —  (1  —  ct)d)  e,  wo  sich  et  auf  die  Dichte  1  bezieht.  Aus  dieser 
Formel  folgt  also,  dass,  wenn  eine  Substanz  charakteristische  Maxima  des 
Absorptionsvermögens  für  gewisse  Wellenlängen  besitzt,  diese  im  Spectrum 
des  von  dem  glühenden  Körper  ausgesandten  Lichtes  nur  dann  charakte- 
ristische Maxima  der  Lichtstärke,  also  die  Substanz  charakterisirende  helle 
Linien  liefert,  wenn  wir  dünne  Schichten  der  Substanz  zum  Leuchten 
bringen  und  dafür  sorgen,  dass  in  diesen  Schichten  die  betreffende  Sub- 
stanz nur  eine  geringe  Dichtigkeit  besitzt. 


Zerlegung  des  Lichtes  durch  Absorption.    (§  322.) 

Der  Unterschied  der  verschiedenartigen  Absorption  ergiebt  sich  aus 
den  Rechnungen  in  §  329. 


Absorption  des  Lichtes.    (§  323.) 

Indem  wir  zunächst  auf  §  329  verweisen,  bleibt  hier  nur  theoretisch 
zu  begründen,  dass  die  Absorption  meist  durch  die  tiefere  Octave  geschieht. 
Nach  den  dort  aufgestellten  Formeln  muss  also  untersucht  werden  die  in- 
directe  Absorption  in  b)  und  c),  also  das  Unendlichwerden  von 

bn* 
2(4mp2  —  a) 
bAn 

Setzen  wir  dazu  für  N  p  =  il/  i  +  <?,  wo  d  eine  sehr  kleine  Grösse 

vorstellt,  deren  höhere  Potenzen  zu  vernachlässigen  sind.  Wir  erhalten 
dann  aus  N,  wenn  wir  statt  der  Abkürzung  dessen  Werth  aus  §  259  wieder 
einführen, 

N-     2hf* 


N  =  -zrrz ; r  beip  =  i|/—   und  von 

P ,        -.-,.  beip-2j/y. 


9afyam<$ 
Setzen  wir  bei  P  statt  p  die  wenig  davon  verschiedene  Grösse 

p  =  2  1/—  +  ^1  80  «rgiebt  sich 

6aj/am<$ 
Daraus  findet  man 

P        .  A  «A 

N  ""*  "^a~f~a- 
Nun  ist  «A  die  Amplitude  der  anfänglichen  Schwingung  des  Atomes 
und  f  die  der  zu  absorbirenden  Wellenbewegung  und  als  solche  sind  diese 
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Grössen  im  Allgemeinen  wenig  von  einander  verschieden,  mithin  ist 
—  eine  endliche  Grösse. 

4  TT2 

Nach  §  224  ist  a  —  -7=^-  —  4/rfn%  also  a  eine  für  das  Licht  sehr 

grosse  Zahl,  da  n  liegt  zwischen  400  und  800  Billionen.  Es  muss  demnach 

p 

-^-  eine  sehr  grosse  Zahl,  also  P  viel  grösser  als  N  sein. 

Vergleiche  §  331. 


aonsgesetz*)  und  die  Frauenhof  er 'sehen  Linien.  (§  324.) 

1.  Vorbereitungen. 

Wir  setzen  voraus,  dass  Körper  denkbar  sind,  welche  bei  unendlich 
kleiner  Dicke  alle  Strahlen  (Licht-  und  Wärmestrahlen)  vollkommen  absor- 
biren,  also  weder  reflectiren  noch  durchlassen.  Solche  Körper  mögen  voll- 
kommen schwarz  oder  kurz  schwarz  genannt  werden. 

Für  die  zu  untersuchende  Emission  und  Absorption  denken  wir  uns 

folgende  Anordnung.    C  (Fig.  62)  sei  ein  Körper,  von  dem  Strahlen  aus- 

Fig  62  gehen,  derselbe  ist  in  einer  schwarzen  Hülle,  welche 

auf  der  einen  Seite  von  einem  Schirm  Sf,  in  dem 
sich  eine  Oeffnung  1  befindet,  begränzt  wird.  Diese 
Oeffnung  1  nehmen  wir  sehr  klein  aber  immer  noch 
gross  gegen  die  Wellenlänge,  damit  von  einer  Beu- 
gung an  den  Rändern  abgesehen  werden  kann;  und 
ihre  Form  sei  so,  dass  sie  einen  Mittelpunkt  hat.  Dies 
ist  nöthig,  da  wir  dieselbe  später  als  den  Mittelpunkt 
eines  Spiegels  betrachten.  Dem  Schirm  S,  parallel  befindet  sich  ein  zweiter 
Schirm  Ss,  in  dem  der  Oeffnung  1  gegenüber  eine  Oeffnung  2  ist,  deren 
Dimensionen  auch  den  für  1  angegebenen  Bedingungen  unterworfen  sind. 
Diese  Oeffnung  2  werde  im  Allgemeinen  durch  einen  schwarzen  Körper 
geschlossen.  Das  ganze  System  soll  immer  und  überall  denselben  Zustand 
behalten  und  durch  eine  für  Strahlung  undurchdringliche  Hülle,  etwa  durch 
eine  geschlossene,  vollkommen  spiegelnde  Fläche  vor  Verlust  an  Strahlung 
nach  Aussen  geschützt  sein.  Es  mögen  nun  immer  die  geläufigeren  Aus- 
drücke aus  der  Wärme  hier  benutzt  werden,  so  dass  wir  sagen,  das  ganze 
System  soll  dieselbe  Temperatur  besitzen  und  durch  eine  für  Wärme  un- 
durchdringliche Hülle  vor  Wärmeverlust  und  Wärmegewinn  geschützt  sein. 
Emissionsvermögen.  Von  dem  Körper  C  tritt  durch  die  Oeffnung  1 
ein  Strahlenbündel.    Von  diesem  betrachte  man  den  Theil,  dessen  Wellen- 


*)  Kirchhoff,  Verhültniss  zwischen  dem  Emissionsvermögen  und  dem  Absorptions- 
vermögen der  Körper  für  Wärme  und  Licht.    Pogg.  Ann.  109. 
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lingen  zwischen  X  und  X  -f-  dA  hegen  und  zerlege  denselben  in  zwei  po- 
larisirte  Componenten,  deren  Schwingungsebenen  sind  zwei  zu  einander 
senkrechte  durch  den  Strahlenbündel  gelegte  Ebenen  a  und  b.  Die  Inten- 
sität der  nach  a  schwingenden  Componente  sei  Ed  A,  wo  E  das  Emissions- 

vermögen  des  Körpers  bedeutet.    /'  EdA  ist  dann  die  Gesammtmenge  der 

Strahlen,  welche  von  C .durch  1  nach  der  Oeffnung  2  geht;  denn  es  hat  dann 
l  alle  möglichen  Werthe  von  0  bis  oo.     Ist  der  Körper  C  ein  schwarzer 
Körper,  so  sei  für  diesen  das  Emissionsvermögen  mit  e  bezeichnet 
Das  Absorptionsvermögen  ist  bezeichnet  mit  A. 

Die  Grössen  E  und  A  hangen  ab  von  der  Natur  und  Temperatur  des 
Körpers  C,  von  der  Gestalt  und  Lage  der  Oeffnungen  1  und  2,  von  der 
Wellenlange  X  und  der  Richtung  der  Ebene  a. 

%.  Untersuchung  des  Emissionsvermögens  eines  schwarzen 

Körpers. 

Das  Emissionsvermögen  e  ist  für  alle  schwarzen  Körper  unveränder- 
lich, ist  also  unabhängig  von  der  Natur  des  Körpers  und  nur  eine  Funktion 
der  Temperatur,  der  Wellenlange,  und  ist  für  unsere  Combination  noch 
abhängig  von  der  Gestalt  und  relativen  Lage  der  Oeffnungen  1  und  2. 

1.  Beweis  für  den  Fall,  dass  die  betreffenden  Strahlen,  welche  durch 
die  Oeffnung  1  gehen,  von  der  Wellenlange  X  sind  und  in  der  Ebene  a 
schwingen. 

Da  Gleichgewicht  in  dem  in  1  beschriebenen  Systeme  bleiben  soll, 
muss  die  Summe  der  Intensitäten  der  Strahlen,  welche  den  Körper  C 
treffen,  die  er  also  als  schwarzer  Körper  absorbirt,  gleich  sein  der  Summe 
der  Intensitäten ,  die  er  aussendet.  Nun  stelle  man  sich  vor,  dass  die 
Fläche  2  entfernt  und  die  frei  gemachte  Oeffnung  verschlossen  werde 
durch  ein  unmittelbar  dahinter  gesetztes  Stück  einer  vollkommen  spie- 
gelnden Kugelflache,  die  ihren  Mittelpunkt  in  dem  Mittelpunkte  der  Oeff- 
nung 1  hat.  Auch  so  wird  das  Gleichgewicht  der  Temperatur  bestehen, 
also  müssen  auch  noch  die  vom  Körper  C  ausgehenden  Strahlen  gleich 
denen  sein,  die  er  empfängt  Der  Körper  sendet  aber  jetzt  dieselben 
Strahlen  aus  wie  früher,  also  müssen  ihn  auch  dieselben  wie  vorhin  zum 
Absorbiren  treffen.  Die  ihn  jetzt  treffenden  Strahlen  sind  aber  dieselben 
welche  er  gegen  2  durch  1  sendet«  Es  müssen  demnach  die  von  C  durch 
1  gegen  2  gesendeten  Strahlen  dieselben  sein,  als  diejenigen  welche  die 
Fläche  2  bei  derselben  Temperatur  durch  die  Oeffnung  1  entsendet,  es  ist 
demnach  die  Intensität  der  von  C  entsendeten  Strahlen  unabhängig  von 
der  Gestalt  und  weiteren  Beschaffenheit  des  Körpers,  wenn  wir  nur  eben 
die  Wellenlänge  dieselbe  sein  lassen  und  eine  bestimmte  Schwingungs- 
richtung berücksichtigen. 

2.  Beweis  unter  Berücksichtigung  der  Schwingungsrichtung  (Fig.  siehe 
nächste  Seite).  Um  dies  zu  erörtern  setzten  wir  zwischen  1  und  2  eine  kleine 
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Platte  P,  die  die  Farben  dünner  Plättchen  zeigt  und  deren  Ausstrahlung 
und  Absorption,  die  wegen  der  geringen  Dicke  und  auch  wegen  ihrer  sub- 
stantiellen Beschaffenheit  nur  gering  sein  kann,  unberücksichtigt  bleibe. 

Die  Richtung  der  Platte  sei  so,  dass  der  durch  1 
tretende  Strahlenbündel  sie  unter  dem  Polari- 
sationswinkel trifft.  Die  Einfallsebene  sei  ent- 
weder die  Ebene  a  oder  b.  Es  sei  ferner  die 
Wand,  welche  die  Schirme  St  und  S2  mit  ein- 
ander verbindet  so  eingerichtet,  dass  sie  das  Spie- 
gelbild von  2  enthält.  An  dem  Orte  dieses  Spiegel- 
bildes denke  man  sich  eine  Oeffnung  3.  Es  seien 
nun  die  Oeffnungen  2  und  3  erstens  durch  eine 
schwarze  Fläche  geschlossen  und  zweitens  sei  statt  3  ein  vollkommener 
Hohlspiegel  angebracht,  der  seinen  Mittelpunkt  an  dem  Orte  des  Spiegel- 
bildes hat,  das  die  Platte  P  von  dem  Mittelpunkt  der  Oeffnung  1  ent- 
wirft. Da  nun  jetzt  immer  wieder  Temperaturgleichgewicht  bleiben  soll, 
so  muss  der  Körper  ebensoviel  Wärme  ausstrahlen  als  er  empfängt    Die 

QO 

gesammte  Ausstrahlung  ist  gegeben  durch  /*edÄ,  und  diese  muss  dieselbe 

o 

bleiben,  wenn  3  durch  die  schwarze  Fläche  geschlossen  ist  oder  statt 
derselben  der  Hohlspiegel  angebracht  wird.  Es  ist  mithin  die  Intensität 
dieselbe,  welche  dem  Körper  C  durch  Anbringung  des  Spiegels  in  3  wegen 
Entfernung  der  schwarzen  Fläche  entzogen  wird,  und  diejenige,  welche  dem 
Körper  dann  durch  den  Spiegel  gegeben  wird.  Die  durch  Entfernung 
der  schwarzen  Fläche  3  entzogene  Wärme  d.  h.  die  Wärme,  die  von  3 
ausgegangen  an  P  reflectirt  und  polarisirt  worden  ist,  bezeichnen  wir  mit 

OD 

Q,  so  dass  ist  Q  =  />erdX,  wo  r  einen  von  der  Beschaffenheit  der  Platte 

o 

und  der  Wellenlänge  abhängigen  Schwächungscoefficienten  bedeutet  Die 
Summe  der  Intensitäten  der  Strahlen,  die  dem  Körper  C  bei  Anbringung 
des  Hohlspiegels  zugeführt  wird,  setzt  sich  aus  zwei  Theilen  zusammen. 
Von  f  d  kommt  erstens  eine  gewisse  Wärme  durch  P  nach  dem  Hohlspiegel 
3,  wird  dort  reflectirt,  kommt  nach  P  und  wird  wiederum  reflectirt  und 
gelangt  dann  durch  1  zu  C.  Diese  Wärmemenge  bezeichne  man  durch  R. 
Der  zweite  Theil,  der  den  Körper  C  treffenden  Wärme,  rührt  von  C  her, 
indem  die  Strahlen  von  P  eine  Reflexion  erleiden,  nach  dem  vollkommenen 
Spiegel  gelangen,  dann  reflectirt  werden  und  so  wieder  an  P  ankommen, 
von  wo  sie  dann  nach  einer  abermaligen  Reflexion  durch  1  nach  C  ge- 
langen.    Dieses  Quantum  ist  wegen   der  zweimaligen  Reflexion  an  P 

er*d  X.  Es  muss  also,  da  in  beiden  Fällen  der  Zustand  derselbe  bleibt, 
folgende  Gleichung  bestehen 

/erldA  +  R  — Q. 

o 
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Denkt  man  sich  Dan  statt  C  einen  anderen  schwarzen  Korper  von 
derselben  Temperatur,  dessen  Emissionsvermögen  e/  ist,  so  muss  für  diesen 
auch  gelten 

/V  r»  <U  +  R  —  Q. 
Durch  Elimination  von  R  und  Q  folgt  dann 

/\e  —  eOr^dA  —  0. 

o 

Um  die  Bedingung  zu  finden,  welche  diese  Gleichung  enthält,  sub- 

stituiren  wir  den  SchwächungscoefDcienten  aus  §  369,  2.   Mithin  können 

wir  setzen 

»  *A    ^cosr 
r  ■—  q  sin'  2  n  — y — , 

wo  q  ein  ächter  Bruch  ist. 
Es  muss  also  sein 

OD 

/\e  — e')  e'  sin4  In  ^^  dT— 0. 
o 
Welche  Beziehung  zwischen  e  und  e'  sich  hieraus  ergiebt,  lässt  sich, 
wie  folgt,  finden. 

Man  setze  für  sin4  2/r  — = —  den  ihm  gleichen  Ausdruck 
1  /      Q     ^cosr  z/cosr      0\ 

-£-  (COS  8  TT  y 4  COS  4  TT y J- 3  1. 

Da  das  obige  Integral  0  ist,  so  muss  es  auch  zwischen  denselben  Gren- 

^  cos  r 
zen  verschwinden,  wenn  wir  in  dem  Ausdruck  für  sin4  2  n  — -. —  die  Grösse 

2  TT  J  cos  r  als  veränderlich  betrachten  und  zweimal  darnach  differenziren. 
Dies  giebt  dann  die  Gleichung 

//         i\Q%*(      o     ^cosr  ^cosr\,, 

(e  —  e')yj  2  (cos 8 TT — y cos4/r — y — 1  eU  — 0. 

o  ^  ' 

Schreiben  wir  nun  zur  Abkürzung 

2 

2/r  ^/cos  r  ■—  p  und  y  ■—  er,  also 

—  dA  =  da  und  (e  —  e')  p*  —  f  (o), 
so  erhält  unsere  Bedingung  die  Form 

OD 

/  f  (er)  (cos  2pa  —  cos  pa)  da  =»  0. 
o. 

Klein,  Theorie  der  Elasticit&t  etc.  23 
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Nun  ist  aber 


OD  OD 


/f  (a)cos2pada=  —  /  f  f  —  )  cospadcr, 
o  *o       *    ' 

was  man  leicht  erhält,  wenn  man  statt  der  Variabein  a  schreibt  -^-,  wodurch 
die  Grenzen  nicht  geändert  werden.  Unsere  Bedingung  giebt 

OD 
f  (  f  d)  _  2  '  ^  )   ^  ^  A(X  ■"  0# 

Nach  dem  Fourier'schen  Satz  ist  aber,  wenn  man  diese  Gleichung  mit 
cos  xp  dp  multiplicirt,  wo  x  eine  willkürliche  Grösse  ist,  und  integrirt  von 

0  bis  oo, 

OD  OD 

2  /cospxdx  /  f  (a)cospada  — /rf  (er), 


o  o 

OD  OD 


fcoe  Px  d\  A  (l)  cos  p«  da  - 1  f  (|) . 
Mithin  kann  unsere  Bedingung  nur  gelten ,  wenn  ist 

f(f)-2f(«). 

Dies  ist  aber  erreicht  erstens,  wenn  bei  sich  der  0  näherndem  a  f  (c) 
unendlich  gross  wird ;  denn  es  folgt  aus  der  obigen  Gleiehung 


2 

Wenn  sich  aber  a  der  0  nähert,  so  wird  i--  unendlich  gross  und 

CK 

da  weder  q  als  ächter  Bruch,  noch  e  und  e'  unendlich  werden  können,  so 
kann  f  (er)  —  (e  —  e')  q*  nicht  unendlich  werden. 

Der  obigen  Gleichung  ist  aber  zweitens  noch  genügt,  wenn  f  (a)  für 
alle  Werthe  für  a  verschwindet.  Dies  ist  aber  nur  erreicht,  wenn  e-*«/ 
wird,  d.  h.  das  Emissionsvermögen  aller  schwarzen  Körper  ist  dasselbe  für 
bestimmte  k  und  dieselbe  Temperatur,  also  ist  unser  e  nur  eine  Function 
von  A,  der  Temperatur,  der  Grösse  der  Oeffnungen  1  und  2  und  deren  rela- 
tiver Lage. 

Dieselben  Betrachtungen  lassen  sich  machen,  wenn  wir  statt  des  zwei- 
ten Körpers  den  ersten  lassen,  ihn  aber  drehen.  Da  auch  dann  e  —  e'  sein 
muss,  so  kann  überhaupt  ein  schwarzer  Körper  nicht  polarisirte  Strahlen 
aussenden,  denn  es  müsste  sonst  bei  der  Drehung  ein  Unterschied  statt- 
finden. 

Die  Abhängigkeit  der  Grösse  e  von  den  Grössen  1  und  2  und  deren  rela- 
tiver Lage  ist  gegeben  durch  §  284.  Bezeichnen  nämlich  a>,  und  w,  die 
Projectionen  der  Oeffnungen  1  und  2  auf  Ebenen ,  die  senkrecht  auf  der 
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Axe  des  betreffenden  Strahlenbündels  stehen ,  and  s  die  Entfernung  der 
Oeffnungen,  so  ist  e  =  I  -  —  t  wo  nun  I  nur  eine  Fanction  der  Wellen- 

8 

böge  und  der  Temperatur  bedeutet 

Dieser  Ausdruck  für  e  zeigt,  das*  der  Werth  von  e  derselbe  ist,  wenn 
man  die  Oeffnungen  1  und  2  vertauscht. 

Aus  der  obigen  Gleichung  ergiebt  sich  auch  noch 

OD  OD  OD 

R— /erdl-yeHdi— yer(l— r)di. 


3.    Intensitäten  der  Strahlen  zwischen  iwei  Flachen. 


In  der  vorigen  Nummer  ist  bewiesen  worden,  dass  die  Emission  unab- 
hängig ist  von  der  Gestalt  des  Korpers  C,  es  kann  demnach  für  denselben 
eine  Fläche  gesetzt  werden,  welche  die  Oeffnung  1  gerade  ausfüllt  Diese 
Fläche  soll  im  Folgenden  1  genannt  werden.  Es  können  dann  die  Schirme 
S,  und  S,  ganz  entfernt  werden,  wenn  das  Strahlenbündel,  auf  das  sich  e 
bezieht,  ab  dasjenige  definirt  wird,  das  von  der  Flache  1  auf  die  Fläche  2 
fällt,  und  die  Oeffnung  2  gerade  ausfüllt 

Nach  dieser  Bemerkung  kann  nun  der  folgende  allgemeine  Satz,  der 
die  Folgerung  von  Nummer  2.,  dass  1  mit  2  vertauscht  werden  kann,  noch 
verallgemeinert  werden. 

Satz:  Man  denke  sich  zwischen  die  Flächen  1,  2  beliebige  Körper, 
welche  die  Strahlen,  die  jene  einander  zusenden,  auf  beliebige  Weise  bre- 
chen, reflectiren  und  absorbiren.  Von  dem  Strahlenbündel,  welches  von  1 
nach  2  gelangt,  betrachte  man  den  Theil,  dessen  Wellentangen  zwischen  X 
und  l  +  dl  liegen  und  zerlege  diesen  in  zwei  Componenten ,  die  in  zwei 
beliebigen  auf  einander  senkrechten  Ebenen  at  und  bt  schwingen.  Was  von 

der  ersten  Componente  in  2  ankommt,  zerlege  man 
in  zwei  Componenten,  deren  Schwingungen  in  ir- 
gend zwei  anderen  senkrechten  Ebenen  a,  und  bs 
stattfinden.  Die  Intensität  der  nach  a,  schwingen- 
den Componente  sei  Kdil.  Umgekehrt  von  dem 
Strahlenbündel,  welches  von  2  nach  1  geht,  be- 
trachte man  den  Theil,  dessen  Wellenlängen  zwi- 
schen X  undA-f-dA  liegen,  zerlege  diesen  nach 
a,  und  b2.  Was  von  der  ersten  Componente  in  1 
ankommt,  zerlegt  man  wieder  in  zwei  Componen- 
ten nach  a,  und  bt.  Die  Intensität  der  nach  at  po- 
larisirten  Componente  sei  R'dX.  Dann  ist  Rf  ==K. 
Der  Satz  soll  durch  beistehende  Fig.  64  ver- 
~~  *  anschaulicht  werden. 

1)  Beweis  für  den  Fall,  dass  der  zwischenliegende  Körper  C  die  Strah- 
len nicht  schwächt,  dass  also  jede  Brechung  und  Reflexion  ohne  Verlust  ge- 

23* 


Flg.  64. 
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schieht  und  dass  überhaupt  keine  Absorption  vorkommt.  Durch  den  Mittel- 
punkt von  1  lege  man  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe  des  austretenden  oder 
ankommenden  Strahles,  denke  sich  in  dieser  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  und  x„  yt  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  derselben.  In  der  Ent- 
fernung 1,  die  gross  ist  gegen  die  x„  y,  und  die  anderen  x,  y,  welche  weiter 
vorkommen,  denke  man  sich  eine  der  ersten  parallelen  Ebene  und  in  dieser 
ein  Coordinatensystem,  das  dem  ersten  parallel  ist.  x3,  y3  seien  die  Coor- 
dinaten eines  Punktes  dieser  Ebene.  Aehnlich  lege  man  durch  den  Mittel- 
punkt von  2  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe  des  austretenden  oder  auffallenden 
Strahlenbündels  und  führe  in  dieser  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
ein,  dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  ist.  x2,  y2  seien  die  Coordinaten 
eines  Punktes  der  Ebene.  In  der  Entfernung  gleich  1  von  dieser  nehmen 
wir  eine  vierte  Ebene  und  in  dieser  ein  Coordinatensystem,  dessen  Axen 
den  Axen  x,,  y2  parallel  sind  und  dessen  Anfangspunkt  in  der  Axe  des 
Strahlenbündels  liegt.  x4,  y4  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser 
vierten  Ebene. 

Von  x,,  yt  gehe  ein  Strahl  nach  x2,  y2  und  gebrauche  dazu  die  Zeit  T, 
wo  T  mm*  f  (xt ,  yt ,  Xa,  y2)  ist.  Wenn  nun  der  betreffende  Strahl  durch  x3,  y3 
und  x4,  y4  geht,  so  wird  die  Zeit,  welche  der  Strahl  braucht,  um  von  x3,  y3 
zu  x4,  y4  zu  gelangen,  wenn  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  im  leeren 
Raum  =  i  gesetzt  ist,  gleich  sein 

—  T  - j/ 1  +  (xf— xj»  -f-  (yt  -  y3)2  - |/ 1  +  (x2-x4)2  +  (y2-y4)8. 

Gesetzt  (xa,  yj ,  (x4,  y4)  wären  gegeben  und  die  Punkte  (x„  yt) ,  (x*  yj 
gesucht.  Nach  §  298,  S.  280  muss  entweder  die  optische  Länge  ein  Grenz- 
werth  oder  die  verbrauchte  Zeit  ein  Min.  sein.  Da  nach  unserer  Annahme 
die  acht  Coordinaten  x  und  y  unendlich  klein  sind,  so  giebt  dies  folgende 
Gleichungen: 

r)  T  r\  T 

0  =  ^-  — (x,  — x3),     0  =  ^ (xä  —  Xi), 

Die  Flächenelemente  dx,dyt,  dxady2,  dx3dy3  und  dx4dy4  sind  un- 
endlich klein  gegen  die  unendlich  kleinen  1  und  2.  Die  Intensität  der 
Strahlen  von  der  bezeichneten  Wellenlänge  und  der  gewählten  Polarisations- 
richtung, die  von  dxt  dyt  kommend  durch  dx3  dy3  gehen,  ist  nach  2.,  weil 
deren  Entfernung  1  gesetzt  ist, 

dk  I  dx,  dy,  dx3  dy3. 

Nach  der  gemachten  Voraussetzung  gelangt  die  Strahlenmenge  unge- 
schwächt auf  die  Fläche  2  und  bildet  ein  Element  von  K<U.  Mithin  ist  K 
das  gehörig  begrenzte  Integral 


\WjdXi  dyi  **■ dyjr 
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Hier  ist  die  Integration  nach  x3  und  y3  über  diejenigen  Wertbe  auszu- 
dehnen ,  welche  diese  Grössen  nach  den  für  sie  aufgestellten  Gleichungen 
erhalten,  während  x,  und  yt  constant  bleiben  aber  Xa,  und  y2  alle  Werthe 
annehmen,  die  den  Punkten  der  Projection  der  Fläche  2  auf  die  Ebene  der 
x2,  y2  entsprechen.  Die  Integration  ist  dann  nach  x, ,  y,  über  die  Projection 
der  Fläche  1  auszuführen.  Da  also  x3  und  y3  Function  von  x2,  y2  sind, 
so  ist 

mit  den  angegebenen  Grenzen,  oder  nach  den  Gleichungen  für  x3,  y3 

ff*    a    _  /y/^T         d*T  ö»T         d»T\.     . 

JJ  dXs  dya  —JJ  \^d^  •  dftt  ~~  dl^j2 '  dl^fj  dX*dy" 
wo  die  Integration  über  die  Projection  der  Flüche  2  auszudehnen  ist.  Hier- 
nach ist 

K  =  lJJJJ  [Zlfc  •  5^  "  ^H '  ^diJ  dXl  dy'  dXs  dY2' 
wo  die  Integration  über  die  Projectionen  der.  Flächen  1  und  2  zu  neh- 
men ist.  / 

Behandelt  man  die  mit  K/  bezeichnete  Grösse  ebenso  und  bedenkt,  dass 
ein  Strahl  dieselbe  Zeit  gebraucht,  um  denselben  Weg  zurückzulegen,  gleich- 
giltig  in  welcher  Richtung,  so  findet  man  für  K'  denselben  Ausdruck,  der 
für  K  gefunden  ist. 

2)  Beweis  unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  Schwächung  statt- 
finden kann. 

Dieser  Beweis  stützt  sich  auf  einen  von  Helmholtz  (Physiol.  Opt.  S.  169) 
gegebenen  Satz,  welcher  mit  der  von  Kirchhoff  vorgenommenen  geringen 
Bezeichnungsänderung  folgendermassen  lautet:  „Ein  Lichtstrahl  gelange 
nach  beliebig  vielen  Brechungen ,  Reflexionen  u.  s.  w.  von  dem  Punkte  1 
nach  dem  Punkte  2*  In  1  lege  man  durch  seine  Richtung  zwei  beliebige 
auf  einander  senkrechte  Ebenen  at  und  b„  nach  denen  seine  Schwingungen 
zerlegt  gedacht  werden.  Zwei  eben  solche  Ebenen  a2  und  b2  werden  durch 
den  Strahl  in  2  gelegt.  Alsdann  lässt  sich  Folgendes  beweisen :  Wenn  die 
Quantität  i  nach  der  Ebene  a1  polarisirten  Lichts  von  1  in  der  Richtung  des 
besprochenen  Strahles  ausgeht  und  davon  die  Quantität  k  nach  der  Ebene  a2 
polarisirten  Lichts  in  2  ankommt,  so  wird  rückwärts,  wenn  die  Quantität  i 
nach  aj  polarisirten  Lichts  von  2  ausgeht,  dieselbe  Quantität  k  nach  a2  pola- 
risirten Lichts  in  1  ankommen41.  Dieser  Satz  folgt  mit  Notwendigkeit  dar* 
aus,  dass  jeder  Lichtstrahl  derselben  Wellenlänge  beim  Hingehen  von  einem 
Punkte  zu  einem  andern  dieselben  Veränderungen  erleidet,  als  einer,  der 
vom  Treffpunkte  ausgeht  und  zum  Anfang  des  ersten  Strahles  auf  dem- 
selben Wege  gelangt.  Es  wird  demnach  unter  das  obige  Integral,  wenn  ein 
Körper  dazwischen  liegt,  für  den  Hin-  und  Hergang  nur  ein  constanter 

Factor  y  =  -r  hinzukommen. 
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Eine  Ausnahme  erfährt  die  allgemeine  Giftigkeit  des  obigen  Satzes' 
wenn  eine  Drehung  der  Polarisationsebene  stattfindet,  die  nicht  im  Material 
des  Körpers  begründet  ist,  also  z.  B.  eine  Drehung  durch  magnetische 
Kräfte.  Fluorescenz  kann*  keine  Ausnahme  bewirken,  da  es  sich  hier  nur 
handelt  um  Lichtstrahlen  derselben  Wellenlänge. 
Der  obige  Satz  lässt  sich  weiter  verallgemeinern. 

Von  dem  Strahlenbündel,  welches  von  1  nach  2 
geht,  betrachte  man  bei  2  den  Theil,  dessen  Wellenlängen 
zwischen  X  und  X+dX  hegen,  zerlege  diesen  in  zwei  Com- 
ponenten,  die  nach  d±  und  b2  polarisirt  sind,  und  nenne 
die  Intensität  der  ersten  Componente  HdA.   Umgekehrt 
von  dem  Strahlenbündel,  welches  von  2  nach  1  geht,  be- 
trachte man  bei  2  den  Theil ,  dessen  Wellenlängen  zwi- 
schen X  und  X-{-dX  liegen,  und  zerlege  diesen  in  2  Com- 
ponenten,  die  nach  a2  und  b2  polarisirt  sind.    Was  von  der  ersten 
Componente  in  1  ankommt  ist  Hf  d  X.  Dann  ist  H  =  W. 
Beistehende  Figur  65  *  veranschaulicht  den  Satz. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehen- 
den Satz,  indem  man  das  H  d  A  aus  zwei  Theilen  be- 
stehen lässt,  wie  es  die  Fig.  65  b  andeutet,  wo  also  K 
dieselbe  Bedeutung  hat  wie  oben ,  aber  L  hervor- 
geht aus  den  nach  b,  polarisirten  Theil,  so  dassabo 
H=K+L  ist;  denn  senkrecht  polarisirte  Strahlen 
interferiren  nicht.  Das  H'dA  zerlegt  sich  nach  K'dA 
und  L'dA.  Nun  ist  H'  —  K'  +  L',  da  auch  hier 
keine  Interferenz  stattfinden  kann.  Nach  dem  vorigen  Satz  ist  aberK'«K 
und  L'  =-  L,  mithin  H  —  Hf. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich,  wenn  wir  bei  der  in  1.  zu  Grunde  ge- 
legten Anordnung  den  schwarzen  Körper  durch  irgend  einen  ersetzen,  der 
absorbirt  und  durch  Brechungen  und  Reflexionen  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen zerstreut,  und  wenn  wir,  wie  immer,  nur  Strahlen  zwischen  X  und 
X  +  dX  betrachten ,  die  Gleichheit  der  folgenden  Intensitäten.  Von  dem 
Strahlenbündel  von  2  nach  1  betrachte  man  den  Theil  der  beiden  zu  ein- 
ander senkrechten  Componenten  nach  der  Ebene  a  und  nenne  M'ctt  das,  was 
der  Absorption  durch  C  entgeht,  also  die  schwarze  Hülle  trifft,  in  die  der 
Körper  eingeschlossen  ist.  Von  den  Strahlen,  welche  die  Theile  dieser 
Hülle  dem  Körper  C  zusenden,  fallen  gewisse  durch  die  Oeffnung  1  auf  die 
Fläche  2;  durch  die  Vermittelung  des  Körpers  C  wird  so  ein  Strahlenbündel 
erzeugt,  welches  durch  die  Oeffnung  1  nach  2  geht  Die  Componente  dieses 
nach  a  habe  die  Intensität  MdA,  dann  ist  M  =  BP. 

4.    Beweis  des  allgemeinen  Gesetzes. 

Der  Körper  C  in  der  Anordnung  zu  2.  sei  nicht  ein  schwarzer.  Da 
auch  dann  noch  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  so  muss  die  lebendige  Krallt 


Fig.  65  b. 
4 
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die  durch  Entfernung  der  schwarzen  Fläche  3  dem  Körper  C  entzogen  wird, 
der  lebendigen  Kraft  gleich  sein,  die  diesem  durch  Anbringung  des  Hohl« 
spiegeis  zugeführt  wird.  Die  lebendige  Kraft,  die  dem  Körper  durch  Ent- 
fernung von  3  entzogen  wird,  ist 

OD 

•rAdi. 

Die  lebendige  Kraft,  die  dem  Körper  durch  Anbringung  des  Hohl* 
spiegeis  zugeführt  wird,  besteht  aus  mehreren  Theilen. 

1)  Strahlen,  welche  der  Körper  selbst  aussendet  und  nach  einer  zwei- 
maligen Reflexion  an  P  zurückkommen.  Deren  lebendige  Kraft  ist 

OD 

—  /ei'AoU. 

2)  Strahlen ,  die  von  der  dem  Hohlspiegel  gegenüberliegenden  Flüche 
durch  P  gehen,  den  Spiegel  treffen  und  einmal  reflectirt  werden.  Davon 
kommt  die  Grösse,  welche  der  in  2.  mit  R  bezeichneten  entspricht,  also 
ist  sie  <*> 

_*  f%T{\—  r)A<tt. 
*o 

3)  Strahlen ,  die  von  verschiedenen  Punkten  der  schwarzen  Hülle ,  die 
den  Körper  C  umgeben,  ausgehen,  den  Körper  C  treffen,  durch  ihn  reflectirt, 
und  gebrochen  werden,  so  dass  sie  durch  die  Oeffnung  1  nach  2  hinge- 
worfen werden,  aber  an  P  eine  Reflexion  erfahren,  nach  dem  Spiegel  gehen 
und  zurückkommen.  Deren  lebendige  Kraft  ist 

—  y*Mr»Adi. 

o 
Nun  ist  aber  M— M'  und  M'— e(l  — A),  mithin  ist  dieser  letzte  Theil 

OD 

—  /e(l  — AJi^AdA. 
Die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Wärmemengen  führt  zur  Gleichung 

OD  OD  OD  QO 

yerAdi  —  ^Er*  A<U  +  /er(l  —  r)Adi+y*(l  —  A)er*AdA, 

o  \  \  o 

oder 


OD 


/*(EAr*  +  erA  —  er'A  +  er'A  —  er'A1  —  erA)di 


OD 

*(E  —  Ae)Ar»<U  —  0. 
o 
Hieraus  kann  nun  ähnlich  wie  der  Schluss  in  1.  gezogen  ist,  gefolgert 


werden  E  —  Ae,  oder  —-  —  e  =  I  — —-* 

A  s* 
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Ausser  dieser  Absorption,  welche  von  Loramel  die  directe  genannt 
worden  ist,  haben  wir  noch  eine  indirecte  zu  betrachten.  Dazu  siehe  §  329. 

5.    Absorptionsspectrum.    Fraunhofer'sche  Linien. 

Wir  nehmen,  um  die  Erörterung  durch  bestimmte  Fälle  deutlicher  zu 
machen,  leuchtenden  Natrium-  oder  Lithiumdampf.  Beide  Dampfarten  zeigen 
beinahe  homogenes  Licht.  Da  nun  E  — Ae  ist,  das  e  für  eine  bestimmte 
Temperatur  einen  bestimmten  Werth  hat  und  E  für  diese  bestimmte  Farbe 

E 

gross  ist,  so  muss  auch  A  für  diese  Farbe  gross  sein.    Setze  man  A  =*=  — 

e 

»s  —  ,  wo  n  nur  wenig  grösser  als  1  genommen  werden  kann.  Die  Inten- 
sität des  von  dem  Dampf  ausgehenden  Lichtes  sei  i.  Hinter  diesem  leuch- 
tenden Dampf  befinde  sich  ein  dasselbe  Licht  emittirender  Körper  und  zwar 
sei  die  Intensität  des  von  diesem  ausgehenden  Lichtes  I.  Y  werde  von  der 

1        V 
Gesammtintensität  l  durch  den  Dampf  absorbirt,  also  A«  —  =  y. 

I 

Ist  nun  I  =■«  xi,  so  ist  also  F  =  —  xi. 

n 

Es  ist  mithin  eine  Stelle  hinter  der  Natriumflamme  erleuchtet  durch 

die  Intensität 

.i+(xi_ixi)«i(1  +  n_zzix). 

Wir  erhalten  demnach  eine  Verstärkung  der  Beleuchtung  durch  die 
dazwischen  gestellte  Natriumflamme,  oder  es  tritt  keine  Veränderung  ein, 
oder  es  findet  eine  Verminderung  statt,  je  nachdem 

i  (  1  H x  )  ^  xi  d.  h.  n  ^  x  ist. 


Für  Sonnenlicht  ist  also  x  >  n  im  Vergleich  mit  dem  von  der  Sonnen- 
atmosphäre ausgehenden  Lichte. 

Für  eine  Lithiumflamme  sind  mit  Hülfe  von  Sonnenlicht  alle  drei  Fälle 
durch  das  Experiment  zu  bestätigen ,  indem  man  dem  Spalt  für  das  ein- 
tretende Sonnenlicht  verschiedene  Dimensionen  giebt. 

Aus  der  entwickelten  Formel  kann  noch  leicht  gefunden  werden,  dass, 
da  nach  §  317  alle  festen  Körper  beim  Anfang  der  Gluth  rothe  Strahlen  aus- 
senden, alle  bei  derselben  Temperatur  anfangen  müssen  zu  glühen. 


Die  Körperfarben.    (§  326.) 

Abhängigkeit  der  Absorption  von  der  Dicke  der  Schicht 

v    und  der  Farbe. 

Fällt  auf  die  Grenzfläche  eines  Körpers  die  Lichtmenge  M  einer  be- 
stimmten Farbe,  so  wird  ein  Theil  derselben  in  der  Schicht  von  der  Dicke  1 
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absorbirt.  Ist  x  ein  ächter  Bruch,  so  können  wir  dann  die  die  Schicht  1  Ter« 
lassende  Quantität  Licht  bezeichnen  mit  Mx  und  demnach  ist  die  absorbirte 
Menge  M  —  Mx  «■*  M  (1  —  x).  In  der  zweiten  Schicht  wird  abermals  der- 
selbe Theil  von  der  eintretenden  Lichtmenge  zurückgehalten,  es  tritt  demnach 
aus  Mx*  und  absorbirt  wird  nun  im  Ganzen  M  —  Mx1  «-=  M  (1  —  x*)  u.  s.  f. 
Die  Lichtquantität,  welche  durch  n  solche  Schichten  hindurchgeht,  ist  dem- 
nach Mxn  und  die  absorbirte  Quantität  M  (1  —  xn).  Es  nimmt  mithin  die 
durch  einen  Körper  hindurchgehende  Lichtmenge  in  einer  geometrischen 
Progression  ab,  wenn  die  Dicken  der  Schichten  in  arithmetischer  Progression 
zunehmen. 

Dieser  Werth  x,  ein  Schwächungscoefficient,  ist  abhängig  von  der  ma- 
teriellen Beschaffenheit  des  Körpers  und  ist  für  verschiedene  Farben  ver- 
schieden. Wird  demnach  ein  Körper  von  einer  Quantität  Licht  M  getroffen, 
welches  aus  gewissen  Mengen  verschiedenfarbigen  Lichtes  zusammengesetzt 
ist,  so  dass  wir  schreiben  könnnen  M  ■—  Mt  +  M,  +  M3  -f- . . .  Mr,  und  be- 
zeichnen wir  dem  entsprechend  die  zugehörigen  Schwächungscoefficienten 
mit  x, ,  x^, . . .  xr  und  die  Dicke  der  Schicht  mit  n,  so  ist  das  durchgelassene 
Licht  darstellbar  durch 

Mt  x,"  +  M»  **n  +  M,  x,n  +  . . . .  Mr  xrn. 

Die  resultirende  Lichtmenge  giebt  dann  die  Farbe  des  durchgelassenen 
Lichtes. 

Es  hängt  demnach  dessen  Farbe  ab  von  der  Art  der  auffallenden  Licht- 
menge M,  von  den  Werthen  x  und  von  der  Dicke  der  Schicht. 

Sind  für  einen  Körper  alle  x  einander  gleich,  so  ist  das  durchge- 
lassene Licht 

(Mt  +  Ms  +  M,  +  . . . .  Mr)  x°  — Mxn, 
also  von  derselben  Farbe  wie  das  auffallende  Licht,  nur  ist  die  Quantität 
in  dem  Verhältniss  von  1  :  xD  verringert.  Ist  für  eine  Farbe  x  ein  sehr  ge- 
ringer Werth,  so  ist  der  Exponent  von  x  nicht  wesentlich  und  es  wird  in 
geringer  Dicke  das  Licht  dieser  bestimmten  Farbe  schon  entfernt. 

Im  Allgemeinen  werden  die  x°,  je  grösser  n  ist,  immer  verschiedener, 
es  wird  demnach  ein  Körper  mit  zunehmender  Dicke  eine  immer  ver- 
schiedenere Farbe  zeigen. 

Besonders  interessant  ist  der  Fall,  wenn  es  zwei  von  einander  ver- 
schiedene Maxima  von  x  giebt;  denken  wir  z.  B.,  es  wären  für  einen  Körper 
die  x  für  alle  Farben  verschwindend  klein ,  ausser  für  roth  und  grün  (Ein 
Auszug  von  Blattgrün  durch  Alkohol)  und  die  betreffenden  x  seien  bezeich- 
net durch  xr  ilnd  xg.  Sei  nun  xr  >  xg,  so  wird  also  die  Menge  des  durch- 
gehenden Lichtes  sein 

MrXrn  -f-  MgXgn. 

Bedenken  wir  ferner,  dass  nach  Fraunhofer  im  weissen  Licht 
M?  >  Mr  ist,  so  kann,  wenn  n  klein  ist,  Mg  xgn  >  Mr  xrn  sein.  Dann  wird 
das  durchgelassene  Licht  einen  grünen  Eindruck  machen.  Wenn  aber  n 
gross  ist,  so  wird  xrn  viel  grösser  als  xgn,  also  kann  es  vorkommen,  dass 
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Mrxrn  >  Mg  xffn  ist.  Dann  erscheint  das  durchgelassene  Licht  mehr  roth 
ab  grün,  und  bei  noch  grösseren  Dicken  wird  das  Grün  endlich  gegen  das 
Roth  fast  ganz  verschwinden. 

Ueber  die  Absorption  vergleiche  noch  §  331. 


Fluorescenz.    (§  329.) 

Mathematische  Begründung  der  Theorie  von  LommeL*) 

Die  Kraft,  welche  das  Atom,  dessen  Masse  mist,  in  die  Gleichgewichts- 
lage zurückzuführen  strebt,  sei,  wenn  x  die  Elongation  bedeutet,  durch 
ax  +  bx1  bezeichnet.  Ausser  der  elastischen  Kraft  wirke  eine  Aetherwelle, 
die  auf  die  Atome  einen  periodisch  veränderlichen  Druck  f  sin  (pt)  ausübt. 
Die  Differentialgleichung  der  Bewegung  des  Atomes  ist  dann 

—  in  -ttj  «■■  ax  +  b**  +  f  s*n  pt- 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  findet  man  nach  §  259. 
Wenn  nun  hier  die  eigene  Schwingung  beibehalten  wird,  so  ergiebtsicb 
mit  den  dort  eingeführten  Bezeichnungen 

Xj  =s  A  sin  f  1 1/ f-  h  ]  +  u  sin  pt. 

Nach  einiger  Umformung  findet  man  dann 

axa  +  m^pf— — bJHA'+u3)  —  iA'cos  ^2t  J/^+2h)— iu1cos(2pt) 

+  Aucos(["p— |/^]t  —  h)  —  Aucos^Tp+J/^lt  +  hM. 
Deren  Integral  ist 

bu'  _  bAu  ([       1/7  "I.     h\ 

~ 7m ; rco»2pt  H — .  —  _ cosl    p — 1/  —  t— hl 

2(4mp*— a)  mf  I/JL1» a       \L        '    mJ        / 


m  p  + 
oder  mit  abgekürzter  Bezeichnung 


p^p-(['+H]'+») 


*)  Pogg.  Ann.  143.  lieber  Fluorescenz.  Die  Resultate  neuerer  Forschung 
von  Hagenbach  Pogg.  146  (vergleiche  die  Bemerkung  im  Lehrbuch  S.  363)  sind 
von  Lommel,  Pogg.  Ann.  159,  erörtert. 
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(A* +u*)  +  A  sin  ( t  [/ij-  +h)  —  M  cos  ( 2 1 1/^ + 2  h) 

-Ncos2pt+Pco.([p-|/^]t-h)-Qcos([p+j/Ijt4-h), 

Wenn  mit  x,  abgebrochen  wird,  also  genommen  wird  x  —  ex,  +  e1  x,, 
so  sind  folgende  Amplituden  mit  den  ihnen  lugehorigen  Schwingungszahlen 
zu  berücksichtigen : 

DA,  2)u,  3)M,  4)N,  5)P, 

hVlp  Äp'  Ä2)/^'  Ä2p«  k[»-[^] 

6)Q.  _ 

Von  diesen  gehör!  1)  zu  dem  Eigenton  des  Körpers,  2)  zu  der  ankom- 
menden Welle.  Wenn  nun  diese  Schwingungsiahlen  in  keiner  besonderen 
Beziehung  zu  einander  stehen,  so  werden  die  letzteren  Amplituden  klein 
bleiben  im  Vergleich  zur  Amplitude  der  Eigenschwingung  und  diese  wird 
keinen  wesentlichen  Zuwachs  ei  halten*  Die  Welle  geht  wenig  geschwächt 
weiter. 

a)  Angenommen  1/  —  -»p,  d.  h.  die  Schwingungszahl  der  ankom- 
menden Welle  ist  gleich  der  der  Eigenschwingung,  dann  ist  u  »  sc,  N  »  sc, 
P=*3<x>,  Q  «-»oc.  Das  heisst,  wenn  die  eintreffende  Welle  mit  der  Eigen- 
schwingung im  Einklang  ist,  wird  die  Amplitude  der  Eigenschwingung  Ober 
alle  Grenzen  hinaus  gesteigert,  was  in  Wirklichkeit  nur  bis  zum  Zerreissen 
des  Molekularverbandes  (chemische  Wirkung)  gehen  kann.  Die  Welle  ist 
verbraucht,  dies  ist  das  Princip  der  directen  Absorption,  nach  der  ein 
schwingendes  Körpertheilchen  eine  dasselbe  treffende  Welle  absorbirt, 
wenn  diese  im  Einklang  schwingt  mit  einer  der  Eigenschwingungen  des 
Theilchens. 

b)  p  =*=  i  1/  — ,  d.  h.  die  Schwingungszahl  der  eintretenden  Welle  ist 

die  Hälfte  von  der  der  Eigenschwingung.  Hier  wird  N  «-  oo.  Dann  wird 
also  die  eintretende  Welle  absorbirt,  verstärkt  aber  die  Eigenschwingung; 

denn  es  ist  die  zu  N  gehörige  Schwingungszahl  —  2  p  —  —  1/  — . 

Zrc  Mit  V    m 

c)  p  =»  2  1/  — ,  d.  h.  die  Schwingungszahl  der  eintretenden  Welle  ist 

das  Doppelte  der  der  Eigenschwingung.    Dann  wird  P  =  oo ,  also'  tritt 
wiederum  Absorption  ein.  Da  nun  die  Schwingungszahl  zu  P,  ist 

2^LP  —  *    m  J       2* 
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also  gleich  der  der  Eigenschwingung,  so  wird  auch  durch  diese  Absorption 
die  eigene  Schwingung  verstärkt. 

Die  Absorption  unter  b)  und  c)  ist  das,  was  indirecte  Absorption  ge- 
nannt ist,  nach  der  ein  schwingendes  Körpertheilchen  absorbirt  eine  das- 
selbe treffende  Wellenbewegung,  wenn  diese  eine  Octave  hoher  oder  tiefer 
schwingt  als  eine  der  Eigenschwingungen  des  Theilchens. 

Die  Fluorescenz  durch  Differenzfarben  ist  gegeben  durch  die  Aus- 
drücke für  xt  und  x2  §  259.  Die  Bewegung  des  Aetheratomes  für  die  Diffe- 
renzfarbe 1*-^ — -  J  und  die  Summationsfarbe  f  ^7~  list  objeciiv  vorhan- 
den, muss  sich  demnach  auch  in  den  umgebenden  freien  Aether  fort- 
pflanzen. 


Die  anomale  Dispersion.    (§  331.) 
1,    Sellmeier's*)  Theorie. 

Da  durch  die  im  Obigen  (§  309)  gegebene  Erklärung  der  Dispersion, 
die  Beobachtungen  der  anomalen  Dispersion  und  deren  Abhängigkeit  von 
der  Absorption  unerklärt  bleiben ,  so  sollen  im  Folgenden  die  noch  ange- 
stellten Versuche  einer  Erklärung  dieser  Erscheinung  angegeben  werden. 
Wir  beginnen  mit  der  von  Sellmeier  aufgestellten  Theorie. 

Obgleich  die  Aberration  darauf  führt,  anzunehmen,  dass  jeder  Körper 
in  Folge  seiner  Fortschreitung  im  Räume  von  dem  Aether  durchflössen 
wird,  so  soll  doch  vorläufig  von  diesem  Umstände  ganz  abgesehen,  also 
vorausgesetzt  werden,  dass  der  Aether  in  den  Körpern  relativ  ruhend  ist. 

Da  nun  in  einem  Körper  jedenfalls  dieMassentheilchen  und  die  Aether- 
moleküle  einen  gegenseitigen  Einfluss  aufeinander  ausüben,  so  muss,  wenn 
die  letzteren  durch  einen  den  Körper  treffenden  Lichtstrahl  in  Bewegung 
gesetzt  werden,  auch  eine  Bewegung  der  ponderabeln  Körpertheilchen  ent- 
stehen; denn  durch  eine  Veränderung  in  der  Lage  der  Aethertheilchen  ist 
die  Lage  des  Gleichgewichtsortes  für  die  Massentheilchen  verschoben.  Diese 
durch  einen  Lichtstrahl  hervorgerufene  Bewegung  der  Körpertheilchen  übt 
dann  wieder  eine  Rückwirkung  auf  die  Aetherschwingungen  aus. 

Denkt  man  sich  also  die  Aethertheilchen  verschoben,  wie  es  auf  einem 
Lichtstrahl  in  einem  bestimmten  Momente  der  Fall  ist,  und  dann  in  dieser 
Lage  festgehalten,  so  müssen  die  Körpertheilchen,  da  das  frühere  Gleich- 
gewicht gestört  ist,  ebenfalls  in  Bewegung  gerathen,  bis  sie  schliesslich  an 


*)  Ueber  die  durch  die  Aetherschwingungen  erregten  Mitschwingungen  der 
Körpertheilchen  und  deren  Röckwirkung  auf  die  enteren,  besonders  zur  Erklärung 
der  Dispersion  und  ihrer  Anomalien.  Pogg.  Ann.  GXLm,  p.  272 — 281.  CXLV, 
p.  399—421.  520—549.    CXVII,  p.  396. 
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einem  Orte,  dem  neuen  Gleichgewichtsorte,  zur  Ruhe  kommen.  Sind 
darauf  die  Aethertheilchen,  wie  es  in  dem  uro  eine  halbe  Schwingungs- 
dauer späteren  Momente  der  Fall  ist,  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
verschoben,  so  ist  dasselbe  auch  mit  den  Gleichgewirhtsörtern  der  Körper- 
theüchen  der  Fall.  In  einem  Körper  sind  demnach  die  Schwingungen  des 
Aethers  stets  verbunden  mit  gleichzeitigen  Schwingungen  der  momentanen 
Gleichgewichtsörter  der  Körpertheilchen. 


2.    Schwingungsgleichungen  der  Körpertheilchen. 

Bezeichne  m7  die  Masse  eines  Körpertheilchens  und  m  die  eines  an- 
deren Körper-  oder  Aethertheilchens,  ferner  §*,  rf,  C  (£,  ij,£)  die  Verschie- 
bungen von  m'  (m).  Es  ist  demnach  das,  was  J£y  Jr\yJt  in  §  279  be- 
zeichnet ist,  hier  |  —  §*,  r\  —  ij',  £  —  £*• 

Denken  wir  uns  zuerst  das  Theilchen  m  in  Ruhe  und  m'  verschoben, 
so  sind  nach  §  279.  2,  wenn  wir  bedenken,  dass  dann  das  dort  gesetzte 
J£,  Jtj,  j£  unserer  Bezeichnung  zu  Folge,  zu  ersetzen  ist  durch 
— £*, — Y> — £*,  da  £  «■  ij S"B  f  ■"  0  ist,  die  nach  den  Coordinatenaxen  auf 
m'  wirkenden  Kräfte  X,  Y,  Z  bestimmt  durch 

-X-Lr  +  Rij'  +  QC, 

—  z  — Nc  +  or  +  p^. 

Wir  wählen  jetzt  zur  Vereinfachung  die  noch  durch  nichts  bestimmte 
Lage  unseres  Coordinatensystems  so,  dass  dessen  Azen  mit  den  Haupt- 
axen  der  Fläche  (8.)  §  279.  4.  zusammenfallen.   Dann  ist 

p_0  — R  —  0, 

mithin  X«8  — Lg',    Y  —  —  Mj/,    Z  —  —  NC- 

Diese  Gleichungen  sagen,  dass,  wenn  ein  in  irgend  einer  Richtung 
verschobenes  Körpertheilchen  frei  gelassen  wird,  während  alle  anderen 
Theilchen  als  an  ihrem  Ruheorte  verharrend  gedacht  werden,  dasselbe 
Schwingungen  ausführt,  weil  der  Gleichgewichtszustand  jedenfalls  ein  sta- 
biler ist,  parallel  jeder  der  drei  Axen,  so  dass  jede  unabhängig  ist  von 
denen,  welche  den  anderen  beiden  Axen  parallel  sind.     Setzt  man  dann 

I  ^n*       M  ^n*        N         *  TT1 

^  tmm    j/i    *    M  «■  -j^j-  ,     W  »■  -ßfjjj  , 

so  sind  <$',  <J",  d"'  die  drei  Schwingungsdauern  des  Körpertheilchens.  Diese 
Grössen  sollen  die  eigentümlichen  Schwingungsdauern  genannt  werden. 

Nehmen  wir  jetzt  weiter  an,  dass  nicht  blos  das  Theilchen  m',  son- 
dern auch  die  andern  Körper-  und  Aethertheilchen  irgendwie  und  zwar 
jedes  beliebig  verschoben  seien ,  so  fällt  der  Gleichgewichtsort  von  m'  im 
Allgemeinen  nicht  mehr  mit  dessen  Ruheorte  zusammen,  sondern  ist 
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ebenfalls  verschoben.    Seien  die  Verschiebungen  des  Gleichgewichlsortea 
l'o  »  i/o  »  £'o  >  ua^  die  des  Theilches  m'  |',  rf,  £',  so  kann  man  setzen 

^-d-ro)-(i'-s'o), 

Jtj  mm  (y—  tj'9)  —  (l/  —  Ij'o) , 

</£-(£-?„)-(? -Co). 

Damit  erhalten  wir  für  X  nach  §  279.  1,  (2)  folgende  Gleichung: 

X  -  {  [2mf(r)  +  2mf (r)^]  (£  -  f0) 

+  2m  OEl  [(X'  y/  ()?  _  ,>„)  +  xV  (j  _  w  ]  l 

-  {  [2«nf(r)  +  2mrf  (r)-£]  (T  -  f,) 
+  2m^ [xYW  _  ,'„)  +  jH  (f  -  Co)  ]  J  • 

Setzt  man  hierin  ^«J'o,  rf^rfü,  £'  —  £'©,  so  verschwindet 
das  ganze  zweite  Glied.  Da  aber  in  diesem  Falle  das  Theilchen  m'  in  sei- 
nem momentanen  Gleichgewichtsorte  ist,  so  ist  auch  X  «■  0,  folglich  ist 
auch  das  erste  Glied  gleich  NulL  Da  dieses  aber  die  Verschiebung  von  m' 
nicht  enthält,  so  muss  dieses  überhaupt  verschwinden,  was  auch  £*,  */,  £ 
für  Werthe  haben  mag,  also  ist  ganz  allgemein 

+  *'*  (?-?,)]. 

Dies  ist  dann  dieselbe  Form  wie  die  der  vorhin  aus  §  279  benatzte 
Gleichung,  wir  können  demnach  mit  Hülfe  derselben  Bemerkungen  wie 
oben  erhalten,  wenn  wir  nun  die  X,  Y,  Z  den  Trägheitskräften  gleichsetzen, 

d* t]  in*  .  ,         ,  . 

ö*f  «-=      4yg*  m      y\ 
TF  <J"'  a  K^       b  °;  * 

Im  Folgenden  sollen  nun  zur  Vereinfachung  die  oberen  Indices  weg- 
bleiben und  auch  immer  nur  eine  von  den  drei  Gleichungen  aufgeführt 
werden,  da  die  für  die  anderen  Axen  sich  durch  einfache  Vertauschnng 
der  £  in  rj  und  £  und  des  entsprechenden  ö  ergeben. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Bewegung  des  Gleichgewichtsortes  dargestellt 
werde  nach  den  bekannten  Bezeichnungen  durch 


gt_atsin2*(^jp),    (1.) 


so  ist  also  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Bewegung  des  Massen- 
theilchens  m 
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tenn  die  Schwingungsdauer  T  mit  der  eigenthOmHchen  Schwingung«- 
nisammenfldh, 

&£  4n»[e  .    .     t+a"| 

Integration  dieser  Gleichungen  finden  wir 

H  TJlfr  «,gin2^i±^  +  brin2^y,    (2.) 

f  —  —  nj     a0cos2*i^  +  bsin2*  ^t£,    (3.) 

nd  ß  die  beiden  willkürlichen  Constanten  sind* 
beiden  Fidlen  setzen  sich  demnach  die  Schwingungen  der  Körper- 
n  aus  zwei  Theilen  zusammen,  Ton  denen  der  jedesmal  zuerst 
e  Ausdruck  unabhängig  von  den  noch  willkürlichen  Constanten  also 
fangszustand  ist  Die  dadurch  bestimmten  Schwingungen  müssen 
mer  vorhanden  sein,  wenn  der  Gleichgewichtsort  des  Körper- 
os  in  der  durch  (1)  gegebenen  Weise  oscillirt;  wir  nennen  sie 
>  die  wesentlichen  Schwingungen.  Das  zweite  Glied  stellt 
jungen  dar,  welche  nach  Phase  und  Amplitude  vom  Anfangs- 
;  abhflngen.     Diese  Schwingungen  werden   unwesentliche 


angenommenen  Schwingungen  der  Gleichgewichts- 
der    Körpertheilchen    werden    durch    Lichtschwin- 
gungen hervorgebracht. 

•  Beweis  dieses  Satzes  zerfallt  in  zwei  Theile,  je  nachdem  nur  die 
enen  benachbarten  Aethertheilchen  oder  dazu  die  verschobenen 
leilchen  den  Gleichgewichtsort  eines  Kürpertheilchens  verändern. 

Die  Verschiebungen  seien  bewirkt  durch  die  der  benachbarten 
eilchen. 

fezug  darauf  nehmen  wir  an ,  dass  wegen  der  grossen  Spannung, 
zh  der  Aether  befindet,  durch  die  Wirkung  eines  Kürpertheilchens 
der  ihm  benachbarten  Aethertheilchen  zu  den  anderen  Aether- 
nicht  merklich  geändert  werde.  Darnach  werden  die  Aether- 
,  welche  in  der  Ruhelage  auf  einer  dem  Lichtstrahl  parallelen 
igen,  wahrend  der  Lichtbewegung  nicht  merklich  von  einer 
5  abweichen.  Es  ist  demnach  die  Bewegung  des  Aethers  für  einen 
larisirten  Lichtstrahl  bei  jeder  beliebigen  Bewegung  des  Körper- 
s  ausgedrückt  durch 

q'  =  of  sin  In — sr~  • 
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Denken  wir  uns  nun  (Fig.  66)  alle  Körpertheilchen  in  ihrer  Ruhelage 
verharrend  und  den  Gleichgewichtsort  eines  Körpertheilchens  m,  wenn 
der  Aether  ganz  unwirksam  wäre  in  A  sich  befindend.    Ist  aber  nur  der 

Aether  wirkend,  so  möge  der  Gleichgewichtsort 
von  m  in  B  sich  befinden ,  so  lange  der  Aether  in 
Ruhe  ist,  dagegen  in  B',  wenn  die  Aethertheilchen 
verschoben  sind.  Unter  beiderseitigem  Einfluss 
wird  also  bei  ruhendem  Aether  der  Gleichgewichts- 
ort von  m  zwischen  A  und  B  etwa  in  C  auf  der 
Geraden  AB  hegen,  und  bei  verschobenem  Aether  in  C  auf  AB'.  Da  in 
jedem  dieser  Fälle  der  Gleichgewichtszustand  stabil  ist,  so  wird  m  nach 
seinem  Gleichgewichtsort  hinstreben.  Bei  ruhendem  [verschobenem]  Aether 
strebe  m  von  C  [C]  aus  mit  der  Kraft  mkCA  [mk'C'A]  dem  Punkte  A  und 
mit  der  Kraft  mk,CB  [mk/C'B']  dem  Punkte  B[B']  zu.  Da  nun  C  und  C 
die  Gleichgewichtsörter  sind,  so  ist 

mkCA[mk'C'A]  — mk,CB  [mk/C'B']  also 
CA:CB  —  k,:k  und 
C'A:C'B'— k/:k', 
wo  die  Accente  andeuten ,  dass  die  Kräfte  nach  den  verschiedenen  Rich- 
tungen verschieden  sein  können. 

Wenn  nun  die  Verschiebungen  der  Aether-  und  Körpertheilchen  sehr 
klein  sind  im  Vergleich  zu  ihren  Abständen,  so  muss,  da  ABund  AB' von  der 
Ordnung  dieser  Abstände  sind,  BB'  sehr  klein  sein  gegen  AB  und  AB', 
also  ist  auch  der  Winkel  BAB'  sehr  klein.  Man  kann  dann  ohne  merk- 
lichen Fehler  k  =  k',  kt  —  k/  setzen.  Dann  ist  aber,  wenn  wir  die  Ver- 
schiebung des  Aethers  durch  die  Gerade  BB'  vorstellen,  BB'  ||  CC,  also 
erfolgt  die  durch  den  Aether  allein  bewirkte  Verschiebung  des  Gleich- 
gewichtsortes von  m,  d.  i.  CC'  mit  der  Aetherverschiebung  in  gleicher 
Richtung  und  ist  derselben  proportional.   Wir  können  demnach  schreiben 

|0_Ce'~Ca'sin27r4j^-\ 

wo  C  eine  Constante  ist. 

Damit  ist  also  bewiesen,  dass  wenn  die  Körpertheilchen  in  Ruhe 
wären,  durch  die  Verschiebung  der  Aethertheilchen  eine  Verschiebung  der 
Gleichgewichtsorte  eintritt,  die  bestimmt  ist  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form  (1 .) 

2)  Es  mögen  nun  auch  die  Körpertheilchen  frei  und  durch  den  Licht- 
strahl in  Bewegung  gesetzt  sein  und  den  Gleichgewichtsort  weiter  ver- 
schieben. 

Bei  dieser  Betrachtung  nehmen  wir  voraus,  was  in  der  folgenden 
Nummer  bewiesen  werden  soll,  dass  die  Amplitude  a$  der  (1)  mit  der  Zeit 
veränderlich,  und  nicht,  wie  es  bei  der  Integration  angenommen  ist,  con- 
stant  ist.  Zugleich  soll  dann  aber  dargethan  werden,  dass  eben  desswegen 
die  unwesentlichen  Schwingungen  nicht  zu  berücksichtigen  sind. 
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Unser  jetzt  zu  führender  Beweis  zerfällt  wiederum  in  zwei  Theüe 

a)  die  eigentümlichen  Schwingungsdauern  der  Körpertheilchen  stim- 
men nicht  mit  der  Oscillationsdauer  des  Aethers  überein,  es  giebt  also  keine 
Absorption. 

Wir  haben  demnach  die  Gleichungen 

§Q  =aoSin27r-Y-,     g  —  T2  _  ^  g0  . 

Nach  dem  obigen  Beweis  ist  nun  für  die  durch  den  Aether  bewirkte 
Verschiebung  g0  *■■  C  q',  mithin 

Alle  anderen  Körpertheilchen  müssen  nun  ähnlich  darzustellende  Ver- 
schiebungen erleiden  und  zwar  jede  parallel  denHauptaxen  ihres  Ellipsoides. 
Das  Theilchen  mt  z.  B.  die  Verschiebungen 

rp2  .  np2  .  T*2 

*  p       f  *■ p  f     f  » p  ff     f 

»p fi  n  ^i  £  *       ja j  //a  ^i  #  »      p         j  w5  ^i    £  • 

Alle  diese  Verschiebungen  sind  also  proportional  den  Aetherverschie- 
bungen,  demnach  müssen  es  auch  sein  ihre  Wirkungen  auf  den  Werth  g0 , 
man  kann  demnach  die  Summe  dieser  Wirkungen,  wenn  D  eine  Constante 
ist,  bezeichnen  mit  D#',  so  dass  man  nun  erhält 

£0  =  (C  +  D)e'  und  g~  T^a  (C  +  D)g'. 

Die  Verschiebungen  aller  anderen  Körpertheilchen  müssen  aber  wie- 
derum ebensolche  den  Aetherschwingungen  proportionale  Glieder  hinzu 
erhalten  und  deren  Gesammtwirkung  wird  rückwärts  auf  die  Vertheilung 
der  g0  einwirken  u.  s.  f.,  so  dass  man  wird  schreiben  können 

g0  =  (C  +  D  +  E +  ...)?'• 

Es  setzt  sich  also  die  Verschiebung  g0  des  Gleichgewichtsortes  von  m 
durch  eine  unendliche  Reihe  von  Gliedern  zusammen ,  aber  doch  so ,  dass 
dieselbe  immer  noch,  wie  zu  beweisen  war,  proportional  der  Aetherver- 
schiebung  bleibt. 

b)  Die  eigentümliche  Schwingungsdauer  nach  einer  der  drei  Axen 
einiger  Körpertheilchen  stimmt  mit  der  Oscillationsdauer  des  Aethers 
tiberein. 

Hier  kommt  also  in  die  Schwingungsgleichung  nach  (2)  und  (3)  statt 

%  -4-  a  t  -4*  et 

sin  2  7t     '       der  Ausdruck  —  cos  2  zr  — 7= —  . 

Die  Theilchen,  deren  eigentümliche  Schwingungsdauer  mit  der  Dauer 
irgend  welcher  Lichtschwingungen  übereinstimmen,  werden  nun  im  AUge- 

t-f-a 
meinen  sehr  gering  sein,  denn  der  Ausdruck  —  cos2^r      T     bezieht 

sich  eben  nur  auf  diejenigen,  welche  eine  ganz  bestimmte,  mit  der  Oscil- 
lationsdauer des  gerade  der  Betrachtung  unterliegenden  homogenen  Licht- 

Klein,  Theorie  der  Elasticitfit  etc.  24 
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Strahles  übereinstimmende,  eigenthümlicbe  Schwingungsdauer  haben.  Man 
wird  daher  die  Wirkung  dieser  letzteren  Theilchen  auf  die  Lage  der  Gleich- 
gewichtsörter  im  Allgemeinen  als  unmerklich  ansehen  können,  womit 
aber  nicht  gesagt  ist,  dass  die  Absorption  ohne  Einfluss  ist;  denn  zu  dieser 
tragen  alle  Körpertheilchen  bei,  deren  eigentümliche  Schwingungsdauern 
zwischen  zwei  weit  von  einander  entfernten  Grenzen  hegen  d.h.  alle, 
welche  Antheil  haben  an  der  Absorption  einer  ziemlich  ausgedehnten 
Strecke  im  Spectrum,  während  von  diesen  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  den 

Ausdruck  — cos2tt   "T      statt  sin  2/r   "l      enthält. 

Wenn  man  diesen  Schluss  nicht  zugeben  will,  so  kann  man  die  Wir- 
kung dieser  Theilchen  als  selbstständige  Schwingungen  derGlekhgewichts- 
örter  ansehen,  welche  der  Formel 

t                       o     *  +  «'             •    «     t-f-a'— iT 
So  =  —  fy  cos2tt — ~ —  =  ao  sm27r — - — = 

folgen  und  für  sich  der  Gleichung  genügen. 

t-4-  o! 
Es  gilt  demnach  allgemein  f0  ss=s  ^q'  —  qa'  sin  2?r  — ^ —  ,  wo  q 

eine  Constante  bedeutet. 

Zerlegt  man  die  Aetherverschiebung  q9  nach  den  drei  Schwingungs- 
axen  des  Körpertheilchens  m  und  bezeichnet  mit  £'  die  der  x  parallele 

Componente  und  mit  c  den  cosg'x ,  so  hat  man 

ft-qf 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  lautet:  die  Schwingungen  des  Gleich- 
gewichtsortes jedes  Körpertheilchens  nach  jeder  seiner  Axen  sind  den  ihnen 
parallelen  Schwingungscomponenten  des  Aethers  proportional  und  haben 
mit  demselben  gleiche  Dauer  und  Phase. 

Es  sollen  nun  im  Folgenden  diejenigen  Körpertheilchen ,  für  die  i 
sehr  klein  ist  im  Vergleich  zur  Licht- Oscillationsdauer,  refractive 
Theilchen  und  dagegen  diejenigen,  deren  eigentümliche  Schwingungs- 
dauer mit  der  Dauer  irgend  welcher  Lichtschwingungen  übereinstimmt, 
also  grösser  ist  als  die  Schwingungsdauer  des  Aethers  an  der  äussersten 
Grenze  des  ultravioletten  Lichtes,  absorptive  Theilchen  genannt  werden. 

4.  Wegen  der  Veränderlichkeit  von  a0  bleibt  der  Aus- 
druck für  die  wesentlichen  Schwingungen  der  Körper- 
moleküle unverändert,  die  unwesentlichen  Schwingungen 

aber  können  vernachlässigt  werden. 

Um  nun  erstens  darzuthun,  dass  ao  nicht  constant  ist,  geht  Seilmeier 
davon  aus,  dass  ein  natürlicher  Lichtstrahl  nie  eine  Polarisation  zeigt, 
während  die  Theorie  einen  homogenen  Lichtstrahl  zu  jeder  Zeit  als  ent- 
weder elliptisch  oder  kreisförmig  oder  geradlinig  polarisirt  darstellt.   tTm 


Die  anomale  Dispersion.  (§  33t.)  371 

diesen  Widerspruch  zu  heben,  ist  die  Annahme  nothwendig,  dass  die  Bahn 
des  Aethertheilchens  Veränderungen  unterworfen  ist,  welche  so  schnell 
vor  sich  gehen ,  dass  die  in  einer  noch  so  kurzen  bemerkbaren  Zeit  nach 
einander  vorkommenden  Polarisationszustande  des  Strahles  im  Gesichtsein- 
druck sich  gegenseitig  aufheben  und  daher  nicht  zur  Wahrnehmung  ge- 
langen können.  Weiter  schliesst  dann  Sellmeier  aus  den  Beobachtungen 
von  Fizeau  und  Foucault,  nach  denen  im  Sonnenlicht  noch  Interferenzen 
bei  einem  Gangunterschied  von  4000  Wellenlängen  und  im  Natriumlicht 
bei  einer  WegdifTerenz  von  50000  Wellenlängen  beobachtet  sind,  dass 
diese  Veränderungen  der  Bahnellipsen  des  Aethertheilchens  keine  plötz- 
lichen sein  können ,  sondern  dass  sie  im  Verhältniss  zur  Geschwindigkeit 
der  Schwingungen  sehr  langsam  und  stetig  erfolgen.  „Zerlegt  man  nun, 
schliesst  Sellmeier  weiter,  einen  natürlichen  homogenen  Lichtstrahl  in 
zwei  senkrecht  auf  einander  polarisirte ,  bringt  die  letzteren  dann  in  eine 
einzige  Polarisationsebene  und  lässt  sie  mit  einander  interferiren,  so  kann 
man  schliessen,  dass  innerhalb  jeder  noch  so  kurzen  bemerkbaren  Zeit  alle 
möglichen  Phasenunterschiede  zwischen  beiden  Strahlen  in  gleichem  Grade 
vertreten  sind  und  dass  daher  die  in  demselben  kurzen  Zeitraum  nach  ein- 
ander folgenden  Interferenzwirkungen  in  dem  einheitlichen  fcichteindrucke 
sich  gegenseitig  aufheben  werden  oder  dass,  wie  man  es  etwas  uneigentlich 
auszudrücken  pflegt,  solche  Strahlen  niemals  interferiren  können." 

Es  folgt  also  endlich,  dass  die  Schwingungsamplitude  a'  in  einem 
linear  polarisirten  homogenen  Lichtstrahl  nicht  constant,  sondern  ver- 
änderlich ist. 

Die  mittlere  Anzahl  derjenigen  Schwingungen,  welche  von  zwei  be- 
nachbarten Nullwerthen  der  Amplitude  eingeschlossen  sind,  werde  eine 
Schwingungsreihe  genannt. 

Da  nun  nach  der  vorigen  Nummer  die  £o ,  t)q,  Co  proportional  den 
Qr  sind,  so  gilt  diese  eben  gemachte  Folgerung  auch  von  den  Schwin- 
gungen der  Gleichgewichtsorte,  es  ist  also  ao  veränderlich. 

Beweis,  dass  die  Veränderlichkeit  von  ao  auf  die  Gleichung  der  wesent- 
lichen Schwingungen  (2.)  und  (3.)  ohne  Einfluss  ist. 

Wir  können  uns  denken ,  dass  das  Zu-  und  Abnehmen  der  Schwin- 
gungsamplitude des  Aethers  und  damit  auch  der  des  Gleichgewichtsortes 
des  Körpertheilchens  erzeugt  werde  durch  das  successive  Entstehen  und 
Verschwinden  von  auf  einander  gelagerten,  gleichphasigen  elementaren 
Schwingungsreihen,  deren  Amplituden  unendlich  klein  aber  congtant  sind. 

Es  bestehe  also  ao  aus  den  zu  den  Zeiten  t1?  t,,  t, ...  entstandenen 
unendlich  kleinen  Elementen  JMt,  4fo)t .  • .,  so  dass  ist 

£0  =   z/(a0)f  +  ^/(a0)2  +  . . .     sin  %n-~  • 

a)  Es  lassen  sich  dann,  wenn  ö  und  T  verschieden  sind,  die  zu  den- 
selben Zeiten  entstehenden  wesentlichen  Schwingungen  des  Körpertheilchens 
folgendennassen  ausdrücken: 

24* 
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T,  _  j,  ^/(ao)i  am  2 yr  -^-  »    T,  _  p  4M*  «">  2^—^-, 

Durch  deren  Aufeinanderlegen  entsteht 

jTZTJS  ^(ao)i  +  ^(aÄ)a  +  --   8in2yr-Y--aT»  _  Jaao  sin  2tt— ~-t 

also  derselbe  Werth  der  wesentlichen  Schwingungen  wie  oben  (2.). 

b)  Ist  T«J,  so  erhalten  wir  durch  die  analoge  Zusammenlegung 
nach  (3.) 

[t  — t  t  —  t,  ~]  t  +  a  t+a 

,    J(*o\  H — j-34fa)i+  •  •  •   cos 2  TT— 4—— —  a  cos  27*  -y-, 

da       TT 

WO    -TT™-*-  *0    l*t. 

dt        o 

Beweis,  dass  die  unwesentlichen  Schwingungen  wegfallen  müssen. 

Die  unwesentlichen  Schwingungen  haben  bei  der  oben  gemachten 
Zusammensetzung  nicht  immer  dieselbe  Phase  /?,  sondern  dieselbe  hat  alle 
Werthe  zwischen  0  und  <J,  und  zwar  sind  alle  diese  Werthe  in  gleichem 
Grade  vertreten,  es  ist  mithin  die  Gesammtamplitude  nicht  gleich  der  Summe 
der  einzelnen  Amplituden ,  sondern  es  ist  das  Quadrat  der  Gesammtampli- 
tude gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Einzelamplituden  und  es  bleibt 
desshalb  die  Gesammtamplitude  immer  unendlich  klein. 

Es  soll  nun  im  Folgenden  die  Ausführung  des  Beweises  gegeben 
werden  für  den  Fall,  dass  T  von  ö  verschieden  ist. 

Zur  Zeit  t'  gehe  die  Amplitude  ao  des  Gleichgewichtsorts  über  in 
ao  +  4d^,  und   es  werden   dadurch   die   unwesentliche  Schwingung 

+  Jb  sin  2  n   "TT      erzeugt. 
Wenn  also  vor  der  Zeit  t'  war 

H  T,_^>aoSin2yg-Y-+bsin2yr— ^-, 
so  ist  nach  derselben 

Zur  Zeit  t'  müssen  diese  beiden  Werthe  einander  gleich  sein.  Dies  giebt 
+  </b  sin  2*r  -^^— —  — — —  ^  sin  2*r— ^—  . 

Dessgleichen  sind  die  Geschwindigkeiten  d.  h.  die  Werthe  von  j 
zur  Zeit  t  —  t'  dieselben.    Dies  giebt 

±z/bcos2,t^±£ 1.  __!!__  ^  cos  27rll±£L. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 
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tg2*-^— jXtln—^—,  (a.) 

^,-(TS^^aoy(^'27r^^  +  ^co8»2^i^).     (b.) 

1b  ist  also  ein  unendlich  kleiner  Werth,  so  lange  T  Ton  d  verschieden 
od  z/ao  unendlich  klein  ist. 

Nehmen  wir  nun  einen  Zeitraum  Ton  t,  bis  t,.  und  verändere  sich  in 
esem  die  Amplitude  des  Gleichgewichtsortes  rmal  um  J*q  ,  gleichgültig 
i  Ab-  oder  Zunahme,  so  werden  dadurch  r  unwesentliche  Schwingungs- 
then  erzeugt,  die  sich  auf  einander  lagern.   Die  resultirende  Schwingung 

dann 

Bsm2*rt-±2  —  ^sin  2*r^-i-&  +  ^bj8in  27rt-i&  t . . . 

—  2^bsin27r^tA, 

die  Werthe  von  Jb  und  ß  aus  (a)  und  (b)  zu  berechnen  sind,  indem 
t  statt  t'  gesetzt  wird  tt,  t,  . . . .  tr. 

Da  die  vorstehende  Gleichung  gelten  muss  für  jedes  t  >  t,,  so 
ilt  man  durch  Gleichsetzung  derCoefflcienten  gleicher  trigonometrischer 
ktionen  von  t  * 

B  sin  2n^  —  2  ^b  »in  2/r-^  , 

B  cos2*r-£-"2^bcos2*r4 »  nüthin 

Bf  — 2^b»+  2  ^bm  Jba  COS  2n  ^n~^n, 

is  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  der  r(r —  1)  Pro- 
bedeutet, welche  man  erhalt,  wenn  man  jeden  der  r Werthe  von  Jb 
em  zugehörigen  ß  in  der  angezeigten  Weise  mit  jedem  der  r — 1  an- 
rVerthe  von  Jb  und  dem  zugehörigen  ß  verbindet.  Ist  nun  Jzq 
lieh  klein,  also  die  Veränderung  der  Amplitude  des  Gleichgewichts^ 
langsam  und  continuirlich,  so  wird  r  unendlich  gross  genommen 
l  müssen.  Da  unter  den  obigen  Produkten  eine  grosse  Menge  von 
l  Grossen  vorhanden  sein  wird,  die  einander  absolut  gleich  sind, 

m  aber  der  Werth  von  cos  2  7t       T"       ebenso  oft  negativ  als  po- 


L,    so  kann  die  Summe  derselben  mit  grosser  Näherung  gleich  0 
werden ,  so  dass  also  ist 

B1  —  2^b», 
enn  wir  den  Mittelwerth  von  Jb  mit  Jb'  bezeichnen, 

B1  —  rJb". 
nun  aber  dieser  Mittelwerth  unendlich  klein  ist),  wenn  gleichzeitig 
lieh  gross  gesetzt  wird,  so  ist 
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B2  =  oc — == —  =  unendlich  klein,  was  zu  beweisen  war. 

Wenn  aber  T  von  d  nur  sehr  wenig  verschieden  ist,  kann,  obgleich 
z/a0  unendlich  klein  ist,  dennoch  nach  (b)  z/b  einen  endlichen  Werth 
erlangen  und  daher,  weil  die  in  ihnen  enthaltene  lebendige  Kraft  der  Licht- 
bewegung verloren  geht,  einen  merklichen  Lichtverlust  erzeugen. 

Wenn  wir  nun  der  Einfachheit  wegen  unsere  Zeit  t  so  rechnen,  dass 
et  wegbleiben  kann,  so  bleiben  zur  weiteren  Betrachtung  übrig  die  fol- 
genden Gleichungen. 

Die  Schwingungsgleichung  des  momentanen  Gleichgewichtsortes 

£o  =  &o  sin  2^^  • 

Die  Verschiebung  des  Körpertheilchens  in  der  Richtung  der  x, 

a)  wenn  die  Schwingungsdauer  des  Lichtes  verschieden  ist  von  der 
eigentümlichen  Schwingungsdauer  d  des  Körpertheilchens 

Ta  t  Ta 

£  ™  t*  —  d*  a°  Sin  2/ir  T "p-  d*  ^° '  ^ 

b)  wenn  T  =  <J . 

f  a     t  da       TP       .  . 

E  =  —  a  cos  ztt-s-  ,  wo  -r—  =-=-  ao  ist.  (5.) 

o  clt        o 

Seilmeier  erwähnt  noch,  dass  die  Gleichung  (5.)  sich  einfach  ableiten 
lässt  aus  den  Gleichungen 

3F=3-"Tr?  undgF~ — gi-ß-So). 

5.    Rückwirkung   der   Schwingungen    der   Körpertheilchen 

auf  die  Aetherschwingungen. 

Die  Schwingungsgleichungen  sind: 
£o  =  *o  siö  27r  — -  für  den  momentanen  Gleichgewichtsort, 

Qf  =  a'  sin  2  TT  7p-  für  den  Aether. 

In  Bezug  auf  die  der  Körpertheilchen  unterscheiden  wir  entsprechend 
den  Gleichungen  (4)  und  (5)  der  vorigen  Nummer: 

a)  Die  Körperschwingungen  sind  gegeben,  wenn  T  von  d  verschieden 
ist,  durch 

t  T*  .  t  V       t 

s  ~  t*     j*  *°  sm      t^t^?  *° ' 

also  ist  die  Schwingungsdauer  des  Körpermoleküls  gleich  der  seines  Gleich- 
gewichtsortes  und  der  des  Aethertheilchens  d.  h.  durch  das  Licht  werden 
Mets  nur  solche  Schwingungen  der  Körpertheilchen  erregt,  welche  mit 
den  Lichtschwingungen  isochron  sind. 
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Da  die  Amplitude  = 7=  au  p       .    wird,  je  nachdem  T^<J  ist,  so 

r  T1  —  o%     negativ  J  ' 

folgt  ans  der  Formel,  dass,  wenn  die  eigentümliche  Schwingungsdauer 
des  Körpertheilchens  kleiner  ist  als  die  Schwingungsdauer  seines  momen- 
tanen Gleichgewichtsortes,  so  bewegen  sich  beide,  das  Körpertheilchen 
und  sein  Gleichgewichtsart,  stets  in  gleicher  Richtung,  ist  dagegen  jene 
grosser  als  diese,  so  ist  die  Bewegung  des  einen  stets  der  des  andern  ent- 
gegengesetzt. 

Ist  T  <  <J,  so  wird,  wenn  §0  ^  0  ist,  gleichzeitig  J§0  d.  h.  es  be- 
finden sich  das  Körpertheilchen  und  sein  momentaner  Gleichgewichtsort  stets 
auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Ruheortes  und  da  gleichzeitig  £0  ""0  und 
£=»  0  ist,  so  begegnen  sich  die  Punkte  im  Ruheort. 

Ist  T  >  ©*,  so  wird,  wenn  J0  -S:  0  ist,  gleichzeitig  f  ^  0  d.  h.  es  be- 
finden sich  das  Körpertheilchen  und  sein  momentaner  Gleichgewichtsort 
auf  derselben  Seite  des  Ruteortes  und,  da  £  immer  >  £0  ist,  so  befindet 
sich  das  Körpertheilchen  nie  zwischen  seinem  Gleichgewichts-  und  Ruheorte. 

T* 

Die  Schwingungsamplitude  des  Körpertheilchens  Tt »»  a<>  ist  für 

i  unendlich  klein  a0  und  für  unendlich  gross  verschwindend  klein  d.h.  wenn 
die  eigentümliche  Schwingungsdauer  des  Körpertheilchens  unendlich  klein 
ist,  so  befindet  sich  dasselbe  stets  unendlich  nahe  seinem  momentanen 
Gleichgewichtsorte,  wenn  sie  aber  unendlich  gross  ist,  bleibt  das  Körper- 
theilchen fast  unbeweglich  in  seinem  Ruheorte. 

Für  die  Rückwirkung  der  Schwingungen  der  Körpertheilchen  auf  die 
Aetherschwingungen  ist  nun  besonders  zu  beachten ,  dass  die  Amplitude 
der  Schwingungen  der  ersteren  stets  proportional  ist  der  seines  Gleich- 
gewichtsortes mithin  auch  der  des  Aethers.  Wenn  demnach  die  Amplitude 
des  Aethers  am  Ende  einer  Schwingungsreihe  gleich  Null  geworden  ist,  so 
ist  es  auch  die  des  Körpertheilchens.  Letzteres  behält  also  von  der  in 
seinen  Schwingungen  enthalten  gewesenen  lebendigen  Kraft  nichts  zurück, 
so  dass  also  dieselbe  der  Lichtbewegung  verblieben  ist  d.  h.  eine  Absorption 
des  Lichtes  findet  durch  diese  Schwingungen  nicht  statt.  Da  aber  durch 
dieselben  die  Masse  der  schwingenden  Theilchen  vermehrt  ist,  so  muss 
dadurch  ein  Einfluss  auf  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  damit  auf 
die  Brechung  des  Lichtes  ausgeübt  werden. 

b)  Die  Körperschwingungen  sind  gegeben,  wenn  T  —  d  ist,  durch 

*.  ft      t  da       7t 

£  =  —  a  cos 27t -j ,  wo~T7sms~rdto  »L 

Statt  dessen  können  wir  setzen 


f  —  asin2*r(~—  j. 


Die  Schwingungen  des  Körpertheilchens  sind  demnach  gegen  die 
seines  Gleichgewichtsortes,  also  auch  gegen  die  des  Aethers,  um  den  vierten 
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Theil  einer  Schwingungsdauer  verspätet.  Aus  der  Gleichung  für  die  Am- 
plitude a  erkennt  man,  dass  die  des  Körpertheilchens  während  jeder 
Schwingung  um  die  mit  der  Zahl  n  multiplicirte  Amplitude  seines  Gleich- 
gewichtsortes zunimmt 

In  Bezug  auf  die  Rückwirkung  der  Körperschwingungen  auf  die 
Aetherschwingungen  ist  wichtig,  dass  gerade,  wenn  diese  Schwingung  auf- 
hört, die  erstere  ihr  Maximum  erreicht.  Die  in  der  Schwingungsbeweguog 
des  Körpertheilchens  enthaltene  lebendige  Kraft  geht  daher  vollständig  der 
Lichtbewegung  verloren.  Die  durch  unsere  Gleichung  dargestellten  Kör- 
perschwingungen sind  demnach  die  Ursache  der  Absorption. 

„Hat  die  Schwingungsreihe,  folgert  Seilmeier  weiter,  im  erregenden 
Lichte  ihr  Ende  erreicht,  d.  h.  ist  ihre  Amplitude  bis  zu  Null  herabgesunken, 
so  werden  die  Oscillationen  der  Körpertheilchen ,  deren  Amplitude  jetzt 
gerade  im  Maximum  sich  befindet,  noch  fortdauern,  und  sie  werden 
auch  noch  fortfahren,  um  eineViertel-Undulation  verspätete  Aetherschwin- 
gungen zu  erregen.  Da  diese  aber  nicht  mehr  in  entgegengesetzte  Aether- 
schwingungen aufgehen,  weil  solche  nicht  mehr  vorhanden  sind,  so  werden 
sie  im  Allgemeinen  als  ausgestrahltes  Licht  zum  Vorschein  kommen;  es  ist 
dies  das  Fluorescenzlicht,  welches  demnach  jedesmal  erst  dann  beginnt, 
wenn  eine  Schwingungsreihe  im  erregenden  Lichte  ihr  Ende  erreicht  hat, 
was  allerdings  Millionenmale  in  der  Secunde  vorkommen  mag.u 

6«  Bestimmung  des  Brechungsexponenten. 

Um  den  Einfluss  der  Schwingungen  der  Körpermoleküle  auf  die  der 
Aethermoleküle  zu  bestimmen,  bedient  man  sich  des  Princips  der  Erhal- 
tung der  lebendigen  Kraft. 

Schwingt  das  Aethertheilchen  m,  so  ist  die  Kraft,  die  dasselbe,  wenn 
es  sich  um  §  von  der  Ruhelage  entfernt  hat,  nach  dieser  Lage  zurücktreibt, 
nach  §  224  km£,  die  Arbeit  also,  welche  verbraucht  wird,  um  das  Theil- 
chen  m  um  die  Strecke  a  zu  entfernen  ist 


a 


ß 


kmi-di- =  ikma2. 

o 
Wenn  nun  dieses  Theilchen  allein  schwingt,  so  wird  es  demnach  beim 

Passiren  des  Gleichgewichtsortes  die  lebendige  Kraft  ikma3  besitzen.    Ist 

diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt,  sondern  zieht  es  die  Körpertheilchen  mit 

in  Bewegung  oder  helfen  diese  der  Bewegung,  so  verliert  oder  gewinnt  das 

Theilchen  zur  vorhandenen  lebendigen  Kraft. 

Ist  sie  L  geworden,  wo  also  dann  L  §  i  k  m  a*  wird  bei  einem  Verlust  oder 
Gewinn,  so  ist  die  Abgabe  (der  Gewinn)  ikma2  —  L  (L  —  ikma1).  Beim 
Steigen  wird  also  diese  lebendige  Kraft  wieder  gewonnen  (abgegeben),  wenn 
ein  sich  gleichbleibender  Schwingungszustand  stattfinden  soll. 

Nach  den  bekannten  Bezeichnungen  ist  für  die  Lichtbewegung  inner- 
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halb  des  Körpers  T  ■»  —    und  für  den  leeren  Raum    bei  derselben 

Wellenlänge  T' —  — ,   also  T  —  -. 

Im  leeren  Raum  ist,  wenn  das  Aethertheilchen  um  §  verschoben  ist, 
ie  Kraft,  mit  der  es  nach  dem  Ruheorte  zurückstrebt,  nach  $  224 

An*      *      .     .        An* 
-—ml;,  alsok  — ^7t-. 

Da  die  Aetherverschiebung  im  Körper  ganz  dieselbe  ist,  so  muss  auch, 

igen  der  überall  gleichen  Elasticitdt  des  Aethers,  k  denselben  Werth  im 

irper  haben,  also 

.         An*  .An* 

■   W  — —  W  n*  — — 

1  Wl  B      jt    • 

I 

Denken  wir  uns  nun  ein  Volumen  V  so  klein,  dass  alle  in  demselben  be- 
gehen Aethertheilchen  in  gleicher  Phase  schwingend  angesehen  werden 
nen,  aber  auch  so  gross,  dass  es  eine  grosse  Anzahl  von  Körpertheilchen 
läJt.  Ist  m'  die  Masse  des  Aethers  in  V  und  a'  seine  Schwingungs- 
Jitude,  so  ist  nach  dem  Vorigen  die  geleistete  Arbeit,  wenn  das  Aether- 

2  TT* 

chen  die  Amplitude  a'  hat,  n1  -=-  m'a". 

Die  lebendige  Kraft,  die  es  hat,  wenn  es  zur  Ruhelage  zurückkommt, 
»  es  einen  Theil  der  verwendeten  Arbeit  an  die  Körpermolecüle  ab- 
,  bestimmen  wir  aus  der  Gleichung  seiner  Schwingungsbewegung, 

ich  aus  £'  —  a'  sin  2/r  =- 1  und  erhalten  dieselbe  gleich 


.     ,/d£'\  2n*    ,  n 


)er  Verlust  an  lebendiger  Kraft  ist  demnach  die  Differenz  der  ver- 
fiten Arbeit  und  der  vorhandenen  lebendigen  Kraft  d.  i. 

(n*-l)  ^m'a".  (a) 

ieser  Verlust  ist  an  die  Körpermoleküle  innerhalb  V  übergegangen; 

o  eine  Gleichung  zu  erhalten  suchen  wir  die  gewonnene  lebendige 

ler  Körpermoleküle.    Wir  brauchen  nur  die  Körpertheilchen  inner- 

zu  berücksichtigen,  denn  von  den  Molekülen  an  der  Grenze  erhalten 

erhalb  befindlichen  genau  ebensoviel  von  dem  ausserhalb  befind- 

letber,  als  die  Körpertheilchen  ausserhalb  von  dem  Aether  inner- 

ipfangen. 

r  die  Schwingung  eines  Körpertheilchens  in  einer  seiner  Axen, 

eigenthttmliche  Schwingungsdauer  d  ist,  sei  a  die  Schwingungs- 

le  und  für  die  seines  Gleichgewichtsortes  sei  sie  ao ,  so  ist  die  ge- 

krbeit  für  die  grösste  Entfernung  des  Körpertheilchens  vom  Gleich- 

An* 
ort ,   da  hier  k  ■■     ,.    ist, 
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— ^j-  m  (a  —  ao)2 , 

und  es  würde  demnach  mit  dieser  lebendigen  Kraft  im  Ruheorte  an- 
kommen. 

Seine  Beweguug  ist  aber  gegeben  durch  !;  =  as\n27i  „ ,  hat  also 

bei  seiner  Ankunft  im  Ruheorte  die  lebendige  Kraft 


/d|y 

\dt)  (t 


ImiTrL.     B  iT)  —  "T5"  m 


mithin  hat  es  bei  Ankunft  im  Ruheorte  an  lebendiger  Kraft  gewonnen 

-jp-  ma1 jp"  m  (a  —  a0)2 . 

T2 

Da  nun  aber  nach  (2.)  a  =  T>       «2  ao  ist,  so  geht  der  Ausdruck  für 

den  Gewinn  über  in 

2tt2  T2  , 

J2      mf2 02  *0     * 

Aehnliche  Ausdrücke,  nur  etwa  mit  anderen  Werthen  von  d  und  ao, 
erhält  man  für  dasselbe  Körpertheilchen  in  Bezug  auf  seine  anderen 
Schwingungsaxen. 

Für  die  ganze  lebendige  Kraft,  welche  sämmtliche  in  V  befindliche 
Körpertheilchen,  während  ihres  Fallens  nach  dem  Ruheorte  von  dem  Aether 
empfangen,  kann  man  demnach  schreiben 

*  m  ™ 35"  a0    »  W 


rp2      -"  "*    *p2 

wo  jedes  Körpertheilchen  in  Bezug  auf  seine  drei  Hauptaxen  genommen 
werden  muss. 

Durch  Gleichsetzung  von  (a.)  und  (b.)  erhält  man  die  gewünschte 
Gleichung  für  die  brechende  Kraft  eines  Körpers  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Lage  der  Gleichgewichtsörter  der  Körpertheilchen  nur  von  dem 
Aether  abhängig  sind, 

n«  _  !  =   ^T2  —  ö*  **  —  ^maap 

m'a'2  m'a'2 

Das  Snmmenzeichen  2  bezieht  sich  auf  alle  Körpertheilchen,  welche 
in  einem  beliebigen  Raum  enthalten  sind  und  bei  denen  6  nicht  s«  T  ist, 
während  m'  die  Masse  des  in  demselben  Raum  enthaltenen  Aethers  be- 
deutet. 

Für  die  blos  refractiven  Theilchen  lägst  sich  wegen  der  Kleinheit  der 
eigentümlichen  Schwingungsdauer  ö  dieser  Werth  in  folgende  Reihe 
entwickeln 

*  2ma0»      2mao8d*  1        Smtfd*  1 

n  m'a'2    +     m'a'2     T2  +     m'a'2      T4  +  #"' 

dem  man,  wenn  man  A  =  cT  setzt,  folgende  Form  geben  kann: 
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Diese  Reihe  unterscheidet  sich  von  der  Cauchy'schen  ($  309)  nur  da- 
durch, dass  sie  n*  statt  n  liefert. 

7.    Veranschaulichung    der   brechenden   Kraft    und   des 

Brechungsexponenten. 

A.   Curve  der  brechenden  Kraft 

In  der  Formel  der  vorhergehenden  Nummer 

T* 
1  m  fi^TT*  «•* 
n*  —  1  — i-r-^ —  N 


m'aM 

sind  alle  Körpertheilchen  enthalten,  also  auch  diejenigen,  welche  die  Ab- 
sorption bewirken.  Bezeichnen  wir  nun  d,  die  eigentümliche  Schwingungs- 
dauer der  absorbirenden  Kttrpertheile  und  d  die  der  brechenden,  so  ist 

N  —  — 


V—  dt* 


m'a" 


m'a'* 


Ist  dann  Nr  die  brechende  Kraft  der  refractiven  und  Na  die  der  absorbi- 
renden Körpertheile,  so  ist 


m 


T*  —  d 


3  *Q* 


2,  m 


N  — Nr  +  N». 


m'a'1 


T1 — d 


iV 


nra' 


Flg.  67. 


Es  ist  aber  Nr  nach  der  vorigen  Nummer  abgekürzt 

1  1 

Nr  ■—  N0  +  B  fj^  +  C  =5-  -f-  . . . 

Lassen  wir  für  die  graphische  Darstellung  der  brechenden  Kraft  -= 

die  Abscissen  eines  rechtwinkligen  Goordinatensystems  sein  und  N  die  zu- 
gehörigen Ordinaten,  so  heisse  die  hierdurch  charakterisirte  Curve,  die 
Curve  der  brechenden  Kraft. 

Die  Gleichung  der  Curve  der  brechenden  Kraft  für  die  refractiven 
Theilchen  ist  also 
N^No  +  Bx+CxH-..., 
wo  die  folgenden  Coefficien- 
ten  immer  kleiner  werden. 

Da  nun  -T^-==tga=B 

dx        ° 

+2Cx....,  istunddieCoef- 
ficienten  B,C ...  positive  Grös- 
sen sind,  welche  immer  klei- 
ner werden,  so  wird  die  Curve 
nur  wenig  von  einer  Geraden 
abweichen,  also  ungefähr  (Fig.  67)  die  punktirte  Linie  NrNr  geben. 
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Nehmen  wir  nun  zunächst,  um  die  absorptiven  Theilchen  zu  berück- 
sichtigen, nur  solche  von  der  einen  Schwingungsdauer  <J,  hinzu,  so  ist 

T*      2m*o*        .     ,  „    .  v     TM,» 
^    —  abgekürzt  Kt  ^j—^p  , 


N 


T2—  öf  m'a'2 

wo  K,  die  Gonstante  —  -=-«  •  ° 

Es  ist  mithin 


m'a'2 


ist. 


N  — Nr  — K, 


T*d* 


T*  —  dt2 ' 

Sei  nun  vorläufig  die  Gurve  Nr  als  Gerade  angenommen,  die  mit  der 
Abscissenaxe  den  Winkel  a  bilde,  so  können  wir  die  eben  aufgestellte 
Gleichung  umformen  in 

(N  —  N,)  ',,'   — —  —  Const. 

\  T*o,*    cosa      cosa 

Stelle  an  der  Figur  67  die  ausgezogene  Curve  die  Linie  der  brechenden 
Kraft  vor,  so  ist  für  einen  Punkt  P  derselben 

PQ==N,  RQ  — Nr  also  PR  —  N  —  N„ 


da  ferner  ist  0  T 


PS 


QT 


1 


Vdt* 


np2 


T2  —  df 
Vö? 


also 


cosa  i'd,       cosa 

so  ist  nach  der  obigen  Gleichung  die  Gurve  der  brechenden  Kraft  bestimmt 
durch  PR.PS  =  Const., 

also  ist  dieselbe  eine  Hyperbel,  welche  die  der  Abscisse-j,  entsprechende 

Ordinate  zur  einen  und  die  als  gerade  Linie  gedachte  Gurve  der  brechenden 
Kraft  der  refractiven  Theilchen  zur  anderen  Asymptote  hat.  Giebt  man 
dann  der  Gurve  der  refractiven  Theilchen  die  ihr  zukommende  Krümmung, 
so  müssen  die  ihr  entsprechenden  Theile  der  Hyperbel  an  dieser  Krüm- 
mung in  der  Weise  Theil  nehmen,  dass  die  Coordinaten-Differenz  zwischen 
beiden  keine  Aenderung  erleidet. 

Die  Linie  für  N  ist  die  der  ausgezogenen  entsprechende  punktirte  an 
der  Figur  mit  N  bezeichnete  Gurve. 

Hiernach  kann  weiter  entwickelt  werden,  was  es  für  einen  Einfluss 
Fig  68.  hat,  wenn  mehrere  von  einander  ge- 

trennte Absorptionen  vorkommen.  Es 
wird  dann  die  Gurve  der  brechenden 
Kraft  die  Gestalt  der  in  Fig.  68  ge- 
zeichneten Linie  haben,  wobei  man  in 
beachten  hat,  dass  durch  ein  öfteres 
Herausnehmen  solcher  Summen  die 
vorhergehenden  Theile  der  Curve  etwas 
gehoben,  die  nachfolgenden  aber  gesenkt  werden. 

Da  ferner  bei  den  festen  und  flüssigen  Körpern  die  Absorption  ge- 
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wohnlich  nicht  auf  einen  bestimmten  Werth  von  T  beschränkt  ist,  sondern 
auf  einen  ganzen  mehr  oder  weniger  beschränkten  Theil,  der  sich  beziehe 
auf  das  T  von  ö"  bis  <$",  so  ist 


N«-/K(i-^rd(i)- 


Fig.  69. 


Es  ergiebt  sich  dann,  wenn  man  K,  welches  eine  unbekannte  Funktion 

1 
Ton  -p  ist,  als  Constante  betrachtet,  die  an  Fig.  69  ausgezogene  Linie,  wo 

A  und  A'  die  Grenzen  des  absorbirten  Raumes  bezeichnen.  Es  liegt  mithin 
das  Maximum  der  brechenden  Kraft  in  diesen  Grenzen. 

Selbst  wenn  man  die  Absorption,  welche  vor  der  Hauptabsorption  be- 
ginnt und  auf  der  andern  Seite  über  dieselbe  hinausragt,  aber  durch  das 
Auge  von  der  Hauptabsorption  nicht  unterschieden  werden  kann,  berück- 
sichtigt, so  nimmt  doch  die  brechende  Kraft  (Fig.  69)  bis  zu  A  und  A'  zu. 

Da  ferner  von  K  anzunehmen  ist,  dass  es  im 
Allgemeinen  an  den  Grenzen  dieses  Raumes  un- 
endlich klein  beginnt  und  nach  dem  Innern  des- 
selben zunimmt,  so  wird  das  Maximum  der  bre- 
chenden Wirkung  der  absorptiven  Theilchen  etwas 
weiter  nach  dem  Innern  des  absorbirten  Raumes 
sich  verschieben  und  nicht  unendlich  gross  werden. 
Die  Curve  hat  dann  die  in  Fig.  69  punktirt  ge- 
zeichnete Gestalt. 

ß.    Curve  der  Brechungsexponenten. 

Die  Curve  der  brechenden  Kraft  muss  in  Bezug  auf  Steigen  und  Fallen 
übereinstimmen  mit  den  der  Brechungsexponenten;  denn  hier  sind  die 
Ordinaten  n  und  bei  jener  N,  wo  N  =■=  n1  —  1  ist.  Man  kann  überhaupt 
die  Formen  beider  Gurren  als  ähnlich  betrachten,  nur  hätte  man  zu  be- 
denken, dass  hier  die  Gurvenäste  weder  genaue  Hyperbeln  noch  einander 
congruent  sind. 


8.    Folgerungen  aus  den  obigen  Formeln. 

Die  obigen  Formeln  enthalten  nicht  nur  eine  Erklärung  der  Dispersion, 
sondern  zeigen  auch  die  Abhängigkeit  der  Brechung  von  der  Absorption. 
Wir  haben  in  der  vorigen  Nummer  gefunden 

T*       2  m  a* 
•       T*  —  <JJ  m'a'1 
Wenn  wir  nun  bedenken,  dass  N  —  Nr  =—  nf  —  nj,  wo  n  den  wirk- 
lichen  und   nr  den  Brechungsexponenten  bezeichnet,    der   stattfindet, 
wenn  gar  keine  Absorption  des  Lichtes  vorhanden  wäre.  Setzen  wir  ferner 
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m  a  * 

für  2 — r4-i  als  Coirstante,  einfach  A,  so  ist  n2 — n?  =A  ™ ^. 

m'a'2  i  — 0, 

Dieser  Ausdruck  zeigt  zunächst,  dass  nur,  wenn  die  Grösse  A  einen 
merklichen  Werth  hat,  die  Absorption  einen  Einfluss  auf  den  Brechungs- 
exponenten haben  kann. 

Ist  T  >  dv  so  ist  n  >  nr ,  also  wird  der  Brechungsexponent  um  so  grös- 
ser, je  näher  die  Schwingungsdauer  derjenigen  des  absorbirten  Lichtes  ist. 

Ist  T  <  dn  so  ist  n  <<  nr  und  der  Unterschied  ist  wiederum  um  so 
grösser,  je  näher  die  bezeichneten  Schwingungsdauern  einander  sind. 

Schon  oben  ist  erwähnt,  dass, 

Fig.  TO. 


9 


Fig.  71. 


BE 


Flg.  72. 


wie  es  bei  den  festen  und  flüssigen 

Körpern  immer  der  Fall  ist,  die 

Absorption  sich  nicht  nur  auf  eine 

Schwingungsdauer  6i  bezieht,  son- 

£   dem  auf  eine  Reihe  nebeneinander 

f    liegender   Schwingungen,   wess- 

"S    wegen  ein  Absorptionsband  ent- 

8    steht.  Wir  müssen  auf  der  rechten 

Seite     unserer    Gleichung    eine 

Summe   von    Gliedern    erhalten, 

wenn  mehrere  Absorptionsstreifen 

vorhanden  sind.   Vor  und  hinter 

jedem  Absorptionsband  haben  wir 

er=-=qjj    dann  dieselbe  Veränderung  von  n. 

Sämmtliche  Folgerungen  für 

die  Brechungsexponenten  sollen 

nun  durch  Figuren  anschaulich 

gemacht  werden. 

Die  Abscissen  sind  wie  oben 
die  Werthe  1 :  Ts,  und  in  allen  Fi- 
guren bedeuten  die  Buchstaben  B, 
C,  H  die  Endpunkte  der  Abscissen 
für  die  mit  denselben  Buchstaben 
bezeichneten  Fraunhofer'schen 
dunklen  Linien. 

1)  Es  findet  eine  Absorption 
im  ultravioletten  Licht  statt  Fig. 

£  70.  Die  punktirte  Linie  bezieht  sich 
I  auf  den  Fall,  dass  die  Absorption 
B  dem  Spectrum  näher  liegt  Die 
-€  Gerade  soll  die  näherungsweise 
s  Curve  für  nr  vorstellen. 

2)  Absorption  findet  im  Ultra- 
rothen  statt.  (Fig.  71.) 


M 
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3)  Absorption  im  Ultraroth 
und  Ultraviolett  (Fig.  72.) 

4)  Absorption  innerhalb  des 
Spectrums.  (Fig.  73*,  Fig.  73b.) 

Diese  Figuren  geben  zugleich 
eine  leichte  Uebersicht  der  Disper- 
sion und  namentlich  die  Fig.  73 
eine  der  anomalen  Dispersion. 

Die  Curve  der  Brechungs- 
exponenten gewährt  den  Vortheil, 
dass  sie  näherungsweise  die  Far- 
benvertheilung  im  Spectrum  zu 
erkennen  giebi.  Wir  können  die 
im  §  311,  3.  eingeführte  Grösse 
da'  auch  auflassen  als  die  Differenz 
der  Ablenkung  der  aus  dem 
Prisma  austretenden  Strahlen. 
Der  absolute  Werth  dieser  Grttsse 
ist  dort  gefunden  worden 


Flg.  73a. 


BC 


Fi*.  73  b. 


da'  — 


cos  a  cos  ß* 


•der. 


cos  a' cos/? 
Nach  §  311, 4.  ist  aber 

dn  — 

mithin  ist 

da'-* 


BC 


cos  a  cos  ßf 
sin  q> 


sinqp 


da, 


dn. 


cosaf  cos/? 

Wenn  nun  a'  nicht  sehr  klein  ist,  so  dass  man  den  Coefficienten  von 
dn  constant  nehmen  kann,  so  wird  es  erlaubt  sein,  die  Differenzen  dieser 
Ablenkung  nahe  proportional  den  Differenzen  der  Brechungsexponenten 
zu  setzen.    Man  braucht  also  nur  die  Punkte  der  Curve  auf  eine  Verticale 

zu  projiciren,  um  auf  dieser  für  die  Werthe  von  =j  die  betreffenden  Orte  im 
Spectrum  zu  erhalten  (cf.  $  313.) 


9*    Die  Theorie  von  0.  Meyer.*) 

Meyer  geht  von  dem  Gedanken  aus,  dass,  wenn  eine  Theorie  der  ano- 
malen Dispersion  abgestellt  werden  soll,  es  vorteilhaft  ist,  die  auffallendste 
Eigenschaft  aller  anomal  brechenden  Körper  als  die  ursächliche  anzusehen. 
Eine  solche  Eigenschaft  ist  die  Undurchsichtigkeit,  welche  aus  einem  Wider- 
stand, den  die  schwingenden  Aethertheilchen  in  solchen  Mitteln  erfahren. 


*)  Versuch  einer  Erklärung  der  anomalen  Farbenzerstreuung.  Pogg.  Ann.  145. 


384  Ol.  Optik. 

abzuleiten  sein  wird.  Unter  der  Annahme  kleiner  Amplituden  und  in  Folge 
davon  geringer  Geschwindigkeiten  der  Schwingungen  setze  man  diese  Wider- 
standskräfte den  Geschwindigkeiten  proportional 

Ist  der  Sitz  der  angenommenen  Widerstandskraft  in  der  ponderablen 
Materie,  so  kann  diese  als  unbewegt  angesehen  und  die  Kraft  der  abso- 
luten Geschwindigkeit  des  Aethertheilchens  proportional  genommen  wer- 
den. Es  kann  aber  auch  vorausgesetzt  werden,  dass  ein  oscillirendes 
Aethertheilchen  von  den  benachbarten  Aethertheilchen  beeinflusst  wird, 
dann  ist  die  Kraft  proportional  den  relativen  Geschwindigkeiten.  Letztere 
Annahme  führt  zur  Annahme  einer  inneren  Reibung  im  Lichtäther  halb- 
durchsichtiger Medien ,  während  die  erstere  Hypothese  eine  Kraft  einführt, 
die  sich  mit  der  äusseren  Reibung  der  Flüssigkeiten  vergleichen  lässt. 

Gehen  wir  nun  zurück  zu  der  allgemeinen  Gleichung  für  die  fort- 
schreitende Wellenbewegung  (§  225  S.  142) 

wo  £  die  Richtung  des  Ausschlages  und  y  die  der  Fortpflanzung  bezeichnet. 
a)  Die  Voraussetzung  einer  äusseren  Reibung  verallgemeinert  diese 
Diflerentialgleichung  in  die  folgende 

'S?      *  W~     ~Si* 

Deren  Integral  setzen  wir  mit  Einführung  der  schon  gebrauchten  Be- 
zeichnung §  279 

g-Ce-^  +  fc-O* 
Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  gegebene  Differentialgleichung 
erhalten  wir,  wenn  wir  das  Reelle  und  Imaginäre  einzeln  einander  gleich- 
setzen 

Wird  aus  diesen  Gleichungen  ß  eliminirt  und  —  berechnet,  so  erhält  man 


^-M'+V^W)- 


Setzt  man  dann  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  freien  Raum  1  und 
n  den  Brechungsexponenten,  so  ist  k  —  -=-— -r-,  also 


n* 


h-M'+V^)- 


CJ 

„Nach  dieser  Formel,  sagt  Meyer,  nimmt  mit  wechselndem  Werthe  der 
Wellenlänge  k  das  Rrechungsverhältniss  ebenfalls  zu.  Dieses  Gesetz  ist  dem 
gewöhnlichen  Dispersionsgesetz  gerade  entgegengesetzt,  es  enthält  also 
anomale  Dispersion/4 
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b)  Bei  Voraussetzung  einer  inneren  Reibung  haben  wir  unserer  ein- 
fachen Differentialgleichung  noch  ein  Glied  proportional  der  relativen  Ge- 

schwindigkeit  j-j— ,  hinzuzufügen. 

Die  Differentialgleichung  ist  dann  folgende: 


Mit  derselben  Rechnung  wie  unter  a)  finden  wir 


Dieser  Werth  giebt  auch  mit  wachsendem  X  einen  zunehmenden  Bre- 
chungsexponenten. 

Beide  Formeln  ergeben  also,  was  die  anomale  Dispersion  fordert,  dass 
mit  wachsendem  X  der  Brechungsexponent  zunimmt.  Im  Uebrigen  freilich 
stimmen  dieselben,  wie  Meyer  selbst  angiebt,  nicht  mit  der  Beobachtung  an 
Metallen  überein ,  und  die  Berechnung  des  Absorptionscoefficienten  liefert 
das  mit  der  Erfahrung  nicht  stimmende  Resultat,  dass  das  Licht  kürzerer 
Wellenlängen  stärker  absorbirt  wird,  als  dasjenige  grosserer.  Jene  anomal 
zerstreuenden  Körper  müssten  also  im  durchfallenden  Licht  sämmtlich  roth 
erscheinen. 

10.    Die  Theorie  von  Uelmholtz.*) 

Auch  hier,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  handelt  es  sich  um  eine  Ver- 
vollständigung der  Bewegungsgleichung,  der  wir  nach  Uelmholtz  die  Form 

geben ,  wo  also  dann  fi  die  Dichtigkeit  und  a*  die  Elasticitätsconstante  des 
Aethers  bedeutet. 

1)  Bewegungsgleichung  des  Aethers: 

„Um  nun  die  Bewegungsgleichung  zu  vervollständigen  für  den  Fall, 
dass  eingelagerte  ponderable  Theile,  die  aber  wie  ein  continuirliches  Medium 
wirken,  eine  Kraft  auf  den  Aether  ausüben,  werden  wir  für  unendlich  kleine 
Verschiebungen  (als  welche  die  Lichtschwingungen  ja  immer  vorzustellen 
sind)  diese  Kraft  der  relativen  Lagenänderung  des  Aethers  gegen  das  System 
der  benachbarten  ponderablen  Atome  proportional  setzen  dürfen  und  er- 
halten so 


*)  Berliner  Monatsberichte  1874;  Pogg.  Ann.  154. 
Klein,  Theorie  der  Elasticütt  eic.  25 
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2)  Die  Bewegungsgleichung  der  ponderablen  Atome,  deren  Dichtigkeit 

m  ist,  ergiebt  sich  folgendermassen. : 

<92x 
Die  Kraft  m  -^  ist  einer  aus  folgenden  Theilen  bestehenden  gleich* 

zusetzen : 

a)  Aus  der  Kraft,  die  der  Aether  auf  die  ponderablen  Atome  ausübt, 
nämlich  ß2  (£  —  x). 

b)  Aus  der  Kraft,  welche  die  übrigen,  relativ  festliegenden  Theile  der 
ponderablen  Massen,  wenn  solche  da  sind,  auf  den  bewegten  Theil  aus- 
üben. Wiederum  mag  hier  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  die  der  Wirk- 
lichkeit wohl  nicht  ganz  entsprechende,  mechanisch  aber  unanstössige  An- 
nahme gemacht  werden ,  dass  schwere  centrale  Massen  der  Moleküle  fest- 
liegen ,  und  die  beweglichen  Theile  derselben  gegen  diese  und  den  Aether 
eine  bestimmte  Gleichgewichtslage  zu  bewahren  streben.  Bei  der  Verschie- 
bung der  beweglichen  Atome  um  x  setzen  wir  die  Kraft,  welche  sie  in  die 
Gleichgewichtslage  zurückführt,  gleich  —  a2x. 

c)  Wenn  Absorption  stattfindet,  muss  lebendige  Kraft  der  Wellen- 
bewegung in  innere  unregelmässige  Bewegung  der  Moleküle,  d.  h.  in  Wärme 
übergeführt  werden ,  durch  einen  der  Reibung  im  Resultat  ähnlichen  Vor- 
gang. Wir  nehmen  also  noch  eine  der  Reibung  ähnliche  Kraft  an  zwischen 
dem  beweglichen  und  dem  festliegenden  Theil  der  Atome  jedes  Moleküls, 

und  setzen  diese  gleich  —  y2  -^-. 

Die  Bewegungsgleichung  der  mitschwingenden  Atome  ist  dann 

>»f£=/*i(!-*)-a'x-y1^.  (1'.) 

Von  diesen  beiden  Gleichungen  sind,  wenn  wir  bedenken,  dass  wir  es 
hier  mit  Schwingungen  zu  thun  haben,  particuläre  Integrale 

-«y  +  (l— t)ki 

wo  k  —  —=r  —  7, u tl  ist,  e  den  AbsorptionscoefOcienten  darstellt  und  die 

anderen  Buchstaben  die  bekannte  Bedeutung  haben. 

Die  Einführung  dieser  Werthe  in  (1.)  und  (1'.)  liefert  dann  nach  ein- 
facher Transformation  folgende  Gleichungen : 

C  |—  mk2  +  a2  —  Y*ki  +  ß  1  —  ß*  A. 
Durch  deren  Multiplication  erhält  man  eine  Gleichung  ohne  A  und  C, 
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der  man,  indem  man  sie  für  ( —  -=-H )  auflöst,  folgende  Form  geben 

kann 

^     krc/        a*      a*k*[    ^mkJ  — aJ  — /Ss+y*ki_T 
Diese  Gleichung  zerfällt  in  zwei  Theile,  wenn  man,  nachdem  das  Ima- 
ginäre aus  dem  Nenner  des  Bruches  entfernt  worden  ist,  die  reellen  und 
die  imaginären  Theile  einzeln  einander  gleichsetzt.   Diese  Rechnung  giebt 

J__il_JL ß*  ^[mk'-a»-/?»] 

c*       V       a*       a*ka      a*k*  [(mk*— a*— /Sy+Zk1]         ' 

e ß*£ (2,} 

2  kc  a*k[(mk'— af— jöft)1+/ki)  —  G' 

wo  die  F  und  G  zur  Abkürzung  für  die  rechten  Seiten  gesetzt  werden 
mögen. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  können  wir  dann  erhalten 

Jr_i{,/F  +  Gi  +  F}, 


c 
e 


oder 


r — 4{l/F*-(-G»  —  f} 

1   «F+Ifi0*        i    iG*         ^ 
c,  —  *  t-  2  \*  fT  —  *  •  *  pT  •  •  •  ')■> 

*_      J v       G'         G* 

k»*"c*  4F      16  P 


(3.) 


(3'0 


.... 


Selbstverständlich  kann,  so  lange  c  reell,  also  —j- positiv  ist,  nur  das 

positive  Zeichen  vor  der  Quadratwurzel  genommen  werden. 

Hätte  man  mehrere  besondere  Absorptionen,  so  würde  die  Gleichung 
(1.)  folgende  Form 

annehmen,  wo  der  Index  a  sich  auf  die  verschiedenen  Arten  mitschwingen- 
der Massen  bezieht.  Anstatt  der  einen  Gleichung  (1/.)  würde  man  mehrere 
Bewegungsgleichungen  von  der  folgenden  Form ,  die  gleichzeitig  bestehen, 
erhalten 

lft  ??  — ß* (?_ Xa)  ~ aUa ~ vX  tIt       (4'° 


m. 


11«    Discussion  der  erhaltenen  Gleichungen. 

Zur  Bestimmung  der  Absorption  gehen  wir  aus  von  der  obigen  Glei- 
chung 

_£ ßY. 

c  2o*  [(mk'-a«-  ß*)*  +  y'k*]' 

25* 
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Diese  kann  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden : 

fi  py 

2amL\  m     +2mV       4m4  ^        m»       J 

woraus  sich  dann  leicht  erkennen  lägst,  dass  —  ein  Max.  wird,  wenn 

c 

k._k/._!^±£_  seilst. 

m  2m* 

Folglich  ist,  wenn  der  Maximalwert  mit  —  bezeichnet  wird, 

ff  Pf 


c' 


-K^-ä)T 


" (5.) 


**?{*+-&)' 


Mit  Hülfe  dieses  Werthes  erhält  man  dann  nach  einiger  Transformation 

(k*  —  kn)*_- 

(6.) 


c        cr 

€  €r 


Kk,1+Äl 


m3 

Diese  Ausdrücke  enthalten  folgende  Gesetze: 
a)  Für  dieselben  k\  d.  h.  bei  gleichbleibender  Lage  des  Absorptions- 


e' 


maximums  im  Spectrum,  ist  —  nach  (5.)  um  so  grösser,  je  grösser  ß*  im 

c 

Verhältniss  zu  y1  ist,  also  je  grösser  ß,  d.  h.  die  den  Aether  mit  den  Körper- 

theilchen  verbindende  Kraft  und  je  kleiner  y,  die  Reibungskraft,  ist. 

e       cT 

b)  Die  Grösse  —  —  —  giebt  bei  gleichbleibender  Farbe  ein  Maass 

C  A 

der  Absorption  für  gleichbleibende  Zahlen  von  Wellenlängen.  Für  solche 
Strahlen ,  deren  Geschwindigkeiten  wenig  von  einander  verschieden  sind, 
können  wir  aber  diese  Grösse  als  Maass  der  Absorption  für  gleichbleibende 
absolute  Dicken  der  absorbirenden  Schicht  nehmen  und  dann  aus  (6.)  das 

folgende  Gesetz  ableiten.    Für  dieselben  Werthe  von  k  und  k'  ist  —  um  so 

grösser  im  Verhältniss  zum  Maximum  der  Absorption  — ,  je  grösser  _— ;  ist. 

Das  heisst  grosse  Werthe  des  Reibungscoefficienten  /  und  kleine  der  mit- 
schwingenden  Massen  m  geben  breite  Absorptionsstreifen  und  umgekehrt 
kleine  Werthe  von  y*  und  grössere  von  m  schmale  Absorptionsstreifen.  Da 
nun  aber  in  dem  Verhältniss,  nach  dem  m  zunimmt,  die  Reibung  y*  wächst, 
so  bleibt  die  Breite  des  Absorptionsstreifens  bei  Schichten,  die  seine  Mitte 
gleich  stark  verdunkeln,  nahezu  immer  dieselbe. 

c)  Da  in  demselben  Verhältnisse,  in  dem  m  zunimmt,  die  Grösse /f, 
welche  die  auf  die  Volumeneinheit  von  m  ausgeübte  elastische  Kraft  wissL 
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wächst,  so  muss  nach  a)  das  Maximum  der  Absorption  ^-  bei  gleicher  Dicke 

der  absorbirenden  Schicht  auch  mit  zunehmendem  m  wachsen. 

Der  Gang  der  Absorption  und  Brechung  in  der  Nahe  der  Farbe  stärk- 
ster Absorption,  wie  ihn  (2.)  und  (3.)  angeben,  lasst  sich  durch  die  folgende 
Construction  anschaulich  machen:  Setzt  man  nämlich  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit im  leeren  Raum  gleich  1 ,  so  giebt  dann  die  Curve  für  — 

c* 

eine  Anschauung  von  der  Brechung  und  -y  von  der  Absorption. 


Man  zeichne  eine  Gerade  (Fig.  74%  74b) 


AB--&- 


P 


-*k* 


und  senkrecht  zu  AB  in 

Bdie 

BD~57T?' 

wo  diese  Ausdrücke  als 
constant  gesetzt  sind,  da 
es  sich  nur  handelt  um 
Grössen,  die  in  der  Nahe 
des  Absorptionsstreifens 
hegen.  Setzt  man  dann 

mk*  —  a* — tf* 

tgw ^ir-^ 

veränderlich ,  so  dass, 
wenn  k  geht  von  0  bis 

zu  oo,  w  geht  von  —  4r 


F!f.  Ma. 


bis+-2-. 


Die  Einsetzung  der  Werthe  AB,  BD  und  w  giebt  dann 
F— :AB  —  BDsinwcosw  ,  G  — —  BDcos'w. 

Man  zeichne  dann  um  BD  einen  Kreis  und  mache  Z.  DBE  —  w, 
dessen  näherungsweise  Construction  weiter  unten  gegeben  werden  soll, 
endlich  EH  J.  AB,  so  ist  AH  — FjundEH  —  G;  mithin 

AE  —  l/Aff  +  EH»  —  yP  +  G«, 

also  nach  (3.) 

^  — i(AE  +  AH)  ,  J-i(AE-AH). 
c  c 

Wenn  nun,  wie  wir  jetzt  voraussetzen,  der  Absorptionsstreifen  schmal 

ist,  so  ändert  sich  das  k,  wenn  wir  durch  denselben  hindurchgehen,  nur 

wenig,  also  dürfen  wir,  wie  oben  angenommen  ist,  AB  und  BD  constant 

setzen.  Dann  durchlauft  der  Punkt  E,  der  bestimmt  ist  durch 

^«„      mk1  —  af  —  ß* 
tgDBE ^— t, 
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den  festen  Kreis.   Setzen  wir  für  das  Max.  der  Absorption  näherungsweise 
mk{2  =  a*  +  /S*,  also 

so  wird  im  obersten  Punkt  D  die  stärkste  Absorption  eintreten.  Dagegen 

.  A    vorher        ,      .  abgewendeten  0  .A    ,.      stärkste    „     , 
ist        , ,      an  der  A      °         ,  A      Seite  die     ,    „  ,  A    Brechung, 
nachher  zugewendeten  schwächste 

Die  näherungsweise  Construction  von  w  =  DBE  ist  folgendermassen: 

Man  setze 

m(k*  — k{2)        uU      ,       m(k  — k{) 
tg  w  =     v    ,, — —  annähernd  —       „  2       . 
°  y2k  2y2 

Man  verlängere  DB  über  B  hinaus,  mache  BK»  ^— ,  ziehe  zu  AB 

°  2m 

durch  K  die  Parallele  LK,  bestimme  einen  Punkt  L  so,  dass  LK  =  k{  ist 

und  trage  von  Lan- 
Fig.  74  b.  fangend  die  Werthe 

k  auf  LK  ab.  Sei 
also  z.  B.  LM=k1 
so  ist  annähernd 
der  Winkel  MBK 
—  w,  und  der 
Punkt  E  wird  ge- 
funden, wenn  man 
die  Linie  MB  zieht 
und  sie  verlängert, 
bis  sie  zum  zweiten 

Male  den  Kreis 
schneidet. 

Es  ist  klar,  dass 
die  Stärke  der  Ab- 
sorption von  dem 
Durchmesser  BD 
abhängt,  dass  aber, 
je  kleiner  BK  ist, 
desto  kleinere  Veränderungen  von  k  genügen ,  um  den  Punkt  E  gleiche 
Bogen  des  Kreises  durchlaufen  zu  lassen,  wap  schmalen  Absorptionsstreifen 
entspricht. 

Die  beiden  nach  dieser  Vorschrift  entworfenen  Zeichnungen  (Fig.  74 a 
und  Fig.  74 b)  entsprechen  den  Erscheinungen  ebenso  wie  die  nach  Seli- 
meier  gezeichneten  Curven. 

Der  Gang  der  Functionen  für  mehrere  besondere  Absorptionen  Hesse 
sich  durch  eine  ähnliche  Construction  anschaulich  machen,  nurmüssten 
über  der  Linie  LK,  auf  der  die  Werthe  k  abgetragen  werden,  mehrere 
Kreise,  den  verschiedenen  Absorplionsstreifen  entsprechend,  von  vielleicht 
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verschiedener  Grösse,  verschiedenem  verticalen  und  horizontalen  Abstände 
stehen.  Die  E  H  entsprechenden  Strecken  würden  mit  einander  zu  addiren 
sein,  und  ebenso  die  BH  entsprechenden  unter  einander  und  zu  AB. 

Es  mögen  nun  noch  aus  den  gefundenen  Gleichungen  Folgerungen 
gezogen  werden  für  sehr  grosse  und  sehr  kleine  k,  d.  h.  für  Schwingungen 

mit  sehr  grosser  und  sehr  kleiner  Schwingungszahl. 

a)  k  ist  sehr  gross.  Nach  (2.)  können  wir  dann  annähernd  setzen 

F-4-Äi«BdG — ££' 

er       erk*  erva?  ks 

Demnach  ist  G  verschwindend  klein  gegen  F  und  die  Ausdrücke  in  (3'.) 
gehen  über  in 

c*       *  '  *       2  VF' 
so  dass  man  durch  Einsetzen  unserer  Werthe  von  F  und  G  erhält 

c*        a1       a*k"     *  2am*  ^k4# 

Die  Absorption  wird  also  verschwindend  klein  und  das  Brechungs- 
verhältniss nähert  sich  bei  steigender  Schwingungszahl  einem  festen  Werthe 

l~ii.  (cf.§225.) 
c*      er 

Wären  die  Dichtigkeit  fi  des  Aethers  und  seine  Elasticitätsconstante  <** 

für  das  durchsichtige  Medium  dieselben  wie  für  den  freien  Raum,  so  würde 

das  Brechungsverhältniss  für  die  schnellsten  Oscillationen  gleich  1  werden, 

was  den  Beobachtungen  gegenüber  nicht  zulässig  erscheint.  Man  muss  also 

in  dem  durchsichtigen  Medium  entweder  eine  solche  veränderte  Structur 

des  Aethers  annehmen,  dass  -~  grösser  als  im  freien  Baum  wird,  oder  mit 

er 

Sellmeier  voraussetzen,  dass  jenseits  des  Ultraviolett  in  jedem  Spectrum 

einer  durchsichtigen  Substanz  starke  Absorptionen  vorkommen,  welche 

im  ganzen  sichtbaren  Spectrum  das  Brechungsverhältniss  in   die  Höhe 

treiben. 

b)  k  ist  sehr  klein.   Nach  (2)  ist  dann  annähernd 

F-  /*>a>         JL      C-  Pf         1    also^nahe-0 

«f  1 

Hier  ist  F  negativ,  so  ist  von  (3.)  der  obere  Werth  -p  und  der  untere  -,, 

K  C 

mithin  ist  jetzt 

/9a  1  _^        /?y 

a(a«  +  ^  '    c       2aa(a1+./S1)*' 

1 
Würde  hier  a  «=  0,  so  wäre  —  -■  oc  und  e  —»  0.  Dies  würde  also  für 

c 

Gase  erfüllt  sein.  Dagegen  erhebt  Ketteier  Bedenken,  der,  wie  im  Folgen- 
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den  erörtert  wird,  für  alle  Aggregatformen  bei  grosser  Schwingungsdauer 
c  =  1  erhält. 

12.    Die  Theorie  Ton  Retteier.*) 

Denken  wir  uns  zunächst  einen  Körper,  dessen  ponderable  Moleküle 
isotrop  geordnet  und  in  ihrer  chemischen  Qualität  optisch  einfach  sind,  so 
dass  die  bezügliche  Dispersionscunre  nur  einen  Absorptionsstreifen  zeigt 

Nach  den  Bezeichnungen  von  (10.)  ist  also  zunächst  für  den  reinen 
Aether 

Zu  dem  rechten  Theil  dieser  Gleichung  tritt  nun  für  das  Innere  eines 
ponderablen  Mittels  noch  eine  Kraft  hinzu,  die  verursacht  ist  durch  die 
Wechselwirkung  der  Körpertheilchen.  Denkt  man  sich,  dass  durch  den 
Widerstand  der  Körpertheilchen  ein  ähnlicher  Effect  entsteht,  als  würde 
die  Spannung  des  Aethers  geändert,  so  wird  die  hinzuzunehmende  Kraft 

sich  ausdrücken  lassen  durch  E  ~-~. 

df 

Es  gilt  demnach  für  die  Aetherbewegung 

/if!«(«'  +  E)|^-  (1.) 

Eine  zweite  Gleichung  geben  die  Schwingungen  der  ponderablen 
Theilchen,  die  betrachtet  werden  als  ein  Hinderniss  für  die  freie  Bewegung 
des  Aethers.  Die  auf  die  Körpertheilchen  einwirkende  Kraft  wird  nun  ab- 
hängen von  der  Krümmung  der  dieselben  verbindenden  Wellenlinie,  dann 
aber  auch  von  dem  Abstände  derselben  von  der  Gleichgewichtslage.  Diese 
Kraft  setzt  sich  also  zusammen  aus  einer  Deformationskraft  oder  Elasticitäts- 
krafl  der  durch  den  schwingenden  Aether  verschobenen  Körpertheile,  die 

durch  E'  -5—5  dargestellt  werde,  und  einer  direct  einwirkenden  Schiebkraft 

Kx.    Es  ergiebt  sich   also   die  Differentialgleichung  der   schwingenden 
Körpertheilchen 

■n^-E'^  +  Kx.  (1) 

Für  die  Grössen  E,  E',  K',  welche  die  Wellenlänge  enthalten,  wird 
nun  die  wahrscheinliche  Annahme  gemacht,  dass  sie  einander  proportional 
sind,  sich  also  auf  folgende  Form  E  =  ae,  E'  —  ac',  K'  =  ak  bringen 
lassen,  wo  a  allein  von  der  Bewegung  abhängt,  während  die  e  Constante 
bedeuten,  die  mit  der  statischen  Beschaffenheit  des  Molekulargefüges,  resp* 


*)  Carl's  Repertoriam  für  Experimental-Physik.  XIL  Verhandlangen  des  nitur- 
historischen  Vereins  für  Rheinland- Westphalen  1S75.  4.  Folge.  2.  Jahrg.  Pogg.  Aon. 
160,  p.  466. 
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der  Dichtigkeit,  gegeben  sind.  Es  sind  demnach  die  aufgestellten  Differen- 
tialgleichungen der  Bewegung 

m  ^  — a«'^  +  akx.  (2'.) 

Das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  liefert  dann  noch  eine 
Gleichung.  Bezeichnen  C,  U ,  (^  die  maximalen  Schwingungsgeschwindig- 
keiten des  Aethers  im  Körper,  der  KOrpermolekQle,  des  Weltflthers,  so 

muss  gelten 

/i(?  +  m'Cw-/iC!.  (3.) 

Die  Integrale  von  (1'.)  und  (2'.)  lassen  sich,  da  hier  Schwingungen  be- 
trachtet werden,  schreiben 

£  —  ^cos2*(^  +  ^  —  ©), 

hi      \  (4° 

x  —  C  cos  2/r  f  y  +  v  —  ©  )  • 

Die  Einführung  dieser  Werthe  in  die  Differentialgleichungen  giebt 
dann  folgende  Bedingungen,  denen  die  Constanten  unterworfen  sind: 

JL       <»*  +  **  m  £_  k 

r~       P         '     T*~a  IJ  —  a4/r*' 

Durch  Elimination  Ton  a  aus  diesen  Gleichungen  erhalt  man ,  wenn 

k 
zur  Abkürzung  — ;  —  k'  gesetzt  wird, 


V 


CT 


\ 


*-* 


P' 


\ 


oder  nach  der  bekannten  Beziehung  1  — (/T,  wo  c'  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit im  Mittel  bezeichnet, 


*('+vrhh* 


Setzen  wir  ferner  c  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  im  Weltflther, 

wom-O,  also  c*  —  —  (§  225  und  Nummer  11)  ist,  und  schreiben 

t?  m  €  c* 

p-L1,  — -, ■—  D,  den  Brecbungsexponenten  n,  also  -75  —» n*, 

so  erhält  die  obige  Bedingungsgleichung  die  Form: 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden  (cf.  ll.)i  dass  für  eine  unendlich  grosse 
Wellenlänge,  also  für  1  —  T  —  cc,  n  —  1  wird,  und  dass  für  eine  unendlich 
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kleine  Wellenlänge  n*  =  1  —  D  wird,  also  für  positive  D  die  Geschwindig- 
keit kleiner  als  1  ist. 

Statt  der  Gleichung  (3.)  kann  man  nach  (4.),  wenn  T0  die  zu  1  ge- 
hörige Schwingungsdauer  im  freien  Raum  bezeichnet,  setzen 


Nun  ist  aber 


0 


l  =  c'T-cT0  =  J/^T0, 
JP    ,        C2       ^      a 


also 


Wenn  wir  in  diese  Gleichung  statt  der  Schwingungsamplituden  die 
variablen  Ausschläge  f  und  x  einfuhren,  erhalten  wir 

T  «—  —  eingesetzt,  giebt 

l2     ^         1*  1*     C'2  l2 

oder  endlich 

"'-'-ff  w 

Es  ist  also  die  sogenannte  brechende  Kraft  gleich  dem  Verhältnis^ 
in  welchem  sich  eine  gegebene  lebendige  Kraft  auf  Korper  und  Aether- 
theilchen  vertheilt. 

Es  ist  nun  zu  untersuchen ,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  diese 
Gleichung  (6.)  übereinstimmt  mit  dem  gefundenen  Dispersionsgesetz 

»■-l-T^U 

—    1 


L2 

Zu  diesem  Zwecke  multipliciren  wir  die  Differentialgleichungen  (1'.) 
und  (2'.),  respective  mit  §  und  x  und  addiren  diese  Producte.   Dies  giebt 

^^^+mx^=    ^+a6^^+a€   d72+         (  ° 

Führt  man  nun  die  vorgeschriebenen  Differentiationen  der  Gleichungen 
(4.)  aus,  setzt  die  erhaltenen  Werthe  ein,  transponirt  die  Vorzeichen  und 
dividirt  durch  4/r2,  so  erhält  man 

a2 
Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  (5.)  und  bedenkt,  dass  ——sc1 

ist,  so  findet  man,  dass  zu  deren  Identificirung  nur  nöthig  ist,  dass 

^|2^-(k'l2-fc')^]-0ist. 
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Der  zweite  Factor,  —  0  gesetzt,  ist  aber  nach  Benutzung  von  (6.)  und 
der  Abkürzungen  durch  L  und  D  wiederum  das  Brechungsgesetz 

also  ist  die  zu  suchende  Bedingung  keine  andere  als  die  Dispersionsformel 
selbst,  die  hiernach  die  nothwendige  Ergänzung  zu  dem  Satze  von  der 
brechenden  Kraft  bildet. 

Dies  ist  das  Dispersionsgesetz,  nach  dem  §  309  4.  S.  334  die  Curve 
unter  3»,  construirt  ist 

Die  obigen  Formeln  lassen  sich  sofort  anwenden,  für  den  Fall,  dass  auch 
auf  die  Aethertheilchen  noch  eine  Verschiebungskraft  Äf ,  wo  Ä— a  t  ist,  wirke. 

Statt  (1'.)  erhalten  wir  dann 

Die  Integrale  (4.)  geben  dann  die  Bedingungsgleichung 

ml1"1 


iL 


..+(•-"•>»■ 


*'  —  k'la 
Aus  dieser  folgt  wie  oben 

m    «  —  rif 


1  „         !     .# 

n- ,  wenn  F  ■■ ■  - — ?  ist. 
r  An 


n«  — 1  — -  . 


e'— k'l1' 


13.    Formeln  für  mehrere  Absorptionstreifen. 

Nach  den  Rechnungen  Kettelers  (§  309)  giebt  es  kein  Mittel,  welches 
der  im  Obigen  entwickelten  einfachen  Dispersionsformel  in  Strenge  für 
den  ganzen  Umfang  der  Strahlung  genügt  Derselbe  Gelehrte  erweitert 
daher  die  Gleichungen  für  Mittel  mit  mehreren  Absorptionsstreifen,  indem 
er  die  schwingende  Körpermasse  solcher  Mittel  in  so  viele  optisch- 
chemische Elemente  zerlegt,  als  Absorptionsstreifen  vorkommen. 

Wäre  deren  Zahl  n,  so  erhielte  man  n  Differentialgleichungen  für  die 
Schwingungen  der  n  verschiedenen  Körperqualitäten  von  den  Massen  m 
und  daneben  für  die  Schwingungen  des  Aethers  eine  um  n  Zusatzglieder 
vermehrte  Deformationsgleichung  des  Weltäthers.  Wir  setzen  im  Folgen- 
den diese  Zusatzglieder  negativ. 

Die  Gleichungen  sind  demnach 

m,-^raa=at€l    *  t  -t-a^x,, 

3*xt ,  d*xa  , 

m,  gp        a, «,   q  t  •+-  a4  k4  x^  , 
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Die  Integration  derselben  giebt  den  obigen  analoge  Gleichungen. 
Wird  dann  aus  den  erhaltenen  Bedingungsgleichungen  a  eliminirt,  so 
erhält  man 

n=n 

c"  u + 2m»  k"»i»— 10 = °* und  daraus 

^mn   Vn  la  —  ew 

y« e± 

mn*'n    ,    ^Ulii      k„'        e'n 


pk^       ^J  j*   "kji11_1 

©  n 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung  für  l«oo,  n  =  n^,  so  ist 

^mwrn 

n«>— 1~~77k^~, 

A1  K  n 

und  i?~— 7"— ^ST'  p"  —  L* 

K  n         6  ji  ran       k  n 

Statt  der  obigen  Formel  erhalten  wir  dann 


n'-n^ 


2D' 
11—1 


L2 

Die  Untersuchung  der  Gleichung  des  Princips  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  liefert  zunächst  wieder  analog  der  Gleichung  (6.) 


vmx2 


Der  obigen  Gleichung  (7.)  entspricht 

Es  würden  also  die  zu  erfüllenden  Bedingungsgleichungen  aus  folgen- 
den einzelnen  Gleichungen  bestehen,  wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  das 
behandelte  Mittel  ganz  willkürlich  aus  mehreren  einfachen  Bestandteilen, 
von  denen  jedes  sich  durch  e,  t',  !,  k,  die  von  einander  unabhängig  sind, 
charakterisirt, 

«.  —  **2  +  («,'  — k2Tll*)  ^  =  0  etc. 

b 

Die  Discussion  der  erhaltenen  Formeln  ist  vereinfacht  durch  die  Be- 
trachtungen in  §  309  4.  (Fig.  58).  Man  erhält  nämlich  n  Particularcurren 
nach  dem  dort  gegebenen  Constructionsverfahren,  jede  mit  ihrem  Mittel- 
punkte, ihrem  imaginären  Streifen  und  der  gemeinschaftlich  horizontalen 
Asymptote  n^.  DieOrdinaten  der  resultirenden  Curve  würden  dann  erhalten, 
wenn  die  der  sämmtlichen  Particularcurven  addirt  werden.    Um  den  Aus- 
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druck  mit  der  Erfahrung  zu  vergleichen,  haben  wir  nur  zu  bedenken,  dass 
im  Allgemeinen  die  Mittelpunkte  dieser  Particularcurven  weit  entfernt 
liegen  von  den  einer  genaueren  Messung  zugänglichen  Theilen  des  Spectrums, 
also  entweder  im  ultravioletten  oder  ultrarothen  Theile,  so  dass  also,  wenn 
in  der  Figur  75  die  punktirten  Linien  solche  Particularcurven  bedeuten, 
nur  eine  geringe  Dispersion  vorhan- 
den wäre,  es  gäbe  nur  eine  schwache 
Erhebung  auf  der  rechten  und  eine 
schwache  Senkung  auf  der  linken 
Seite  der  Verticalen  durch  die  Mitte 
der  Particularcurven  und  hätte  man 
dann  bei  4  eine  in  der  Nähe  des  sicht- 
baren Spectrums  auftretende  Ab- 
sorption, so  würde  diese  Curve  den 
Haupteinfluss  haben  und  man  hätte 

dann  also  die  Dispersionscurve,  wie  sie  dem  Schwefelkohlenstoff  nach 
§  309  (Figur  58)  entspricht. 


^ 


•\ 


\t 


14*  '  Betrachtung   des   imaginär   gewordenen   Theiles   der 

Dispersionscurve. 

Nach  der  oben  entwickelten  Gleichung  für  n,  ergiebt  sich  dass  das- 
selbe innerhalb  des  Absorptionsstreifens  complex  wird,  z.  B.  S.  334  Fig.  58 
zwischen  den  Grenzen  A'0  und  l"0.  Es  hat  dann  n  die  Form  a  -f-  bi,  mithin 
ist  daselbst 

n2  —  1  =  (a2  +  bi)2  —  1  — i  a2  —  b2  -f-  2 abi  —  1. 

Nach  Formel  (8.)  müssen  dann  auch  die  x  und  £  complex  sein,  so  dass 
also  gilt,  wenn  wir  setzen  x  =  x,  +  x2i,  §  =  ft  -f-  §, i, 

ra  i   hh»       1    -2m(xl  +  xai)2_M(Xl  +  X2i)2 
l«-hDi)        1-    ^(gi  +  &0.    ->(£1  +  £i)«  ' 

_M    (Xt-f-*,i)'(g,-&i)2 

~>'  (ff-©1 

Diese  Gleichung  giebt  durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären 

a*_h*_i     m  (x?  -  ad  (|?  -  §d + ax,  xgt  &, 

p  (!?  —  ©' 

M   X,X,(g  — ©  — £,&(X?  — J® 


?-© 


2 


2ab  =  3 

oder  nach  einfacher  Umformung 

a*_h»_i_M    (*,  I,  +  X%  f ,)»  -  (3Tt  gt  -  Xt  &)' 

ah=»L  (x,g,+*;£J(x.fc-A,&) 

Wie  wir  nun  im  Anhang  zu  §§  376,  377  und  §  383  3.  das  Imaginäre 
der  Ausschläge  bei  den  Aetherschwingungen  entfernen  durch  eine  Phasen- 
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Verschiebung,  so  wollen  wir  auch  hier  verfahren  und  also,  wenn  der  wirk- 
liche Ausschlag  in  dem  imaginären  Streifen  mit  £0  bezeichnet  wird,  setzen 

li  =  £ocosz/,  £,—  §0sinz/. 
Mit  demselben  Rechte  können  wir  den  Schwingungen  der  ponderablen 
Theilchen  eine  gewisse  Phasenverschiebung  zulegen  und  darnach  setzen, 
wenn  X0  deren  wirklichen  Ausschlag  bedeutet, 

Xx  =  Xo  cos  D ,    X2  =  Xq  sin  D. 
Damit  ist  durch  Einführung  dieser  Werthe,  wenn  D  —  Jmm&  ge- 
setzt wird, 

a»  — b2  —  l  =  ±^s.  cos2#, 

2ab— ^^-sin  2#, 

.  c  o  2ab 

also  tg2^=aa_  b,_        und 


2mx? 


fi-  =  |/(a2— b2— l)2+4aab*. 


Der  Verlauf  der  Curve  zwischen  den  Punkten  für  A"  und  A'0  ist  gegeben 
durch  das  r2  der  folgenden  Nummer  unter  (VI.),  also  ist  dieser  Theil  abhängig 
vom  Einfallswinkel. 

15.    Allgemeines  Dispersionsgesetz. 

Im  Folgenden  soll  ein  allgemeines  Gesetz  gefunden  werden,  welches 
für  absorbirende  und  durchsichtige  Mittel  giltig  bleibt. 

Wir  beziehen  die  Untersuchung  auf  ein  Coordinatensystem ,  dessen 
xy  Ebene  mit  der  Einfallsebene  und  yz  Ebene  mit  der  Grenzebene  zusam- 
menfällt. Wenn  ferner  C  und  ui  die  Amplituden ,  r  und  q  die  Ausschläge 
der  Körper  und  Aethermoleküle  bedeuten ,  so  zerfällt  die  Gleichung  (9.)  in 
die  folgenden  beiden  Differentialgleichungen 

.    ^[.(&+J£)+.,]-c[4£+J$+4,w 

Deren  Integrale  setzen  wir 

wo  ß  den  zum  Einfallswinkel,  a  gehörigen  Brechungswinkel  bedeutet  und 
das  &,  der  Phasenunterschied  der  Schwingungen  von  Aether-  und  Körper- 
theilchen  der  vorigen  Nummer,  beibehalten  ist. 

Bedenken  wir,  dass  n  —  - — s  =  —  =  —  ist  und  nehmen  wir 

sin£        c'         V 
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unserer  Aufgabe  entsprechend  den  Brechungsexponenten  ganz  allgemein 
complex,  also  n  — «  a  -f-  bi,  so  ist  n  cos  £  —  yn*  —  sin1**,  also  auch 
complex.  Wenn  wir  demnach  für  cos  ß  setzen  p  +  q*i  so  können  wir 
nach  Einführung  des  l  statt  V ,  wenn  nur  die  reellen  Theile  der  trigono- 
metrischen Ausdrücke  beibehalten  werden,  statt  (III.)  schreiben 

^  "T**1       A     /px  +  ysina        t         J\ 
qm^Ai  A        cos2flr(i- — '-f -t7—  ©), 

v       *  f         (im 

Llt 

r.    "T***       *     /px-f-ysina        t        ~      ftÄ\ 
r=  C  e  A        cos2rc(J- — ^ -=7—  ©—2*1. 

a)  Wir  führen  nun  zunächst  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (I.)  ein,  in- 
dem wir  noch  zur  Abkürzung 

ft     /px  +  ysincr        t  \ 

27t  I  - — -j- T,  —  ©  j  —  q>  setzen. 

Dies  giebt  nach  Division  mit  gemeinschaftlichen  Factoren  und  mit  Be- 
rücksichtigung von  ju 

a1  —  ncn  —  fijz 

Z  ltA*cosq>  +  2 mCJ cos (q>  —  2$)  —  /* uf  [(p1  —  q*  +  sin* a) cosqp 

+  2  p  q  sin  gr]. 
Da  diese  Gleichung  für  jedes  t  und  damit  auch  für  jedes  q>  gelten  muss, 
so  zerfallt  sie  durch  Gleichsetzung  der  Coefflcienten  von  cos  q>  und  sin  q>  in 

,        ,  ,    .  ,         «        2mC1cos2S 
P  —  q  +  sin*  er  —  1  — -= , 

^  (IV) 

^mCssin2*  K     } 

2pq jz*  — 

Nun  ist  aber 

P*  —  <!*+  2  p  q  i  —» (a  -f-  b  i)2  —  sin1  a, 

=  a!  —  b*  —  sin*a  +  2abi. 
Durch  Trennung  des  Imaginären  und  Reellen  folgt  daraus 

a2 —  b2  —  p*  —  q*  +  sin,a  ,  pq  — ab.  (V.) 

Bezeichnen  wir  das  wirkliche,  durch  die  Absorption  erst  veränderte 
Brechungsvermögen  mit  y,  so  ist 

pssycos/?  ,  sin  er  — v  sin/?,  mithin 
v2  — p*  +  sin2cr. 
Berechnet  man  dann  aus  (V.)  durch  Elimination  von  q  den  Werth  p1, 
so  erhält  man 

p«  =  i  [a*  —  b2  —  sin»a  +  j/(a2  —  b2  —  sin1  af  +  4  a2  b?] , 
also  (VI.) 

„*  — *[*  —  b2  +  sin2cr  4-j/(aa  —  b2  —  sin2  a)2  +  4aab9]. 

Setzen  wir  a = 0,  so  folgt  p  =  a  =  y,  es  ist  mithin  a  das  physikalische 

Brechungsverhältniss  bei  senkrechter  Incidenz.   Da  nun  pq  =  ab  ist,  so 

ist  bei  senkrechter  Incidenz,  für  die  p  —  a  ist,  q  =  b,  es  ist  mithin  b  der 

Absorptionscoefficient  bei  dieser  Incidenz. 
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Aus  (V.)  ergiebt  sich  noch 

ab  ab 


q— — 


P       )V  —  sin8  a 
ab 

rcos/?  " 
x 

Bezeichnet  dann  d  = r  die  Dicke  der  durchlaufenen  absorbirenden 

cos/? 

Schicht,  so  kann  der  Absorptionsfactor  von  (III'.)  auch  gesetzt  werden 

27t    »  ab 

e   *  '      v  . 
b)  Die  Einführung  der  Werthe  (IIF.)  in  die  Gleichung  (H.)  liefert  dann, 
wenn  die  Coefficienten  von  cos  cp  und  sin  q>  einzeln  einander  gleichgesetzt 
und  die  Grössen  a  und  b  eingeführt  werden, 

-^[«(a2— b2)— Fi1]  —  C2|>'(a2  — b2)  —  k'A2]cos2#  —  2efabsin2^ 

2^2€ab  =  C2[t'(a2— b2)  — kTJsin2*  +  2e,abcos2*! 
Daraus  findet  man 
^/acos2^=[c(a2— b2)— rr][^(a2— b2)— k^2]  +  46gfa2b2 
C2  [>'(a2— b2)— k'A2]2  +  4e'2a2b2  ' 

^/2sin2# Ubl*tfV—eV)  (     ° 

C2       —  |>'(a2  —  b2)— k'A2]2+46'2a2b2' 
Werden  nun  hier  die  Abkürzungen  aus  13.  eingeführt,  also 

i^  —  L*    J-_-i_iyü 
k'— ^  '  k'       e  m' 

so  erhält  man  nach  einigen  einfachen  Transformationen  das  allgemeine 

Gesetz  der  Dispersionscurve 

/ 


a2  — b2  — 1=2 


m   6 
7  "5 


^a2-b2-^2  +  4a2b2y 


2abD'^r 


(vin.) 


2ab  — 2 


fa*  —  b2—  ilV  +  4a»b» 


Setzen  wir,  was  zur  Controle  der  Formeln  dient,  den  Brechungs- 
exponenten reell,  also  b  =  q  =  #  =  0,  h  =  v  =  a,  p*  »*n2  —  sin2a, 
so  geben  die  Gleichungen  (IV.)  und  (VII.)  die  Formeln  von  1.3. 

16.    Anwendung  auf  Körper  mit  nur  einer  complexen  Zone. 

Wenn  nur  eine  complexe  Zone  vorhanden  ist,  so  muss  in  den  Formeln 
überall  das  Summenzeichen  entfernt  werden.  Dann  lassen  sich  die  Grössen 
a  und  b  explicite  geben.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  folgenden  Bezeich- 
nungen ein :  für  X  =  0  sei  n0  und  für  X  —  x>  n^  der  Brechungsexponent. 
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Es  ist  demnach 

14       m«        lt        s       mf 
nj— 1  — T  und  n^  — 1— — -r>. 

Sei  ferner  IV  —  n^  —  n£  —  DnJ,  und  lm  — nÄ L,  so  erhält  man 

.«_b»_l«.|  („»  +  £)-! 


2.b-nij/D^7Dr^r 


(DL) 


Es  ist  demnach  gani  allgemein 
n*  — 1  — a*  — b*4-2abi  — 1 


-*(n;+^)-i±i//i(D-+Fy-n«F- 

Dies  giebt,  wenn  nach  dem  Obigen  gesetzt  wird 

nj  —  n^(l  —  D),  

Diese  Gleichung  stimmt  überein  mit  der  Ton  §  309,  S.  334,  wenn  die 
entsprechenden  Bezeichnungen  eingeführt  werden.  An  der  citirten  Stelle 
ist  auch  angegeben,  welches  Vorzeichen  genommen  werden  muss. 

Innerhalb  der  complexen  Zone  haben  wir  als  Verbindung  der  beiden 
Grenzpunkte  die  Cum  zu  vervollständigen  durch  die  Gleichung  für  v*  unter 
(VI.),  so  dass  also  dieser  Theil  vom  Einfallswinkel  a  abhängig  ist.  Es  er- 
gänzen sich  demnach  für  ein  einfaches  Mittel  die  beiden  vereinigten  Curven 
zum  vollen  Umfang  der  Aetherstrahlung  und  diese  Curven  zur  vollen  Dis- 
persionscurve,  die  also  besieht  aus  zwei  vom  Einfallswinkel  unabhängigen 
getrennten  Zweigen,  welche  durch  ein  davon  abhängiges  bewegliches  Curven- 
stück  mit  einander  verbunden  sind. 

Die  zugehörigen  Phasenverschiebungen  ergeben  sich  durch  Division 
der  Gleichungen  (IV.)  Man  erhält  demnach 

taffo  * ?pq 2ab 

lag^ir      p»_qt  +  gin,a_1       a2_b2_^ 

oder,  wenn  die  Werthe  aus  (IX.)  eingesetzt  werden, 

■■)/4D-(1  +  D-0 

tg  £9  — -i j»  \  • 

J  (»i  -  1)  -  n«,  (l+V-jr) 

Klein,  Theorie  der Elasticlt&t  etc.  26 
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Da  die  Grössen  a  und  b  stets  positiv  zu  nehmen  sind,  so  ist  auch  #, 
das  ist  D  —  4  positiv,  d.  h.  die  Körpertheilchen  eilen  den  Aethertheilchen 
in  ihren  Schwingungen  stets  voraus. 


Chemische  Wirkung  des  Lichtes.    (§  332.) 

Durch  chemische  Wirkung  wird  Licht  verbraucht. 

Nach  §  326  ist  das  durchgegangene  Licht 

I=Mxn. 
Setzt  man  I  =  0, 1  M  und  bezeichnet  die  dazu  gehörige  Dicke  der 

Schicht  — ,  so  ist 
a 

0,lM  =  Mx1:«,  alsox  1:Ä  —  10"1  oder  x  =  10-a. 

Wir  erhalten  damit 

I  —  M10-."n 
Die  Grösse  a  nennt  Bunsen  den  Extinctionscoefücienten  des  betreffen- 
den Mittels. 

1 

Für  trockenes  Chlorgas  ist  a  =  0,00577,  oder  —  =  173,3. 

er 

Wenn  nun  für  Luft  bei  den  zur  Untersuchung  genommenen  Schichten 
a  o=  0  ist,  so  müsste  für  ein  Gemisch  von  Luft  und  dem  trockenen  Chlor- 
gas bei  derselben  Schichtdicke  der  Werth  von  a  die  Hälfte  des  obigen 

Werthes,  also  a  =  OJg  ß  sein. 

o4o,o 

Da  aber  hier  eine  chemische  Verbindung  stattfindet,  so  ist  der  Ex- 
tinetionscoefficient  ein  anderer.  In  der  Entfernung  z  von  der  Eintrittsstelle 
wird  sein,  wenn  mit  er,  der  betreffende  Coefficient  bezeichnet  wird, 
IteMIO"*1  «  =  Me  -»«i  %  wenn  m  =  log.  nat.  10  ist. 
In  der  unendlich  dünnen  Schicht  dz  wird  die  Intensität  dieselbe  sein 
und  da  die  chemische  Wirkung  der  Intensität  des  Lichtes  proportional  ge- 
setzt wird,  so  ist,  wenn  diese  mit  Aw  bezeichnet  wird, 

deo  —  N.  I.  dz  —  N.  M.  e~ mai *  dz. 
Mithin  ist  die  Gesammtwirkung  in  der  Schicht  ht 


W 


•- N.  M.  fe~  m«i  *  dz  =  N.  M.  — ?—  (1  —  e- ma»  h>  | . 

Mit  Hülfe  dreier  Beobachtungen  kann  hieraus  N,M,at  bestimmt  werden. 
Man  fand  dann  er,  — « ^^ » ak°»  w*e  zu  erwarten  war,  einen  grösseren  Werth 
als  derjenige  ist,  welcher  der  optischen  Absorption  allein  entspricht. 
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Sie  optbchen  Kitten.    (9  358.) 
1.    Petzval'sches  aplanatisches  Objectiv.*) 

In  §  304  ist  angenommen,  dass  das  Licht  ausstrahlende  Object  sich 
befinde  in  einer  Ebene,  die  entweder  senkrecht  oder  schief  steht  zur  Haupt- 
axe  des  Linsensystems  und  dann  ergab  sich,  dass  bei  kleinem  q>%  das  er- 
zeugte Bild  sich  auch  in  einer  Ebene  senkrecht  oder  schief  zur  Hauptaxe 
befindet.  Diese  Annahme  ist  aber  nicht  mehr  gerechtfertigt  für  die  Linsen, 
welche  beim  Photographiren  verwendet  werden;  denn  einmal  sind  die  ver- 
wendeten Objecte  im  allgemeinen  gekrümmt,  während  die  gebrochenen 
Strahlen  auf  einer  ebenen  Platte  aufgefangen  werden,  dann  ist  q>  nicht  mehr 
so  klein,  dass  cos  qp  —  1  gesetzt  werden  darf;  wir  nehmen  daher  immer 
noch  näherungsweise 

co9*  =  l-2sin'f-l-2(f),-l-!\ 

Für  diese  Annahme  hat  Zinken**)  die  allgemeine  Bedingungsgleichmg 
aufgestellt,  denen  die  Linsen  unterworfen  sein  müssen,  damit,  wenn  die 
Objectpunkte  auf  einer  Rotationsfläche  liegen,  die  Bildfläche  eine  von  .der 
Objectfläche  verschiedene  gegebene  Krümmung  hat.  Wichtig  ist  es,  die 
Untersuchung  zu  machen  für  die  Strahlen,  welche  durch  das  Centrum  der 
brechenden  Fläche  gehen,  also  für  die  den  betreffenden  Objectpunkten 
zugehörigen  Nebenaxen. 

Das  Object  möge  sich  befinden  auf 
einer  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  Flg* 76' 

q,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Axe  liege. 
Die  Bildfläche  betrachten  wir  auch  als 
Kugelfläche,  mit  dem  Halbmesser  q1, 
deren  Mittelpunkt  ebenfalls  in  der 
Axe  liegt. 

An  Figur  76  seien  a,  a'  und  a,  a'  conjugirte  Punkte.  Es  ist  demnach, 
da  der  geometrische  Mittelpunkt  der  brechenden  Fläche  ein  mit  c  con- 
jugirter  Punkt  ist  und  dem  §  303, 1.  entsprechend  genommen  ist  H1  =  cFl1 

"•-cF'-       Ä+^-i,         ,..) 

ca'    '    ca  v 

^  +  ^-1.  (b.) 

ca'        ca 

Da  cp  — ccrcosqps-ecoMl £-], 

cq  =  ca'cosqr>=cW  1  — -£-]  ist, 


*)  Petzval,   Bericht  über  die  Ergebnisse  einiger  dioptrisch.  Untersuchungen. 
Pest  1843;  Bericht  über  optische  Untersuchungen.    Wien  185t. 

**)  Zinken ,  über  die  Berechnung  der  Bildkrümmung  bei  optischen  Apparaten. 
Pogg.  Ann.  122. 
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so  erhalten  wir  ans  (b.)  durch  Einsetzung  der  hierans  folgenden  Werthe  von 
ca  and  ca7 

cq  +  cp        \l        2J      ' 
oder  näherungsweise 

cq        cp  2 


Nun  ist  nach  Eigenschaften  des  Kreises 


«* 
V 


ap(2^  — pa)  — apf  — cp*tg*9>— cp1 — ZL_, 

oder  näherungsweise 

-cPv(l+^)-cpV- 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  für  a  p  giebt,  wenn  der  absolute  Werth 
von  q  genommen  wird, 

d.  i.  näherungsweise 

.p-f-f(i-*.^fP)-*:-SjV. 

Damit  findet  man 

1  ^        1        =  1  =  1 

ac       cp  +  pa  ,  .    cp*     f  /        .cp    .V 

r^r        cp  +  1.    £   qp*      cpll+l-^y1! 


a 


also  nahezu 


ic       cp  \  0      /       CP       2^ 


a 
Ebenso  berechnet  man 

_1_=J jg^ 

ca'       cq      2p'" 

Werden  die  sich  hieraus  ergebenden  Werthe  von  —  und  —  in  (c.) 

0  cq         cp 

eingesetzt,  so  folgt 

ca'^ca^  2  \q  ^  tf  )      l-h2' 
Dies  von  (a.)  abgezogen  giebt 

Nun  ist  aber,  wenn  rt  den  Halbmesser  der  brechenden  Fläche  bedeutet, 

H.-F.-r,  — Ft 

H,  — F,  +  r,  — F, 

nach  Fig.  76  und  §  304, 4.  Dadurch  geht  (d.)  Ober  in 

F        F 
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nod  dann  wird,  wenn  die  Wertbe  Ton  F  aus  §  303  eingesetzt  werden, 

9  +  9'  r,  W 

Gehen  wir  weiter  und  schlieasen  das  xweile  Mittel  wieder  durch  eine 
kugelförmig  gekrümmte  Fläche,  nennen  qx  den  Krümmungshalbmesser 
des  nun  erzeugten  Bildes  und  setzen  das  dritte  Mittel  gleich  dem  ersten,  so 
müssen  wir  statt  der  Grössen  n,,  n„  q,  q',  r,  setzeu  nf,  nlt  — q',  £t,  — rs 
und  erhalten  dann  dem  (e.)  entsprechend 

-•V+-^-n-^^.  (f.) 

9         Qx         —  ** 
Die  Addition  der  Gleichungen  (e.)  und  (f.)  giebt 


1    .    l„",-n,fl    ,    1\ 
9       9t  "t      \ri       r*/ 


Bei  Vernachlässigung  der  Dicke  der  Linse  ist  dies  nach  304, 4. 

!  +  !_-! 

Setzen  wir  dieses  Verfahren  fort,  so  ist,  nach  leicht  verständlicher  Be- 
zeichnung für  analoge  auf  einander  folgende  Linsen  und  Berücksichtigung 
der  Lage  der  Krümmung  gegen  die  Linsen 

9  *  9t        f,  ' 
Qx       Q*        f* 


0ii  —  1         t?n  ?n 

Durch  deren  Addition  ergiebt  sich  endlich 

i+i— ai. 

Q  Qn  fo 

Soll  nun  das  Bild  eines  Objectes  durch  die  Linsen  keine  Krümmung 
erleiden,  so  muss  —  q  —  ga  sein,  es  müssen  also  die  Linsen  der  Bedingung 

2  -p—  —  0  genügen.  Da  nun  die  reciproke  Summe  verschwinden  soll ,  so 

dürfen  nicht  alle  f  dasselbe  Vorzeichen  haben,  es  müssen  also  unter  den 
vorhandenen  Linsen  Sammel-  und  Zerstreuungslinsen  enthalten  sein. 

2.    Bildflächen  beliebig  grosser  Objectflächen. 

Wir  betrachten  hier  die  optische  Axe  variabel  und  nehmen  hierzu  die 
jedesmalige  Centrale  Pc  (Fig.  77,  S.  406)  des  betreffenden  Objectpunktes 
P  und  untersuchen  dann  den  Weg  derjenigen  Strahlen ,  welche  nur  wenig 
von  dieser  Centralen  abweichen  und  bestimmen  den  geometrischen  Ort  der 
Bildpunkte  von  den  einzelnen  Objectpunkten.  Die  ganze  Untersuchung 
kann  auch  hier  in  der  Ebene  vorgenommen  werden. 
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Seien  zunächst  noch  sämmtliche  Objectpunkte  gelegen  in  einer  Ebene 
aP  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe.  a  und  a'  sind  conjugirte  Punkte  in  der 
Hauptaxe  und  ebenso  P  und  P'  in  ihrer  Hauptaxe  PP'.  #  bezeichne  den 
Winkel  der  Nebenaxe  mit  der  Hauptaxe,  a  den  Winkel  cPa,  der  also  für 
unsere  Annahme  der  senkrechten  Objectebene  90  —  &  ist,  0/  den  Winkel, 
welchen  das  Flachenelement  des  Bildes  P'  mit  der  Nebenaxe  bildet  Die 
Beziehung  zwischen  a  und  a'  ist  gefunden  §  404,  1.  nämlich 

-^pMga  =  tga'. 


Fig.  77. 


Wenn  wir  cF  mit  q  und  ea'  mit  a'  bezeichnen,  so  ist  nach  §  303 


ca 


a'  +  F, 


cP 


9  +  K 


ca 


Da  ferner  — =  — « sin  er  -«=  cos  9  ist ,  so  wird 


cP 

a'   e  +  Ft 


COS 


#  oder  q  j  a'  +  F*  cos*  —  1 1  —  Pt. 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel 

Führen  wir  statt  der  Polarcoordinaten  rechtwinklige  ein,  indem  wir 
a  a'  als  Abscissenaxe  (x)  und  a'  zum  Anfangspunkt  nehmen.  Es  ist  dann 
x  =  q  cos  & — a\  y  —  q  sin  #,  also  die  Gleichung  der  Hyperbel  nach  vor- 
genommener Ordnung 

Es  ist  nun  diese  Betrachtung  zu  verallgemeinern : 
1)  aP  ist  ein  Kegelschnitt,  dann  ist 

cP(mcos# —  l)  =  n 
und  da  auch  ist 

so  ist  die  Gleichung  der  Bildflache  bestimmt  durch 

/  F,m  .         \         nF, 

also  wiederum  ein  Kegelschnitt. 
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2)  Ist  aP  irgend  ein«  krumme  Linie,  deren  Gleichung  aP  —  f  (&)  igt, 
so  erhalt  man 

/fW-FA  „ 


Di«  Interferenz  de«  licht««.     (§  368.) 
Intensität  des  Lichtes  in  verschiedenen  Punkten. 
Bezeichnen  wir  mit  ta  den  spitzen  Winkel,  welchen  die  beiden  Spiegel 
mit  einander  bilden,  und  mit  f  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  S 

(Fig.  78)  von  der  Spiegelkante  C,  also  auch  mit  f 

die  Linien  Ci  und  Cr",  welche  gleich  SC  sein  *'  '*' 

müssen. 

Die  in  einem  Punkte  b  des  Schirmes,  der 

um  ß'  von  a  entfernt  ist,  zusammentreffenden 

Schwingung**  Bind  dann  durch  die  folgenden 

Ausdrücke  gegeben: 

...                 a    .   .     /t        ib  —  AN 
Von  i  aus  s  —  —  sin 2«  I  -= j — I, 

„       ,       a    .  .     /t       i'b  — AN 

wobei  angenommen  ist,  dass  die  Entfernungen 
ib  und  i'b  bei  Beurtheilung  der  Intensität,  die 
eine  Folge  des  zurückgelegten  Weges  ist,  nur 
wenig  von  einander  verschieden  sind.  Die  Am- 
plituden müssen  dann  nach  §  284  sein  a :  z,  wo  z  den  Weg  bezeichnet. 
Die  Gesammtscbwingung  in  b  ist  dann 

a    ■   .     fl        >b — AN    ,     a    .   _     / 1        i'b  —  A\ 

S_s  +  s'-Tsm2.(T r-j  +  _B1n2«(T j—j, 

2a         */•!.       uv-i   ■   n    /t        ib-f-i'b  ,    AN 
-TC0BT(ib-Fb)8m2^T 2T-+TJ' 

Hitbin  ist  die  gesuchte  Intensität  I  gegeben  durch 

I  —  — r  cos"  y  (ib  —  i'b), 

die  nach  der  Entwickeluag  im  Lehrbuch  ist 

=;  —--  COS*  -i — f- . 
v  1     y 

Fuhrt  man  endlich  statt  x  die  Grossen  f  und  tu  ein ,  so  ergiebt  sich, 
da  x  =  2f sinru  ist, 

.       4  a*      .  re  2  f  sin  w  „, 

I  ™=  — j-  cos"  -i S. 

z*  1        y      r 
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Das  Min.  und  Max.  von  I  findet  man  dann,  wenn 
r        —  f  sin  cj  4 


Min.  I  =  0. 


/J'-± 


fsinw        4 


Max.  I 


4aJ 


Die  Breite  eines  Streifens,  d.  h.  die  Entfernung  zweier  heller  oder 
zweier  dunkler  Streifen,  ist  desshalb  die  Differenz  zweier  solcher  aufeinander 
folgender  berechneter  ßf,  also 

y      ..      .  „   1  v     Ä      1 


,  .       (2n  +  2)T  —  rX-2nT  — 
f  sin  co  4       fsinoi        4 

(2n  +  3)-j-  —  f-l—Vn  +  l)^*-      y 
4       fsinco  4 


1 


ll 

x 


f sin co  4       f sin eo  4        fsinoi  2 

Zugleich  folgt  aus  obiger  Formel  die  Art  der  Abnahme  und  Zunahme 
der  Intensität,  die  sich  demnach  periodisch  von  einem  Streifen  zum  anderen 
wiederholt.  Da  ausserdem  z  immer  grösser  wird,  je  weiter  wir  uns  von  a 
entfernen ,  so  muss  die  Intensität  von  a  aus  zu  beiden  Seiten  abnehmen. 


s 


r  sin 


Die  Farben  dünner  Blattchen.    (§  369.) 

1.    Farbenringe  im  reflectirten  Licht. 
Wir  gehen  aus  von  der  Formel  (31)  §  225: 

wo  x  bezeichnet  die  Entfernung  des  Punktes  B  (Fig.  79)  von  der  Licht- 
quelle. Der  Strahl,  dessen  Schwingung  durch  die  eben  aufgestellte  Formel 

Fig.  79.  dargestellt  ist,  treffe  in  B   das  neue 

Mittel  und  werde  daselbst  reflectirt.  Die 
damit  verbundene  Schwächungdes  Strah- 
les drücken  wir  dadurch  aus,  dass  wir 
die  Amplitude  r  mit  einem  ächtenBruch?, 
(?  <  m  Reflexionsschwächungscoefficien- 
ten,  multipliciren.  Setzen  wir  das  Mate- 
rial der  Schicht,  an  dessen  Grenze  unser 
Strahl  reflectirt  wird,  optisch  dünner 
als  das  andere,  so  wird  nach  §  231.  die 
Phase  des  Strahles  nicht  geändert,  es  muss 
demnach  die  Schwingung  in  0,  wenn  0  B  —  x'  ist  dargestellt  werden  durch 

er  sin    2^  ( "j j — )   • 

Ein  dem  ersten  benachbarter  Strahl  A'B'  trifft  die  dünne  Schicht  in 
einer  Entfernung  vom  leuchtenden  Punkte  x  —  BE,  für  denselben  gilt 


s1 


demnach 


s 


rsin    2/r  (j-^ 


x  — BE 

1 


)] 
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Dieser  Strahl  erleidet  iß  B'  eine  Brechung  und  dadurch  eine  Schwä- 
chung, deren  Coefftcient  ß  sei.  Dabei  findet  nicht  statt  eine  Veränderung 
der  Phase,  aber  eine  der  Wellenlänge  von  1  in  1'.  Es  ist  mithin  die  Schwin- 
gung in  C  ausgedrückt  durch 

.     .    |\      (t       x  — BE       B'C'Nl 
9l  — ^rsin|2/r^ j p— H  • 

In  C  wird  dieser  Strahl  reflectirt  und  erfährt  dabei  ausser  einer 
Schwächung  der  Amplitude,  deren  Schwächungscoefficient  q'  sei,  eine 
Phasenänderung  (§  376,  3.)*  Es  ist  mithin  die  Schwingung  des  in  G  reflec- 
tirten  Strahles 

,       a  ,     .    r       /t       x  — BE       B'C      .VI 
s{  —  ßtfr sin  \27c  [y j y-  —  i  J\ . 

Dieser  reflectirte  Strahl  durchläuft  dann  den  Weg  C'B,  welcher,  wenn 
die  das  Blättchen  begrenzenden  Ebenen  parallel,  oder  wenn  bei  dem  Newton'- 
sehen  Versuch  die  Strahlen  senkrecht  auffallen,  gleich  C'B'  ist.  Die  Schwin- 
gung in  B  ist  dann  gegeben  durch 

„       .  ,     .    |\     /t       x  — BE      2B'C      .yi 

8'/-,^^rsin^27r^ j p ijj. 

Dieser  Strahl  erleidet  endlich  in  B  abermals  eine  Brechung,  so  dass 
nun  in  0  die  Schwingung  dieses  Strahles  ist 

tf      au  i     •    L     fl       x  — BE      2B'C       \'       .NT 
»n  —  ßß'f***^*^ j p j-  —  ijj, 

**>  t     •    l~o     fi       x  +  x'  — BE      2B'CV| 
—  —  ßßfQrriMn^27t\^ -*— j {—  JJ. 

Nach  den  Gesetzen  der  Interferenz  ist  nun  die  in  0  stattfindende 
Schwingung  zur  Zeit  t 

S-si+s;:-Asin27r(|-itif-^), 

wo  zur  Beurtheilung  der  Intensität  des  interferirten  Lichtes  der  Coefft- 
cient A,  oder  die  Schwingungsamplitude  bestimmt  werden  muss.  Durch 
Einführung  der  gefundenen  Werthe  von  s1  und  s"  erhält  man,  wenn  die 
darin  enthaltenen  sin.  entwickelt  werden, 

aa,  ,         0     /BE       2B'C'\        A        0      D 
^r  —  ßßrQrrcos27t  ( — | — 1  —*  Arcos2?t  -r-, 

■af  ,     .  0     /BE       2B'C\        .     .    0      D 

ßßfQ'Y8\n27tl— j ,   -J  —  Ar  Sin  2 TT   y. 

Diese  Gleichungen  geben  dann  quadrirt  und  addirt 
V~Q*T*  +  ß*ß>>e*T*-2ßß'QQ'r*co*2n(^-^y 


r» 


(<>  -  ßß'Q')*  +  *ßß'ea'  si"1«  (^  -  x)l  • 


Die  nun  gefundene  Amplitude  ist  abhängig  von  B'C  und  BE,  also  von 
der  Dicke  der  Schicht  und  der  Neigung  des  einfallenden  Strahles.   Ist  die 
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sini 


Dicke  des  Blättchens  CD»i,  so  ist,  wenn  der  Einfallswinkel  Z-  A'B'L 
«p  L-  B'C'D  mit  i  und  der  Brechungswinkel  =  Z.  B'C'D  mit  r  bezeich- 
net wird, 

B'C  —  —  ,  BE  — BB'sini  ,  BB'  =  2^tgr 
cosr  ° 

und  nach  bekannten  Bezeichnungen 

c    .  1  . 

s  n  smr  —  -7  sin r  —-r.  sin r. 
cf  1 

Mit  Benutzung  dieser  Werthe  ist  die  Amplitude  des  interferirten  Strahles 

a?  -  r»  |  ie  -  ßp  Q7 + tßß'e  e'  ^2  « (^^j  J. 

Man  erkennt  nun,  da  in  Ar  eine  trigonometrische  Function  enthalten 

ist,  dass  diese  Amplitude  eine  periodische  Function  ist,  und  findet  leicht 

folgende  Grenzwerthe 

xm      a  •   o     /^cosr\  2n  — 1       1' 

Max.  Ar,  wenn  sin  2tt  {  — =7 —    — *  +  1  oder  ^/«-« .  — , 

\     r     /       ~~  cosr         4 

%m-     a  •  «>     /^cosr\  2n        1'  . 

Min.  Ar,      „     m2*r  (  — p—  J  —  0        „     z/= —  .  j  ist, 

wo  n  jede  behebige  ganze  Zahl  bedeutet. 


Für  senkrecht  einfallendes  Licht  ist  i  =  r  =  90°,  also 

J      2n  — 1     ,       .      ,Ä         _  1' 


Max.  Ar,  wenn  -=7  =—       A 

1  4 

J       2n 
"     1'  =  4  ' 


Min.  Ar  9 


,  also^/  =  (2n  — 1)—, 

4 

1' 
„   ^=2n.  -—  ist. 

4 


Die  Berechnung  von  Min.  und  Max.  Ar  findet  sich  in  der  nächsten 
Nummer  zusammengestellt  mit  den  dort  zu  untersuchenden  Grenzwerthen. 


Fig.  79. 


,n 


2.     Farbenringe  im  durchgelassenen  Lichte. 

Für  den  Theil  des  Lichtstrahles  A  B  (Fig.  79),  der  nach  zweimal  statt- 
findender Brechung  durch  die 
Schicht  hindurchgeht,  ist  nach 
den  in  1.  festgesetzten  Bezeich- 
nungen 

o'  —  ßß'r  x 

.   0    (t        x  +  x'      BC\ 
sin27r(  y j pH» 

wo  nun'  x  die  Entfernung  C  F 
bezeichnet. 

Von  dem  Strahl  A'B'  bleibt 
nach  zweimaliger  Reflexion  im 
Punkt  F 

B'C      .       C'B  +  BC 


ß  e'V'r  sin  2  7i  (  y :E—i 


r 


r 


!)• 
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Durch  Interferenz  ist  in  F 

S  —  &  +  o". 

Die  Amplitude  dieser  interferirten  Schwingung  ist  dann  nach  den  obigen 
analogen  Rechnungen,  wenn,  wie  in  1.,  die  Wege  der  Strahlen  innerhalb 
des  Blättchens  gleich  gesetzt  werden  dürfen, 

Aä  -  r»  {  iß?  +  QnßP?  -iß1?*  an  sin*  2  n  ^~±  1 . 

Daraus  folgt 

Max.  A<j,  wenn  sin  — r, —  —  0      oder  J*-* , 

lf  cosr  4 

Mm.  Ad,     „     sm  — p—  —  ±  1     „    ^/—  — — —  -7- ist. 

r  cos  r     4 

Man  sieht  also,  dass  im  durchgelassenen  Lichte  da  die  dunklen  (hellen) 
Stellen  auftreten,  wo  im  reflectirten  die  hellen  (dunklen)  sind. 

Die  Formeln  lehren  auch,  dass  die  Erscheinung  im  durchgelassenen 
Lichte  weniger  brillant  ist  als  im  reflectirten.  Es  folgt  nämlich  aus  §  376 
und  §377,  dass  1  —  q%  — /$*  ist;  denn  die  Intensität  des  einfallenden 
Strahles  ist  gleich  der  des  gebrochenen  plus  der  des  anderen  reflectirten 
Strahles.  Ferner  ergiebt  sich  dann  aus  diesen  §§,  dass  ?— (>',  und  darnach 
ß  =  ß'  ist.  Dies  giebt  für  die  dortigen  Fälle  A  und  B  also  auch  allgemein. 

Dadurch  vereinfachen  sich  die  Amplituden  für  die  reflectirten  und 
durchgehenden  Strahlen  in 

Ar  — i-|(f-d-^)f),  +  4(l  — ^^rin«2fr^y^lf 

Ad  — r«Jil-^+,Hl-fY— *(!-«')  «"«^J/r^y^ 

Daraus  können  wir,  da  g  nur  ein  kleiner  Bruch  ist,  durch  Vernach- 
lässigung der  4ten  und  höheren  Potenzen  dieses  Bruches  erhalten. 

Ar  —  4r*ef  sin*  2  n  — ^ — , 


Ad  —  r*  «{1—4^81^271 — p — \. 


Max.  Ar  =  4^0*,    Min.  Ar  =  0, 

Max.  Ad  =  r2,  Min.  Ad  —  r2(l  — 4q*) , 

also  zeigen  sich  im  durchgelassenen  Lichte  nur  hellere  und  dunklere  Stellen, 
nie  vollständige  Dunkelheit. 

3.    Verallgemeinerung  für  mehrere  Lichtstrahlen. 

Die  Berücksichtigung  mehrerer  Lichtstrahlen  ändert  die  Lage  der 
dunklen  Stellen ,  wenn  die  Wege  der  Strahlen  im  Blättchen  gleich  gesetzt 
werden  dürfen,  nicht,  wie  die  folgenden  Rechnungen  ergeben. 
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Für  die  verschiedenen  reflectirten  Strahlen  finden  wir  nach  1. 

.    Ä      /t        x  +  x'\ 
s!  —  qt  sin  2  7t  (  y i — ) » 

t        i  +  i'  —  BE       2B'C       11' 

t  i  r       2i 


s'  =  /?/Syrsin    2tt 


t 


,,      *«  «     •    A»     H       x+x'-2BE       4B'C      31'1\ 

■"—  /w r  «n  (**  \y  — -*— i p —  2  fJJ  ' 

»/      *o,  /.     •    A>    Tl       x+x'— 3BE      6B'C      51H\ 
s'"— /Wrsin^2*r|T j p äpjj, 


8 


B  E      2  B'C 

Aus  diesen  Formeln  geht  hervor,  dass  -. p— die  Wegdifferenz  je 

zweier  aufeinander  folgender  Strahlen  ist.  Setzen  wir  diese  Wegdifferenz, 
um  unsere  Behauptung,  dass  die  Stellen,  welche  bei  Berücksichtigung  von 
nur  zwei  Strahlen  dunkel  sind  auch  dunkel  bleiben ,  wenn  mehr  Strahlen 
zur  Interferenz  gebracht  werden,  zu  beweisen,  gleich  einem  geraden  Viel- 
fachen der  halben  Wellenlänge.  Es  bleibt  dann  noch  der  zweite  Strahl 
durch  einmalige  innere  Reflexion  gegen  den  ersten  um  il',  der  dritte  durch 
dreimalige  um  llf,  der  vierte  durch  fünfmalige  um  $1'  verschoben  u.  s.  f., 
also  haben  alle  Strahlen  die  dem  ersten  entgegengesetzte  Phase.  Wenn 
aber  zwei  oder  mehrere  Strahlen  mit  entgegengesetzter  Phase  zusammen- 
treffen, so  ist  die  resultirende  Amplitude  die  algebraische  Summe  der  Theil- 
amplituden.  Die  Amplitude  der  durch  die  Interferenz  der  sämmtlichen 
Strahlen  entstehenden  Schwingung  ist  demnach 

k  =  QV  —  ßß'Q'Y—ßß'QnV  —  ßß'Q'hr 

Dies  ist  nach  den  in  2.  citirten  Bedingungen  für  ß,  ß\  q' 

A  —  rffl—jSMl+^+f4 +  *•  +  ....)], 
oder,  da  q  ein  kleiner  Bruch  ist 

Wird  nun  endlich  berücksichtigt,  dass  1  — Qitsssß*  ist,  so  folgt  A=0, 
d.  h.  die  Resultirende  sämmtlicher  Strahlen  verschwindet  und  die  Ringe 
bleiben  auch  dann  noch  vollständig  dunkel. 

4.    Berechnung  der  Intensität  bei  mehreren  Lichtstrahlen. 
Wir  haben  als  resultirende  Amplitude  nach  der  vorigen  Nummer 


n  =  n 


.  .V^,,»  ,     ■   -,    /t      x+x'— nBE      2nB'C      2d— 1F\ 
S=6t+2lfiß'Q'*a-irsm2n{j—-Z—l F ^-pj 

oder  n  =  n 

.      4-   V    ,„  ,    .    ,     ft      x+x'  — nBE      2nB'C> 


n  =  i 
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Die  Summe  der  Reihe  erhalten  wir,  indem  wir  zunächst  zur  Abkürzung 
schreiben 

dann  jedes  Glied  mit  2cosi7  multipliciren  und  folgende  Zerlegung  vornehmen 
2cosi7sin(#— ntj)  —  2  cosij  sin(£ — n — 1  tj — 17), 

—  2  cos* t]  sin {& — n  —  lrj)  —  sin  2ij  cos(£— n— 1  rj). 
Wird  rechts  sin*  17  sin(£ — n — lij)  addirt  und  subtrahirt,  so  ist 


2cosi7  sin  {& — mj) — (cothj — sin*^)  sin(# — n — 1 17) — sin  2i?  cos(# — n — lrf) 

+ (sinfij  +  cos'ij)  sin  (& — n— I17), 


—  sin(£— n  — 117— 2i7)  +  sin($— n— lij), 

~sin(# — n+Tij)+sin(^ — n — lrj). 

Wenn  wir  demnach  unsere  gesuchte  Summe  mit  R  bezeichnen,  so 

erhalten  wir  

2cos3jR«»sin£  +  £',sin(£ — ij)  + -f-^"sin(^ — n  —  lrj) 


+  sin(£— 2ij)  +  o"sin(£— 3ij)  -f . . . .  +  e"sin  (&— n+lrj). 
Durch  gehörige  Zusammenstellung  ist  dann 

*         d        f  •    a  •     ftD  1    R       sin(£  — 17) 
2cosijR  — ^fsin^4-^',R+-7i ^—f — '-  . 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  finden  wir 

R       g'(g"  sin#  — sinQ»— 17)) 

2^'*  cos  17  —  q"  —  1 

Dies  giebt  also 

e             •    a       *ai     t  P^sin*  —  sin(# — 17) 
S  —  ersinn  —  ßfTQ'^Tr-z ^ f-, 

*  ^        2  Qt%  COS1J  —  QtA  —  1 

gr(2g"  COS17  —  g"  —  1)  —  ßß,TQ,9  +  ßßfTQ,CO»r]    . 

—  2efScosi9  —  ?'4  —  1  8in* 

2^'*  COS  17  —  QIA  —  1 

Diesen  Ausdruck  können  wir  dann  abgekürzt,  wenn  wir  die  Werthe 
$  und  rj  wieder  einsetzen,  in  Folgendem  zusammenfassen  : 

S  =  Asm27rf  y j — )  +Bsin27rf  j t     — ). 

Diese  Rechnung  giebt  also  statt  der  n  Strahlen  nur  noch  2,  welche 
eine  Phasendifferenz  von  einer  Viertel- Wellenlänge  besitzen.  Nach  denselben 
Rechnungen,  wie  sie  in  1.  angestellt  sind,  erhalten  wir  dann  die  Intensität 

I  —  Aa  +  Ba. 
Die  weiter  anzustellende  Rechnung  vereinfacht  sich,  wenn  die  in  2., 
citirten  Gleichungen  zwischen  denSchwächungscoefficienten  benutzt  werden. 
Man  findet 

A  =  r_   (1 +  ?')(!  —  cofei?)      B  (g*-^l)sini7 

9    1+q*—  2e*cosi7   '  r*i  +  Q*  — 2escosi7' 
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a,so  ^/J^int-^y  +  y-iyün'r, 

4r2  q1  sin8  ig 


(1—  eT  +  ^sin2^ 

4r2pl 
Max.  I  =  ._    t   *    a  ,    Min.  1  =  0. 

(1  +  Q*)* 

Die  Bedingungen,  unter  denen  dies  erreicht  ist,  sind  dieselben  wie  oben- 
Damit  erhält  zugleich  3.  eine  Bestätigung. 

5.    Interferenz  bei  grossen  Gangunterschieden. 

Newton's  Farbenringe  erscheinen  nur,  wenn  die  Gläser  sehr  nahe 
beisammen  sind,  verschwinden  also  bei  grösseren  Gangunterschieden, 
während  die  in  2  gefundenen  Werthe  die  Periodicität  der  Erscheinung 
geben,  welches  auch  der  Werth  von  d  sei.  Das  Nichteintreten  der  Farben- 
ringe unter  den  genannten  Umständen  erklärt  sich  wie  folgt.  Wir  sind  ge- 
nöthigt,  anzunehmen,  dass  das  homogenste  Licht,  welches  wir  zu  derartigen 
Versuchen  benutzen,  doch  noch  besteht  aus  Licht  von  verschiedenen  Wel- 
lenlängen. Der  Unterschied  der  Wellenlängen  dieser  verschiedenfarbigen 
Strahlen  sei  eine  sehr  kleine  Grösse  dl.  Ist  J eine  kleine  Grösse,  also  gleich 
einem  kleinen  Vielfachen  von  il,  so  ist  es  auch  beinahe  ein  ebensogrosses 
Vielfaches  von  }(l-f-dl).  Wenn  aber  J  nicht  mehr  klein  ist,  so  wird,  wenn 

^«m—  ist,  m  eine  grosse  Zahl  und  es  ist  dann  vielleicht  4=n  — - — , 
4  4 

wo  n  eine  von  m  verschiedene  Zahl  bedeutet.  Es  kann  dann,  wenn  m  eine 

gerade  Zahl  ist,  n  eine  ungerade  werden,  also  wenn  die  Wellen  von  der  Länge 

1  an  der  betreffenden  Stelle  sich  schwächen,  so  werden  die  von  der  Länge 

1  +  dl  sich  gerade  verstärken. 

Dass  diese  Erklärung  die  richtige  ist,  folgt  aus  Beobachtungen,  bei 

denen  man  Sorge  trägt,  dass  man  möglichst  homogenes  Licht  hat.    Fizeau 

(Pogg.  Ann.  119)  hat  bei  einer  Phasendifferenz  von  50000  Wellenlängen  noch 

die  Interferenz  beobachtet. 

6.    Berücksichtigung  der  Polarisation 

In  §  376  ist  gefunden  für  die  Reflexion  des  Lichtes,  wenn  die  Schwin- 
gungen senkrecht  zur  Einfallsebene  stattfinden : 

an  dem  dichteren,        an  dem  dünneren  Mittel 

sin  (a  —  ß)  ,         sin  (a  —  ß) 

sin  (a  +  ß)  sin  (a  +  ß) 

Geschehen  die  Schwingungen  in  der  Einfallsebene,  so  ist  die  Reflexion 
gegeben  durch 

an  dem  dichteren ,     an  dem  dünneren  Mittel, 

X~      %(«  +  /*) 'X~Ctg(a  +  /*)' 
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Im  erstell  Fall  haben  wir  stets,  d.  h.  für  jeden  Einfallswinkel,  bei  der 
Reflexion  an  dem  dichteren  Mittel  eine  Verzögerung  einer  halben  Wellen- 
länge, anders  im  zweiten  Fall;  denn  da  wechselt  tg(a  +  ß)  das  Zeichen, 
wenn  a  -f-  ß  >  90°  wird.  Im  Allgemeinen  d.  h.  wenn  die  Begrenzung  der 
dünnen  Schicht  auf  beiden  Seiten  dieselbe  ist,  kann  das  die  Erscheinung 
nicht  ändern,  da  dann  mit  x  gleichzeitig  x'  sein  Zeichen  ändert. 

Ist  das  untere  dichtere  Mittel  von  dem  oberen  verschieden,  ist  z.  B.  sein 
Brechungsexponent  grösser  als  der  des  oberen,  so  ändern  sich  die  Erschei- 
nungen in  der  Nähe  des  Polarisationswinkels.  Dies  geschieht  z.  B.  wenn 
wir  eine  Glaslinse,  deren  Brechungsexponent  1,5  sei,  auf  einen  Diamant, 
dessen  Brechungsexponent  2,4  sei,  legen.  So  lange  der  Einfallswinkel 
kleiner  ist  als  der  Polarisationswinkel  dieses  Glases,  also  kleiner  als 
56°  19*,  erscheint  das  Ringsystem  wie  früher,  sobald  aber  dieser  Winkel 
erreicht  ist,  wird  von  der  oberen  Grenze  der  Luftschicht,  da  diese  dann 
unter  dem  Polarisationswinkel  bei  der  Reflexion  an  Luft  in  Glas  getroffen 
wird,  kein  Licht  reflectirt,  sondern  nur  an  der  unteren  Grenze,  am  Dia- 
mant. Wird  der  Einfallswinkel  noch  grosser,  so  wird  an  der  oberen  Grenze 
wieder  Licht  reflectirt,  aber  jetzt  mit  Verlust  einer  halben  Wellenlänge.  So 
lange  nun  der  Einfallswinkel  kleiner  ist  als  der  Polarisationswinkel  am  Dia- 
mant also  <  67°  40',  tritt  ebenfalls  an  der  unteren  Grenze  der  Verlust 
einer  halben  Wellenlänge  ein,  also  giebt  die  Reflexion  allein  den  reflectirten 
Wellen  keine  Phasendifferenz,  die  Ringe  erscheinen  mit  weissem  Centrum 
und,  wo  vorher  ein  heller  Ring  war,  ist  jetzt  ein  dunkler  und  umgekehrt. 
Ist  der  Einfallswinkel  67°  40',  so  reflectirt  Diamant  garnicht,  die  Ringe 
verschwinden,  und  überschreitet  der  Einfallswinkel  70°,  so  erscheinen  sie 
wieder,  wie  bei  kleinen  Einfallswinkeln. 

Einen  passenden  Apparat  zur  Beobachtung  dieser  Erscheinung  hat 
Duboscq  construirt. 
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1.    Vorbereitende  Gleichungen*). 

An  der  Figur  80  S.  416,  deren  Anlage  leichtverständlich  ist,  bezeichne  N 
den  Schnittpunkt  der  Axe  des  Auges  oder  des  Fernrohrs,  welches  nachdem 
Lichtpunkte  S  gerichtet  ist.  Dieser  Punkt  N  heisse  der  optische  Mittel- 
punkt des  Schirmes.  Die  Entfernung  des  leuchtenden  Punkts  S  ist  im  Ver- 
gleich zu  den  anderen  hier  vorkommenden  Dimensionen  unendlich  gross, 
so  dass  alle  von  ihm  ausgehenden  Strahlen  als  unter  sich  parallel  ange- 
sehen werden  können.  AA'  =  y  ist  die  Breite  der  OefTnung,  deren  Höhe 
h  ist.    Man  setze  die  Winkel  der  Normalebene  zu  den  Strahlen  mit  der 


*)  Schwerd,  die  Beugungserscheinungen.  Mannheim  1835. 
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Fig.  80. 


Schirmebene  d.  i.  Z_  A'Af  =  %  und  Z.  A'Ag  =«=  xp.  Der  Beugungswinkel 
i8tZ-HAT=eZ_fAg  =  ^  =  i//  —  %.  x  bezeichne  die  Entfernung  des 
Punktes  N  vom  Lichtpunkt  und  ß  die  Grösse  NA. 

Wir  theilen  den  Spalt  in  (m  +  1)  Horizontalstreifen,  deren  Breite  dh 

sei,  so  dass  h  =  (m  +  1)  dh  ist,  und 
in  (n  -f-  1)  Verticalstreifen,  deren 
Breite  dy  sei,  so  dass 

y  ■—  (n  +  l)dy  ist. 
Die    Entfernungen    der    beiden 
Ränder  des  Spaltes,  A  und  A',  von  der 
Lichtquelle  werden  ausgedrückt  durch 
x  —  ß  sin#,  und  x  —  (ß  +  y)  sin j. 
Der  Abstand   des  Mittelpunktes 
eines  jeden  Verticalstreifens  von  der 
Lichtquelle  lässt  sich  durch  folgende 
Formel  geben: 

x  —  ß  sin%  —  idy  sinx 
—  (r—  l)dysinx, 

wo  r  die  Werthe  1.  2 (n  -f-  1)  erhält,  wenn  wir  die  Streifen  von 

A  gegen  A'  rechnen. 

Die  Oscillationsgeschwindigkeiten  der  in  diesen  Punkten  befindlichen 
Moleküle  sind  dann  bestimmt  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

x  —  {ß  4-  idy  +  (r  —  1)  dy  sin  % 


Ur  =  Vsin27r 


[r~ 


1 


■]■ 


Nach  dem  Huyghens'schen  Princip  ist  jeder  dieser  Punkte  als  der  An- 
fangspunkt einer  Wellenbewegung  zu  betrachten.  Bedenken  wir  nun,  dass 
die  Entfernung  dieser  Punkte  von  der  Normalebene  NL  des  gebeugten 

Strahles  ist 

ß  sin  xp  -f-  i  dy  sin  xp  -f-  (r  —  1)  dy  sin  xp, 

so  werden  für  die  Aethertheilchen ,  welche  sich  in  der  Richtung  der  ge- 
beugten Strahlen  auf  der  Ebene  NL  befinden,  die  Oscillationsgeschwindig- 
keiten gegeben  durch  die  Gleichung: 

Qg  +  idr-Hr  —  l)dy)8iny/"| 

I  J' 

[~_ t  x        (ß  +  i  dy)  (sin  xp  —  sin  %) 

[l        1  1 

(r  —  1)  d  y  (sin  xp  —  sin  %)"] 

i  J* 

Die  durch  Interferenz  hervorgebrachte  Wirkung  finden  wir  nach  §226. 
Die  einzelnen  Strahlen  haben  alle  dasselbe  V  und  die  Phasen  bilden  eine 
arithmetische  Progression,  deren  erstes  Glied 


Vsin2*r 
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J~t        x       (ß  +  idy)  (sin  xp  —  ain  x)l 

und  deren  Differenz 

—  2rrdy(8ip^— Siny)  ist. 

Die  Interferenzschwingung  ist  demnach,  wenn  wir  statt  des  dort  S.  1 44  C. 
genommenen  ersten  Gliedes  er  —  y  und  des  Exponenten  e  die  hier  gewon- 
nenen Grössen  einführen,  durch  die  folgende  Form  bestimmt: 
2  u  _  v  sin  [(n  +  l)ndy  (sin  \p  —  sin  %)  l""1]  x 

sin  [n dy  (sin  ty  —  sin  %)  1~ !] 
ft         x        Qy  +  Un  +  l)dy)(sin^  — sinX)1 

Dafür  setzen  wir,  da  n&y  (sin  ip  —  sin  x)  l""4  sehr  klein,  so  dass  der 
Bogen  für  den  sin.  genommen  werden  kann,  und  (n  +•  1)  dy  *■«  y  ist, 

2U, -  (n  + 1)  V  rin [Hr,  ^  » -8in^  x 

Tty  (sin  ip  —  sin  %)  l~l 

,9in2„[±_|_(/*+w™»-™*)]. 

Weil  dieser  Ausdruck  offenbar  für  einen  jeden  der  (m  +  1)  horizon- 
talen Streifen  gilt,  so  wird  für  alle  diese  Streifen  zusammen  oder  für  die 
ganze  Oeffhung  des  Schirmes  die  Hauptresultante  sein 

2ZUr  —  (m-M)SUr. 
Die   Gesammt Vibrationsintensität,   welche  immer  mit  I  bezeichnet 
werden  möge,  ist  daher 


I  —  (m  -i-  1)  (n  -H 


y  sin  [ny  (sin  xp  —  sin  %)  l"1] 
ny  (sin  \p  —  sin  %)  1— l 


Wird  dann  eine  Grösse,  die  proportional  der  Intensität  des  Lichtes 
ist,  mit  P  bezeichnet,  so  ist 


P-(m  +  lf(n  + 


yt  sina[ygy(sint/;  — sinx)H] 
[ny  (sin  \p  —  sin  %)  1~1]* 


Nehmen  wir  endlich  die  Vibrationsintensität  des  ungebeugten  Licht- 
bündels, welches  durch  die  ganze  Oeffhung  des  Schirmes  hindurchgeht, 
wenn  man  die  Ebene  des  Schirmes  senkrecht  auf  die  Strahlen  hält,  gleich  1, 
so  ist  cos  x  die  Vibrationsintensität  desjenigen  Lichtbündels,  welches  unter 
dem  Einfallswinkel  %  durch  dieselbe  Oeffhung  ungebeugt  hindurch  gehen 
kann.  Da  dies  aber  das  obige  (m  -|- 1)  (n  -+-  1)  V  ist,  so  können  wir  diese 
Grösse  in  dem  Ausdruck  für  P  immer  durch  cos  %  ersetzen. 

Wollte  man  nun  die  Interferenz  der  Wellen  im  Brennpunkt  des  Fern- 
rohres oder  im  Auge  berechnen,  so  müsste  man  eigentlich  noch  ein  anderes 
t  nehmen,  dies  aber  hat  keinen  Einfluss  auf  I,  und  ausserdem  noch  einen 
SchwächungscoefÜcienten  hinzusetzen.  Da  es  sich  aber  überhaupt  nicht 
um  absolute  Lichtintensitäten  handelt,  sondern  nur  um  diesen  proportio- 
nale Grössen,  so  können  auch  diese  Coefficienten  unberücksichtigt  bleiben. 

Klein,  Theorie  der  Elasticit&t  etc.  27 
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2.    Anwendung  auf  specielle  Fälle. 

A)  Die  directen  Strahlen  stehen  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Spaltes. 
Dann  ist  Fig.  80  ^  =  0,  i//  =  #,  und  in  Folge  dessen,  da  cos  #  =  1 
«(m+l)(n+l)Vist, 

I*       sina(yrysint/;l""1) 
(jty  sin  xp  l""1)2 
Hier  wird  I2  =  0,  wenn  der  Zähler  0  ist,  ohne  dass  gleichzeitig  der 
Nenner  verschwindet.    Dies  ist  erreicht,  wenn 

2£i — x  =  +  niTr,  m  —s  1,  2,  3 ,  oder  wenn 

y  sin  xp  —  A'g  =  +  ml  ist 

Die  Intensität  des  gebeugten  Lichtes  ist  daher  0,  wenn  der  Gang- 
unterschied  der  Randstrahlen  gleich  ist  einer  ganzen  Anzahl  von  Wellen- 
längen. 

I  kann  nur  dann  =  1  werden,  wenn 

sin  (rcy  sin  xp  1rl)  =  ny  sin  xp  Y~l  ist. 

Dies  kann  aber  nur  geschehen,  wenn  xp  so  klein  ist,  dass  man  statt 
des  sin.  den  Bogen  setzen  kann,  also  nur  für  den  nicht  gebeugten  Strahl. 

Der  Zähler  von  P  ist  =  1,  d.  h.  erhält  sein  Max.,  wenn  ys\nxp=  +- — ^— - 

ist,  dann  aber  wird  der  Nenner  immer  grösser,  so  dass  also  die  Maxima  von 
I9  immer  kleiner  werden,  je  weiter  wir  uns  von  dem  ersten  Maximum  ent- 
fernen.   Es  ist  z.  B.  für  n  =  0,  1 ,  2 

1  1  1 


P 


(*)"•(*)"•© 


2  > 


.... 


Ist  y  im  Vergleich  zu  1  gross,  was  immer  stattfinden  wird,  so  ist  — 
sehr  klein  und  infolge  dessen  kann  an  den  dunklen  Stellen ,  wo  sin  xp 
■«=  m  —  ist,  gesetzt  werden  xp  —  +  m  — .  Diese  Gleichung  und  für  grös- 
sere Beugungswinkel  die  genauere  für  sin  xp  lehrt,  dass  die  Beugungswinkel 
oder  die  sin.  der  Beugungswinkel,  welche  den  dunklen  Stellen  entsprechen, 
proportional  sind  den  Wellenlängen  und  umgekehrt  proportional  der  Breite 
des  Spaltes.  Je  länger  die  Lichtwelle,  je  enger  der  Spalt  ist,  desto  breiter 
werden  desshalb  die  Streifen. 

Ist  y  <  1,  so  ist  für  den  ersten  dunklen  Streifen  sin  xp  *=  —  >lt 

r 

d.  h.  es  giebt  keinen  solchen  Beugungswinkel;  durch  einen  solchen  Spalt 
würde  also  das  mittlere  Spectrum  eine  unbegrenzte  Breite  erhalten,  (cf.  S.  252.) 

Die  Gleichung  y  sin  xp  =«  +  ml  giebt  ein  Mittel  die  Grösse  der  Wellen- 
längen zu  bestimmen. 

B)  Der  Schirm  wird  vor  das  Objectiv  des  Fernrohres  senkrecht  auf  die 
optische  Axe  befestigt,  dann  ist 
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IpmmzO,      also  # +£  — :  0,       Sin  *  — HD  %i 

I  «cos^-^^^^    . 

Hier  haben  wir  dem  vorigen  analoge  Betrachtungen  und  wir  erhalten 
dieselben  Resultate  wie  vorhin,  wenn  #,  der  Beugungswinkel,  so  klein  ist, 
dass  wir  cos2  &  ■—  1  setzen  können.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  müssen  die 
Intensitäten  unter  A)  mit  cos1*  multipücirt  werden.  Die  hierdurch  ent- 
stehende Verminderung  der  Intensität  rührt  offenbar  nur  von  der  Vermin- 
derung der  Menge  des  Lichts  her,  welche  auf  die  Oeffnung  fällt,  wenn  diese 
eine  schiefe  Lage  gegen  die  directen  Strahlen  annimmt. 

C)  Für  den  allgemeinen  Fall  ergeben  sich  die  analogen  Erörterungen. 
Die  Symmetrieverhältnisse  sind  aber  anders,  während  unter  A)  das  Beu- 
gungsbild symmetrisch  ist,  so  liegen  im  allgemeinen  Fall  die  Maxima  an 
der  Seite  der  Normalen,  an  der  das  ungebeugte  Bild  sich  befindet,  weiter 
auseinander  als  an  der  anderen  Seite. 


Fig.  81. 

TiormaXebene 


&    Beugung  durch  eine  paralleltrapezförmige  Oeffnung. 

Der  Punkt  N  (Fig.  81)  sei  der  optische  Mittelpunkt  des  Schirmes, -in 
dem  AB  CD,  das  gegebene  Paralleltrapez,  sich  befindet  Die  Lage  dieses 
Paralleltrapezes  und  damit  des  Schirmes  ist  gegeben  durch  die  Coordinaten 
der  Eckpunkte  bezogen  auf  das  recht- 
winklige Coordinatensystem ,  dessen 
Anfangspunkt  mit  N  zusammenfällt, 
dessen  x  Axe  die  Richtung  der  Axe  des 
Fernrohres  hat,  welches  auf  den  leuch- 
tenden Punkt  eingestellt  ist,  dessen 
zAxe  die  Schnittlinie  der  Schirmebene 
mit  der  Ebene  ist,  die  senkrecht  ge- 
legt wird  zu  den  directen  Strahlen,  der 
sogenannten  Normalebene. 

Die  Entfernungen  der  Punkte 
A,B,G,D  von  der  Normalebene  oder 
die  x  dieser  Punkte  seien  af,  a2,  a,,  a4. 

Die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  von  der  Normalebene  sei  x. 

Wir  tbeilen  ferner. das  Paralleltrapez  in  unendlich  viele  gleiche "Ele- 
mentartheilchen,  so  dass  auf  der  Linie  AB  n  +  1  solcher  Theilchen  liegen 
und  es  im  Ganzen  (m  -f-  1)  solcher  Reihen  giebt.  Setzen  wir  nun  die  An- 
zahl der  Theilchen  welche  auf  CD  liegen  «=  u,  so  ist 

(n +  1)  CD 


AB  :  CD  «äs  n  +  1  :  u,  also  u  = 


AB 


mithin  liegen  dann  im  ganzen  Paralleltrapez 
solcher  Theilchen. 


(n  +  l)(m  +  l)  AB  +  CD 


AB 


27* 
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Die  Entfernungen  der  verschiedenen  Punkte  der  Linie  AB  von  der 
Lichtquelle  lassen  sich  wie  folgt  angeben,  da  die  des  Punktes  A  ist  x — at, 
wenn  dat  die  Projection  eines  Theilchens  auf  die  xAxe  bedeutet: 

Der  Hittelpunkt 
des  lten  Theilchens  ist:  x  —  a,  —  4 da, , 

„  rten         „  „:x —  a,  —  ida,  —  (r — l)dan 

„  letzt.        „  „  :  x  —  a,  —  ida,  —  nda,  =  x —  ag  +  ida, 

von  der  Lichtquelle  entfernt 

Mithin  werden  die  Oscillationen  der  n+ 1  auf  AB  befindlichen  Aether- 
theilchen  vorgestellt  durch 

Ur  -  V  sin  2*  [|  -  iZ^iZli^pJEZZi)^]  . 

Wir  legen  nun  eine  Ebene  senkrecht  auf  die  gebeugten  Strahlen  durch 
den  Punkt  N  und  bezeichnen  die  Entfernungen  der  Punkte  A,B,C,  D  von 
dieser  Ebene  mit  a/,  a/,  a,',  a/.  Es  ist  dann  dem  obigen  entsprechend  die 
Entfernung  des  Mittelpunktes  des  rten  Theilchens  der  AB  von  dieser  Nor- 
malebene a/  +  ida/  +  (r —  1)  da/. 

Nach  dem  Huyghens'schen  Princip  sind  dann  die  Oscillationsgeschwin- 
digkeiten  für  die  Aethertheilchen  dieser  zweiten  Normalebene 
W  -  V  *  1«  ß-*— '  ~  ^.-(r-Dda^aZ+idaZ+tr-Dd^a 

-  V  sin  2n  P      *+(V-a.)+*(da/-da.)+(r-l)(da/-da,)-| 

Daraus  erhalten  wir  nach  §  226  C,  wenn  wir  setzen 
2?r^_^(V-a.)  +  Hda/-da,)j  f(|r  o  _  ^ 

2^(da',7da')  to  ., 

^  iT  /  _  v  »'"  [("  + 1)  »(*«/  —  da,)  r~']  ^  m 
*   '  sin  [nr  (da/  —  da,)l-'J        * 

..^■M- (■/-«.)  +  «»  +  !)  (d«/-««Jl 

Nun  ist  aber  (n-f-^da,"«^  —  at,  (n  -f-l)da/  =  a/ — a/t  also 
„.„      l,»infc{(a,'-aJ-(a/-at)}r-'] 

Z   '  —  sin  [«(da/  —  da,)  h->]  X 

*  2«[i  -  »+*C'-«J  +  »fr/— .)] 

Ganz  ebenso  werden  sich  bilden  die  Interferenzoscillationen  für  die 
folgenden  Elementarreihen  parallel  der  AB. 

Die  letzte  dieser  Reihen  giebt,  wenn  nun  da',  da  für  da,,  da,  steht: 

V  n<»+»  _  v  sin  [»  ((»/  —  aJ  —  («/  —  aJ )  I"1]  Y 
Z    r  sin  [«(da'  —  da)l-«]  X 

8in2„[l-*  +  W-a«>  +  Ha/-a,)-j 
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Um  schliesslich  die  Resultante  dieser  Summen  zu  finden,  ist  nur 
zu  bedenken,  dass  die  in  denselben  vorkommenden  (m  +  1)  Grössen, 
von  denen 

die  erste  a/  —  a,  —  (a/  —  a,) ,  die  letzte  (a/  —  aj  —  (aj  —  aj)  ist, 
eine  arithmetische  Progression  bilden,  deren  Differenz 

(a/  — aj  — (a,'  — aj  — (a/  — aj  +  (a/  — aj 

5"+l 
Dasselbe  gilt  von  den  Grössen,  deren  erstes  Glied 
i(a/  —  aj  —  i(at'  —  a,)  und  deren  letztes  l(a/  —  a4)  —  t(a/  —  a,)  ist. 

Die  Differenz  dieser  Reihe  ist 

t  ffa'-O  — (•/-O-ft/  — «J  +  («/  — Q1 

*L      ;        ^r+i  j- 

Die  Resultante  ergiebt  sich  dann  nach  $  226  D.,  wenn  wir  setzen 

7t 


m-f"  1  L 

n 
m-f-  1 


€ 


(a/  —  a4)  —  (a/  —  a,)  —  (a/— a4)  +  (a/  —  a,) 

(a/-a4)  +  (a,'-aj-(as'-ai)-(a/-a1) 
V 


sin|>*(da'  — da)l-1]  ' 
a  =-  n  [(a/  —  a,)  —  (a/  —  af)]lr-1, 

7  — *[(a/  — aj  +  fa/  — a,)]!-*, 

6  —  i  7t 


l^aa'-aJ-CaZ-a,)], 


2  m  + 

wenn  wir  statt  des  sin.  der  unendlich  kleinen  Bögen 

die  Bögen  selbst  nehmen  und  abgekürzt  setzen 

(a„'  —  a„)  ±  (a,'  —  af)  ±  . . . .  —  a<«±'±- ••>, 

2Vr      **(da'  — da)r-1  |     *a«-*>l->  L*  J 

2  m  +  1  f sin  T/r a^4^21 1"1]        r     tMxl  n 

v/  — ■  i  V  — .  ,       .  .,   i  ^  — *•  ,*.»,  i      cos  Ut  a<4+2>  l-1] 
r       *     TT  (da'  —  da)l~l  \     rca<*-2>l-1  L  J 


+ 


sin  \n a<3~ l) l-1]        r      ,«.  n ,   nl 


Nennen  wir  1  die  Vibrationsintensität  des  gesammten  senkrecht  durch 
die  ganze  Oeffnung  hindurchgehenden  Lichtes,  so  ist  dieselbe,  wenn  der 
Schirm  den  Winkel  %  m*t  der  Normalebene  bildet,  cos  %. 

Da  ferner  nach  dem  Vorigen  die  Anzahl  der  Elemente  ist 
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(n  + 1)  (m  + 1>      AB  +  CD 

2  '        AB        ' 

(n-f-l)(m  +  D  AB  +  CD  v 
so  ist  cos  x  —  2  AB 


Da  weiter 


CD_a)-ai__a/-a?' 


AB       a2  —  at       a/  —  a/ 

so  erhält  man 

• (n  +  1)  (m  +  1)  (a4  — a3  +  a2  — at) 

(n  +  l)(m  +  l)    (a/  —  a,'  +  a/  -  a/)  v 
2  a2'  —  a/ 

Berücksichtigt  man  dann,  dass 

a2  —  a,  =-=  (n  +  1)  da ,    a/  —  a/  =  (n  +  1)  da'  ist, 

so  können  aus  den  obigen  Werthen  von  2\r  und  2v/  die  Grössen  m, 
da,  da'  entfernt  werden.    Es  ergiebt  sich  nämlich: 

m-f-1  cos^fo —  ai) 


4V 


/r(da'  —  da) l~l       *r  [(a4  —  a3)  +  (a,  —  a,)]  a*2-1)  J-* ' 
cos  x  (a2'  —  a/) 

^[(a/-V)+(aa>-a/)]  a(*-»l-i '  • 


4.    Die  Beugungsöffnung  ist  ein  Parallelogramm. 

Die  Formeln  der  vorigen  Nummer  vereinfachen  sich,  wenn  die  Oeff- 
nung  ein  Parallelogramm  ist;  denn  es  ist  dann 

a2  —  a,  ««  a4      a^ ,    ^       a,  =»  a4       a3  , 
a4      a2  =  aa      at ,    a4  —  ^  =  a3       a,  , 

und  in  Folge  dessen 

a4-2  _  a3-l  f      a  4-3+2-1  =  2  (a*-')  . 

Dadurch  gehen  die  Ausdrücke  .2 vr,  JSv/  in  die  folgenden  über: 

SV  ^     ^        cosX(a2-at) sinErra(^)l~i](  f] 

2  r       4(a4  -  a3)  +  (a,  -  a,)]  a"     *aP-»l->      |sm^a       rJ 

—  8in[^a(|+1)M]l, 

~   ,  cosX(a2-at) 8in/ra(^)l^f  r     q^n 

2?r      fjKa.-aJ  +  Ca,  — ajjrf«)     *a<*-i>t-i    (     C0S^a       ^J 


+  cos[7ra(3+Dl-i]l 


Nach  den  bekannten  Formeln 

sin  x  —  sin y  =  2cosi (x  +  y)  sini  (x  —  y), 
—  cos  x  +  cos y  =  2 sini  (x  -f-  y)  sini (x  —  y), 
unter  Berücksichtigung  der  obigen  Beziehung  erhält  man  daraus 
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n\ 


Fig.  82. 


Die  für  unsere  Untersuchung  nothwendige  Formel  für  die  Intensität 
ist  darnach 

P  —  2*r*  +  2vr'\ 

cos'a  (a,  —  a,)'  sin8  Tradol-* 

^[(«4  —  a,)  +  (at  —  «.ff  [•«"-"P  7r*[a(^)l-ip8in  n*     n     ' 

Um  nun  die  sich  hieraus  ergebende  Beu- 
gungserscheinung finden  zu  können,  ist  es 
nötbig  die  Lage  und  Grösse  der  Oeffnung 
und  die  der  Normalen  zum  gebeugten  Strahl 
genauer  zu  bestimmen.  Sei  AB— CD— a, 
(Fig.  82),  A  C  —  B  D  —  b.  Die  Verlängerung 
der  Linie  BA,  AC  bis  zur  zAxe  bilden  mit 
derselben  die  Winkel  £,  qp,  das  Stück  der 
Verlängerung  von  B  A  bis  zur  z  Axe  heisse  ß. 
Der  Neigungswinkel  der  Schirmebene  gegen 
die  yz  Ebene  sei  %  und  gegen  die  Normal- 
ebene  zum  Beugungsstrahl  tp.  Dann  ist 
at=»/? sin? sing,  af— ■(/}+a)sin?sin£« 
aj  —  dsin?  —  b  sin  qp)  sing,  a4  —  ([/J  +  a]sin^  —  bsinqp)sinx. 

Bezeichnen  wir  die  diesen  entsprechenden  Grössen  bezogen  auf  die 
zweite  Normalebene  mit  ßr,  q\  <pr,  so  ist 
a/  — ß'  sin  Qf  sin  ^,  aj  *  {j?  -+»  a)  sin  q*  sin  tp, 

a/  —  (ßr  sin^'  —  b  sin  q>')  sin  i//,  a/  —  {[ß'  -+-  a]  sin  q'  —  b  sin  q>')  sin  %. 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  giebt  dann  die  weiter  zu  untersuchende 
Formel 


V 


*       s'p*  [^a  (s*n  Qf  8*n  #  —  sin  q  sin  y)  1~ *] 
*  "    [Wa  (sin  q'  sin  i//  —  sin  q  sin  x)  1~1]* 


sin1  [rtb  (sin  qp'  sin  t/;  —  sin  qp  sin  %)  l""1] 
[7rb  (sin  <pf  sinip  —  sin  q>  sin  %)  l-1]1    ' 
*=  cos1^  .  i* .  in. 
Die  Ausdrücke  i  und  i'  entsprechen  den  in  1.  entwickelten  und  gehen 
in  diese  über,  wenn  q'  =  q  —  qf  =  g>  —  90°  ist.    Dies  kann  als  Controle 
für  die  Richtigkeit  der  obigen  Formel  betrachtet  werden. 

Um  dieses  Resultat  in  seiner  vollständigen  Allgemeinheit  zu  unter- 
suchen, construiren  wir  die  folgende  Figur  83; 

Ueber  die  Ebene  des  Schirmes  S  sei  eine  Halbkugel  gezeichnet,  deren 
Mittelpunkt  N  und  deren  Halbmesser  NH  =  NT  die  Brennweite  des  Ob- 
jectives  oder  die  Vereinigungsweite  der  Strahlen  im  Auge  ist.  Diese  Kugel- 
oberfläche ist  dann  der  Ort  der  Erscheinung.  N  ist  der  optische  Mittelpunkt, 
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NH,  NT  seien  entsprechend  der  Figur  80  die  Richtungen  der  directen 
und  gebeugten  Strahlen.  Ziehen  wir  in  der  Ebene  des  Schirmes  Na  und  Nb 
den  Seiten  a  und  b  des  Parallelogramme*  parallel  und  legen  durch  H  und  T 
Ebenen  senkrecht  auf  diese  Linien,  so  wird  durch  dieselben  die  Kugel 


Fig.  88. 


geschnitten  in  zwei  Kreisen,  die  einander  parallel  sind.    Sei  dann  P  die 
Protection  von  H  auf  den  Schirm,  so  ist  L  PNA  —  90°  —  (180°  —  q) 
— cq  —  90°,  Z.PNB  —  900  —  q>  und  Z.HNP  —  90°  —  *,  also 
NP«*NHsinx,  NA  —  NHsin%  sin^,  NB  =»  NHsing  sinqp. 
Dem  analog  erhalten  wir,  wenn  wir  die  dem  A  und  B  entsprechenden 
Punkte,  welche  zu  T  gehören,  mit  Xl  und  Bt  bezeichnen, 

NA,  =  NT  sin  q'  sin  \p,     NB,  —  NT  sin  q?  sin  \p. 
Setzen  wir  ferner  NHs=NT«l,  so  ist  dann 
AA,  —=  sin  </  sin  xfj  —  sin^  sin#,    BBt  —  sinqp'  sinip  —  sin  qp  sing. 

Diese  Werthe  in  P  substituirt  giebt : 

,-     sin'frraAA,!-1]    sin'frrbBB,!"1] 
B  C0S  *  '     [rta AA.1-1]1     '  [*rb  .  BB^-»]«  ' 
Ist  nun  AA,  —  BB,  —  0,  so  wird  P  —  cos*;^  d.  h.  die  Jntensitft 
des  ungebeugten  Lichtes  ist,  wie  vorauszusehen  war,  unverändert. 

p  ist  »b  0,  wenn  i  =  0  oder  i'  =  0  wird.    Diess  tritt  ein,  wenn  ist 
TiaAAjl-"1  ■=  +  n/r,  n  =  0,  1,2,...., 
TrbBBjl""1  =  +  n/r,  n  —■  0,  1,2...     oder 

A  A,  —=  +  n  n  — , 

i       —         a 

BBt  »«  +  n^r-r-. 

Das  Licht  verschwindet  demnach  auf  den  Kreisen,  in  denen  die  Halb- 
kugel geschnitten  wird  von  Ebenen  senkrecht  zu  den  Linien  a  und  b  des 


P 
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Parallelogrammes  in  den  Abständen  it  —  und  n  -r-    von   einander   und 

zwar  an  keinem  anderen  Punkte,  denn  I*  als  Product  kann  nur  verschwin- 
den, wenn  ein  Factor  Null  wird.  Es  ist  demnach  das  Beugungsbild  von 
zwei  Systemen  dunkler  unter  einander  parallelen  Geraden  durchzogen,  die 
senkrecht  zu  den  Seiten  des  Parallelogrammes  sind. 

Setzen  wir  nun  statt  des  sin.  seine  Reihe,  d,  h. 

8inI~X-dr3  +  1.2.3.4.5 ak0dann 

X4  xf    • 

sin*x«=x* —   - — 5-  -j- 


X4 


1.3     ■    (l,2.3)f 
und  brechen,  da  xp  nur  kleine  Winkel  sind,  diese  Reihe  bei  j—z  ab,  so  ist 

p_cos»^i -jj—j  [i rs— J. 

Hieraus  erkennt  man  leicht,  dass  die  Intensität  von  der  Mitte  aus  ab- 
nimmt, dass  sie  für  AA,  =  0  und  BB,  =  0  am  grössten  ist  und  dass  sie 
demnach  für  die  beiden  Fälle  A  A,  allein  =  0  und  B  B,  allein  =  0  noch 
besonders  gross  bleibt.  Das  Bild  wird  darnach  gebildet  von  farbigen  Spectren, 
die  begrenzt  werden  durch  dunkle  Streifen,  die  parallel  sind  der  Senkrechten 
auf  den  Seiten  des  beugenden  Parallelogrammes.  Die  Intensität  der  Spectren 
ist  am  grössten  zwischen  den  dunklen  Linien,  die  das  nicht  gebeugte  Licht 
begrenzen.  An  den  Stellen  zwischen  diesem  Kreuze  ist  die  Intensität  nur 
schwach,  da  daselbst  weder  AAt  noch  BBt  verschwindet. 

Es  ist  nun  nicht  schwer  das  Bild  zu  bestimmen,  wenn  statt  des  beliebig 
genommenen  Parallelogrammes  die  Beugungsöffnung  ein  Rechteck,  Quadrat 
Rhombus  wird. 

Ist  #— 0,  also  der  Schirm  normal  zurVisirlinie,  und  ausserdem  ^^=«90°, 
so  ist  einfacher 

A  A,  —  sin  Qr  sin  xf)  und  BB,  mm  sin  qf  sin  xfj. 

In  Bezug  auf  die  Symmetrie  des  Bildes  gilt  dann,  wie  immer  in  den 
folgenden  Figuren,  die  zum  Schluss  von  2.  gemachte  Bemerkung. 

5*    Die  Beugungsöffnung  ist  ein  Dreieck. 

Nach  den  Bezeichnungen  von  3.  wird,  da  hier  *"'** 84* 

die  beiden  Punkte  des  Paralleltrapezes  C  und  D  in 
einem  C  (Fig,  84)  zusammenfallen, 

a4  —  a,  —  a,    a'4  — =  a',  — =  a'. 
Es  ist  demnach  B 

IV  m+1  cosjg 

*--    7r(da'— da)!-'™"^*-'»!-1  

und  N 
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P 


'  cos'x       fsin'[Vra<»-*>t-'] 

—  [»a(*-')l-«]»l    [n;a(*-s)l-,], 


+ 


—  2 


flinjVcat4-*'!-1]     8in[7ra(»-')l-'] 


H.}. 


Behalten  wir  die  Bezeichnungen  you  4.  bei,  setzen  ausserdem  die 
Seite  BC  =  c  und  nennen  t,  %'  die  Winkel,  welche  diese  Seite  mit  der  be- 
treffenden Schnittlinie  in  der  Normalebene  bildet,  so  gilt 
a,  «/?  sin  £  sing, 
a,  —  (0  +  a)sinesin%,.. 

a3 «■»  [(ß  +  a)  sin^  —  c sinr]  sin#  *■»  \ßsinQ  —  bsinqp]  sin%, 
mithin 

aj  —  at  «^  a  sin?  sin%,     a4  —  a2  ■=■  c  sinr  sin%,    a3  —  a^b  sin  q>  sinj, 
und  dem  entsprechend 

a,'  —  a^—asin^' sinxfjj  a/-«—  a1/™csinff'sin^,  a3' —  a/~bsin<p'sini//. 
Daraus  findet  man 

a  <4~2>  =»  c  (sin  x'  sin  ^  —  sin  %  sin/) , 
a  (*— D  sb  a  (sin  $'  sin  t//  —  sin  q  sin#) , 
a(3— 0  =-b  b  (sin  (p'&lnip —  sin  q>  sin/), 

a  (4-8+2-1  )aa8=a  (2- 1)# 

Statt  dieser  Werthe  setzen  wir  andere  ein,  die  durch  eine  der  vorigen 
Nummer  entsprechende  Zeichnung  (Fig.  85)  gefunden  werden.  Auf  der 
Schirmebene  ziehen  wir  durch  N  drei  den  Seiten  a,  b,  c  parallele  Linien, 
die  heissen  Na,  Nb,  Nc.  Durch  H  und  T  werden  die  zu  den  Parallelen 
senkrechten  Ebenen  gelegt,  dann  erhält  man : 

Fig.  85. 


a,±c 


NA 
NB 

NC 


sin£sin£,  NAt 
sin  y  sin  x,  NBt 
sin  t  sing,     NC, 


sin  Qr  sin  xfjy 
sinqp'sini/;, 
sin  t' sin  i/;, 


AAjsesin^  sin  t/r 
BB1  =  sin<p'sini/; 
CC1  =  sin*'sini/; 


sin  q  sin  j. 
singpsinj. 

sin  t  sin  x* 
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Die  Einführung  dieser  Werthe  giebt 

cos'x        fsin'frcCC.l-1]      sin'frrbBB,!-*] 
[nakk^y]    [ncCCt\-^  ttbBB.l-*]* 

rinfccCCM-']     sin^bBB,!-'] 
1     7TcCCtM      '     [nrbBB.M]    con^AA^    J- 

Ist  nun  CC,—  BBj«-0  und  damit  AA, —  0,  so  erhalten  wir  den 
Werth  P,  indem  wir  für  kleine  Winkel  x  setzen 

sinx  =  x  —  ix8,    cosx ««* l  —  ^ x*. 
Dann  lässt  sich  I*  schreiben 

P_^[(l_ix«)«  +  (l_ix«)»_2(l  —  ix»)(l  —  ix'Ml—  |xl] 

Dieser  Werth  war  zu  erwarten,  denn  dann  haben  wir  den  ungebeugten 
Lichtstrahl. 

1)  Setzen  wir  CC,  ««  0,  so  ist 

cos'y        f ,    ,  sin'  [rtb  BBt  1-*]         8jn  [nh BB,  1~'] 
^  —  [irtAA1l-T\1'1"    [ffbBB.1-1]1  irbBB^-1 

cos  [7t  a  AAtl_,J  l. 

2)  BB,«*  0,  so  ist 

cos'x       f  sin'jVrc  CCt  1~!]  sin  [nc  CC,  l"1] 

^  —  fwaAA^-1]]     [ttcCC,!-']*    +1       l     [ttcCC.I-1]     X 

cos  \n a  AA,  l~~l]  l. 

3)  AA,  —  0,  so  können  wir  IJ  unter  folgende  Form  bringen: 

cos'g         [sin  [ttc  C Ct  l-1]       sin  [nb  B B,  \~{]1 
^~[ftakktl-i]%l    ttcCC,!-1  /rbBB,!-1     J' 

Es  soll  zunächst  nachgewiesen  werden ,  dass  diese  Ausdrücke  nie  0 
werden  können,  dass  also  auf  den  drei  Linien,  welche  senkrecht  zu  den 
Seiten  des  Dreiecks  sind,  das  Licht  nie  verschwinden  kann. 

Die  Parenthesen  haben  die  Form  a1  +  ß*  —  2a  ß  cos c.  Es  kann  dem- 
nach jede  der  Parenthesen  gedeutet  werden  als  das  Quadrat  der  dritten 
Seite  eines  Dreiecks,  dessen  andere  Seiten  a,  ß,  den  Winkel  c  einschliessen. 

Nun  kann  aber  eine  solche  dritte  Seite  eines  Dreiecks  nur  dann  ver- 
schwinden, wenn  entweder  a)  a  =  /?,  c  =  0  oder  b)  a  =  ß  —  0,  was  über- 
haupt hier  nicht  möglich  ist,  da  a  =  1  ist  Die  Bedingung  a)  wird  für  Ic 
erfordern  BB1  =  0.  Dann  wird  aber,  weil  CC,  =  0  ist,  nothwendig  auch 
A  At  =  0,  der  Strahl  überhaupt  nicht  gebeugt,  also  Ic  kann  nicht  gleich  Null 
werden. 

Für  Ib  müsste  nach  Bedingung  a)  für  Ib  — 0  sein  CC,  =  0,  also 
wiederum,  damit  BB,  =  0  auchAA,  — 0,  giebt  es  hier  überhaupt  keine 
Beugung.  Die  Bedingung  b)  kann  hier  auch  nicht  angewendet  werden.  Bei 
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Ia  kann  ein  Verschwinden  nach  der  Form  des  Ausdrucks  nicht  gedacht 
werden. 

Dieselben  Bemerkungen  auf  den  allgemeinen  Ausdruck  I*  übertragen, 
geben  dann,  wenn  dunkle  Punkte  gesucht  werden,  da  A  A,  wegen  der  Form 
Ia  nicht  =  0  gesetzt  werden  kann,  nach  der  Bedingung  b)  die  Orte  für 
1  sb  0,  wenn  gleichzeitig  gesetzt  wird 

sinfrcCQl-1]  _         sinlWbBB,!-1] 
ttcCC^I-1      —  °  '       TrbBB.l-4 
Für  I  —  0  muss  also  gleichzeitig  sein 

ttcCCjI-1—  ±  n*r  ,  TrbBB,!-1—  +  m^r 
oder 

CC,  -  +  -Bi  ,  BB,  -  +  Hl. 

1        —    c  f        ~"    c 

Dunkle  Stellen  giebt  es  also  nur  an  einzelnen  Punkten. 

Beachten  wir  ferner,  dass  die  Ic,  Ij,,  Ia  relative  Max.  sind  im  Vergleich 
zu  den  Werthen  von  I9,  die  man  erhält,  wenn  man  CC„  BBt,  A  A,  zunehmen 
lässt,  wie  man  durch  eine  einfache  Rechnung  erhält,  so  wird  man  Folgendes 
finden : 

Das  Bild  besteht  aus  einem  sechsseitigen  ganz  hellen  Stern,  auf  dessen 
Seiten  die  Intensität,  vom  Scheitelpunkt  an  gerechnet,  nach  den  Formeln 
lo  hi  Ia?  abnimmt.  Ferner  ist  die  ganze  Erscheinung  unterbrochen  von 
dunklen  Punkten ,  die  auf  Streifen  liegen ,  welche  dem  Stern  parallel  sind. 
Nirgends  ist  sonst  vollkommene  Dunkelheit. 


6.     Die  Beugungsöffnung  ist  ein  Kreis. 

Fig.  86. 


T 


/9 


Um  eine  kreisförmige  Oeffnung  für 
die  directen  Strahlen  zu  behalten,  müs- 
sen wir  annehmen,  dass  dieselben  senk- 
recht auf  die  Schirmebene  fallen.  Unter 
dieser  Annahme  verschwinden  alle  die 
Entfernungen,  die  im  Obigen  mit  einem 
a,  welches  nur  einen  unteren  Index  hat, 
bezeichnet  sind,  ferner  ist  %  =  0. 

Den  Kreis  denken  wir  uns  zunächst 
als  ein  solches  regelmässiges  Vieleck, 
das  wir  in  lauter  symmetrische  Parallel- 
trapeze zerlegen  können,  deren  parallele 
Seiten  senkrecht  zur  Schnittlinie  NN" 
der  Schirmebene  mit  der  Beugungsebene 
stehen. 

Uebertragen  wir  darnach  zunächst 
die  Formeln  von  3.  auf  A  B  D  C  (Fig.  86). 
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Es  ist  mit  Hülfe  der  an  der  Figur  angegebenen,  dem  Früheren  entsprechen- 
den Bezeichnung 

a/  **=  ß  sin  i//,  a/  —  (ß  -+-  b  sin  g>)  sin  t/>, 

aIf  =■»  (^  -|-  a)  sin  ^;,    a/  — =  (ß  +  a  —  b  sin  gp)  sin  1//,  also 

a/  —  a/  «a/  —  a/  »-■  —  b  sin  q>  sin  ^  *■»  a<*— 2>  ™  a<3— *>, 

a/  +  a/~  (2[/S  +  a]  —  b  sin  g>)  sin  i//  a<4+*> 

a,'  +  a/  —  [20  +  b  sin  <p]  sin  y>  —  a***1), 

a/  —  a/ — »asin^;— =a^_l>  —a/  —  a,'. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  3.  ein,  so  erhalten  wir  mit  Benutzung  der 
in  4.  gebrauchten  trigonometrischen  Formeln 

^  A sin[yrbsiny  sinxp]l~l 

rSS^(a  —  b  sin^sim/fl""1  *      jrbsingp  sint/;l-1 

sin  \tc  (a  —  b  sin <p)  sin tp  1 "!]  cos  [n  (2ß  •+-  a)  sint// 1  - l] , 

«  ,      A sinjWbsiny  sunftl""1] 

^  r      7c(a  —  bsinqp) sint/zl""1  '      /rbsiny  sini/;l-1 

sin  [n  (a  —  b  singt)  sint// l~l]  sin  [ft(2ß  +  a)  sint// 1— *]f 

wo  nur  noch  der  Factor  A  hinzugefügt  ist,  der  bedeutet  die  Vibrations- 
intensität des  durch  die  trapezförmige  Oeffnung  gehenden  Lichtes,  für  den 
im  Obigen  1  gesetzt  ist. 

Mit  Benutzung  dieser  Werthe  ergiebt  sich 

P~(2vr)*  +  (2vJ)* 

A1  sin*  [ygb  sin q>  sin  \p  1  ~!]     sin*  \n  (a  —  b  sin  q>)  sin  tp  1 ~!] 

[nb  sinqp sin?/;!"1]1     "      [*r(a —  bsinyjsin^l-1]* 
Statt  der  Grössen  A,  b,  a  sollen  nur  Grössen  eingesetzt  werden,  die 
sich  auf  den  Kreis  oder  vielmehr  auf  das  Vieleck  beziehen.  Bezeichnen  wir 
mit  1  die  Vibrationsintensität  des  Lichtes  durch  den  ganzen  Kreis,  so  ist 
zunächst  nach  den  auf  der  Figur  zu  ersehenden  Bezeichnungen 

Ka  +  c)FG 
7t  r* 
Nennen  wir  n  die  Anzahl  der  Ecken  des  regelmässigen  Vielecks,  so 
erhalten  wir  folgende  Gleichungen : 

Z-SM/u  =  y,^SMA  — -,Z.AM/u  —  Z.MAF  —  q>—  -, 

(7t\  7t 

<p J,  b  —  2r  sinZ-SMA  —  2rsin— ,  c=a — 2bsinqp. 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  Formel  für  P  giebt 

16      ,      ..TT         -  n  sinar7r.2rsin(7r:n)sinflpsint//l— ll 

I1  —  —z  cos*g>  sin*  —  .  cos* f— ^ — .    .       x  : ■*-. — ,  T  n>J  x 

7r*        *         n  n     \7t .  2r  sin(7ir:n)smg>  sini/u- 1]1 

sin*  [tc  .  2  r  cos(tt  ;  n)  cos  q>  sin  \fß\  —l] 
[7r.2rcos(7r:n)cosqpsini/;l""1]1 
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Fig.  87. 


Will  man  daraus  die  Gesammtintensität  berechnen,  so  ist  nur  nöthig, 
diese  Werlhe  für  alle  cp  zu  addiren.  Die  numerische  Rechnung  für  irgend 
ein  n  giebt  dann  die  Entfernung  der  dunklen  Ringe  von  einander;  denn 
dass  wir  dunkle  concentrische  Ringe  finden  müssen,  ist  selbstverständlich. 
Die  hier  in  Formel  angedeutete  Rechnung  ist  von  Schwerd  für  n  =-*  180 
ausgeführt  worden. 

7.     Thorie  der  Beugung  nach  Fresnel. 

Wenn  auch  im  Vorhergehenden  die  hauptsächlichsten  Beugungs- 
erscheinungen theoretisch  erörtert  sind,  so  erübrigt  doch  noch  hier  anzu- 
führen die  Theorie  derselben,  wie  sie  von  Fresnel*)  zuerst  gegeben  worden 
ist  für  den  Fall,  dass  der  leuchtende  Punkt  nicht  unendlich  weit  entfernt  ist. 

Bedeute  C  (Fig.  87)  den  leuchtenden  Punkt  und  A 
die  Projection  der  einen  Kante  eines  undurchsichtigen 
Schirmes,  dessen  Grenze  nach  der  anderen  Seite  so  weit 
von  C  entfernt  ist,  dass  sie  unberücksichtigt  bleiben 
kann.  Hinter  diesem  Schirme  befinde  sich  die  Ebene, 
auf  der  die  Lichtwellen  aufgefangen  werden.  Es  sei 
CA  =  a,  AB— =b.  Wir  nehmen  nun  zuerst  nach 
Fresnel  nicht  Rücksicht  auf  eine  andere  Dimension,  als 
die  der  Figurebene,  so  dass  wir  also  als  Wellenfigur 
Kreise  nehmen,  deren  Hittelpunkte  in  C  liegen,  und 
untersuchen  die  Interferenz  in  einem  Punkte  P,  dessen 
Abstand  von  B  mit  |  bezeichnet  werde.  H  sei  der  Punkt, 
in  dem  die  Welle,  welche  an  A  ankommt,  von  der  Linie  CP  geschnitten 
wird.  Wir  zeichnen  nun  um  P  mit  einem  Halbmesser  gleich  PH  einen 
Kreis,  der  die  ankommende  Welle  vorstellt,  theilen  die  Welle  AMI  in 
kleine  Stücke  von  der  Grösse  dx  und  bezeichnen  die  Entfernungen  eines  sol- 
chen Theiles  von  M  nach  rechts  mit  +  x  und  nach  links  mit  —  x.  In  P 
kommen  dann  zur  Interferenz  alle  Wellen ,  deren  Phasen  die  betreffenden 
ns  sind,  also  Schwingungen,  die  bestimmt  sind  durch  Ausdrücke  von  der 
folgenden  Form: 

d  x  sin  2  7r  f -= =-]. 

Nach  §  226,  S.  143  können  wir  statt  dessen  setzen : 


v  sin  2rt  f -=•  j  und  —  v4  cos 2 7t  -«  , 


wo 


dxcos2/r 


ns 
T 


dxsin27r 


ns 
T 


*)  Pogg.  Ann.  30. :   „  Ueber  die  Diffiraction  des  Lichtes. u   Gehlere  Wörterbach 
„Undulation"  p.  1413,  von  Littrow. 
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ist,  so  dass  also  die  Oscülationsgeschwindigkeit  dieses  einen  Wellenstrahles 
gegeben  ist  durch 

l/(dxcos27r-y-)    -+-  [dxsin2*r-^J  . 

Die  Oscülationsgeschwindigkeit  der  sämmtüchen  in  P  zusammentreffen- 
den Wellen  ist  demnach 

\/\  /dxcos2*"T  +  r/dx«n2fr  "T. 

Die  Intensität  des  Lichtes  ist  also  dann 

/dxcos27T-T-     +       /dxsin2flr-j-    . 

Da  wir  näherungsweise  setzen  können 

Mnf       Msf       x*        x*  ,a  +  b 

B8— ir  +  2MP~5i  +  2b~|x  ITT' 
so  ist  unsere  nächste  Aufgabe,  zu  berechnen 

/»  xf(a  +  b)       .    fA     .       xa(a  +  b) 

/  dx  cos*r  — ^-ri — '  und   /  dx  sin n r\ — - . 

J  abl  •/  abl  s 

Setzen  wir 


^Li^-U'abodx-dsj/; 


abl 


2(a  +  b)' 
so  wird  es  sich  nun  handeln  um  die  Integrale 

/  ds  cos(4  tts*),    /  ds  sin(l  tts1), 
deren  obere  Grenze  —  oo  bleibt,  während  die  untere  wird 

Ein  Theil  unserer  Integrale  ist  bekannt,  es  ist  nämlich 

—  OO  —  OD 

/ds  cos  (1^8*)  =   /dasin^/rs*)»!. 

o  o 

Den  noch  übrigen  Theil  berechnet  Fresnel  durch  Näherung  und  zwar 

wie  folgt.   Hat  man  U  — =  /* Sds,  so  hat  man  für  die  beiden  Werthe  von  U, 
die  zu  s  +  h  und  zu  s  —  h  gehören ,  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz 
IT_i_5Ul>    i    d%v        h*     ,    ö8ü      h»       ,  . 

ü  +  ^b+  87  '  Ü2  +  7?  IX8  +  -  UDd 

IT         SVh-A-d%V       X-         ffU       h'        , 


Hithin 


s-t-h 


—  2S.h+2^  1>2<3     +  .... 
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Nimmt  man  nun  die  beiden  Grenzen  s  +  h  und  s  —  h  nur  wenig  ver- 
schieden, also  h  sehr  klein,  so  genügt  bei  einer  numerischen  Rechnung  das 
erste  oder  wenigstens  die  beiden  ersten  Glieder  des  letzten  Ausdrucks.  Auf 
diese  Art  hat  Fresnel  eine  Tafel  der  Integrale  berechnet  zwischen  den  Gren- 
zen 0  bis  0,1  0,2,  0,3  bis  5,5.  Um  nun  mittelst  dieser  Tafel  die  Lichtstärke 
zu  finden,  für  eine  gegebene  Lage  des  Punktes  P,  muss  man  das  dem  P 
entsprechende  x  berechnen  nach  der  Proportion  § :  x  **=  a  +  b :  a  und  dann 
das  diesem  x  zugehörige  s.  Man  nimmt  dann  aus  der  Tabelle  die  für  diese 
Grosse  berechneten  Integralwerthe,  vermehrt  sie  um  i,  addirt  die  Quadrate 

abl 
der  so  erhaltenen  Zahlen  und  multiplicirt  dann  mit  — — -n ;  denn  es  ist 

2(a+b)' 

nach  dem  Obigen 

T  Ca  x'(a  +  b)1a   t  f   PA     .       xf(a  +  b)-|'  abl 


2(a  +  b) 


TT  X 


i     I  dscosCi^rs*)     +     ^d  ssin(i7rs*)     i. 


8*    Anwendung  der  obigen  Formeln  für  eine  schmale 

Oeffnung. 

Die  Intensität  des  Lichtes  in  P  (die  Figur  88  ist  nach  dem  Obigen 
klar)  ist 

Nach  der  oben  erwähnten  Tafel  berechnet  man  darnach  für  gegebene 
£  die  Intensität,  nur  hat  man  noch  zu  achten  darauf, 
ob  P  so  liegt,  dass  man  M  zwischen  A  und  G  oder 
ausserhalb  A  und  G  hat. 

Wollte  man  noch  die  Länge  der  betreffenden 
Oeffnung  berücksichtigen,  so  hätte  man  oben  zu 
schreiben  als  Intensität 


//dxdycos2*r  -y 


und  darnach  ns  zu  bestimmen. 

Die  angedeutete  Integration  kann  aber  nur  benutzt  werden  mit  Zu- 
grundelegung der  erwähnten  Tafel  bei  einfachen  Figuren,  wie  Kreis,  Rechteck. 

Die  Ausführung  für  eine  kreisförmige  Oeffnung  wird  nun  wie  folgt 
vorgenommen : 

Man  theile  den  Kreis  in  unendlich  viele  concentrische  Ringe  und  nenne 
den  inneren  Halbmesser  eines  dieser  Ringe  r  und  den  äusseren  r  +  dr,  so 
dass  also  für  kleine  dr  dessen  Oberfläche  2 n  r  dr  ist.  Nach  der  ersten  oben 
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27rrdrsin2/r 


angegebenen  Formel  ist  dann  die  Vibration  des  Lichtes  von  einem  solchen 
kleinen  Ring  bestimmt  durch 

/  t        ns\       ft       ,     .   0     / 1        .      a  +  b' 

Mithin  ist  die  Schwingung  im  Mittelpunkt  diejenige,  welche  hervor- 
gebracht wird  von  der  Gesammtheit  dieser  Ringe.  Ist  demnach  R  der  Halb- 
messer der  Oeffnung,  so  ist  die  Schwingung  im  Centralpunkt  bestimmt  durch 


f\n 


J  •       A  f      t  1       *  3   +  ^ 

rdrsin27r  I  7p  — ir*  — — 


abl 


2abl    .   0    D 
sin  2  7t  R 


,a  +  b  . 
1       — sin  2  TT 


(t-«- 


a-f-b' 


a+b"        ""   4abl™'"'VT       "   4abi7' 
Die  Intensität  des  Lichtes  im  Mittelpunkt  ist  daher 


I 


Fig.  89. 


Beugung  durch  ein  Stabgitter.    (§  371.) 

1.     Allgemeine    Gleichung    für    die   Beugung   durch   eine 
Reihe  congruenter  und  gleichweit  von  einander  ent- 
fernter Oeffnungen. 

Seien  A,  Af,  A"  (Fig.  89)  die  sich  entsprechenden  Eckpunkte  der  n  + 1 
Oeffnungen,  deren  gegenseitige  Entfernung  e  ist,  und  sei  fi  der  Winkel  der 
Verbindungslinie  dieser  Punkte  mit  NN',  so  ist  die 
Entfernung  dieser  Punkte  von  der  Normalebene 
der  einfallenden  Strahlen  unter  Beibehaltung  der 
Bezeichnung  des  vorigen  Paragraphen  allgemein        ^      k  \tf 

durch 

ar  =*=  ß  sin  q  sing  +  re  sin  y.  sin^ 
und  die  Entfernung  derselben  Punkte  von  der  Nor- 
malebene auf  die  Beugungsstrahlen  durch 

ar«*  Q?  üuq9  sinxfj  +  re  sin  §if  sin  xp 
ausgedrückt,  wo  für  die  verschiedenen  Oeffnungen  |y 

r  alle  Werthe  von  0  bis  n  hat 

Da  nun  alle  Oeffnungen  einander  congruent 
sein  sollen  und  die  einfallenden  sowie  die  gebeug- 
ten Strahlen  alle  einander  parallel  sind,  so  sind  die  Resultanten  aller 
Strahlenbündel  durch  die  einzelnen  Oeffnungen  einander  gleich  und  eine 
Verschiedenheit  kann  nur  in  Bezug  auf  den  Gang  stattfinden.  Dieser  Unte- 
schied  hängt  ab  von  dem  der  Wege,  welche  die  entsprechenden  Elemente 
der  verschiedenen  Strahlenbündel  von  der  Normalebene  der  directen  bis  zu 
der  der  gebeugten  Strahlen  zurückzulegen  haben. 


Klein,  Theorie  der  Elasticitftt  etc. 
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Diese  Unterschiede  sind 

(af  —  a{)  —  (ar  —  at)  =■=  r  e  (sin  /*'  sin  \p  —  sin  (i  sin  #). 
Ist  nun  die  Resultante  des  ersten  Strahlenbündels  in  der  Normalebene 
des  gebeugten  Strahles 

U,  — Vsin(2/r^-j^-i)  =  Vsin(a-i), 

so  haben  die  Resultanten  der  übrigen  Strahlenbündel  in  derselben  Ebene 
folgende  allgemeine  Form: 

Ur  «=  V  sin  [a  —  i  —  r  2 7t  e  (sin /t'  sin  ip  —  sin^u  sin^)  l""1] 

—  V  [sin  a  —  i  —  rc], 

wenn  e  —  27te  (sin/t'  sin  i//  —  sin (i sin x)  l"*1  gesetzt  wird. 

Diese  sämmtlichen  Resultanten  haben  dasselbe  V  und  ihre  gleich- 
zeitigen Phasen  bilden  eine  arithmetische  Progression,  mithin  ist  nach 

§  226.  C. 

^,_T       ..sin  |"(n  +  l)7re(sinu'sini//  —  sinMSinyH-1!   .    /  n   \ 

2Ur=V ^i — ,.,.     ,         • "  xl    n     Jsin(a—  l  —  -^e . 

sin  \n  e  (sin  p  sm  xp  —  sin (i  sin %)  1— ' J  \  2   / 

Die  Intensität  des  gebeugten  Lichtes  aller  n  +  1  Oeffnungen  ist  daher 

|2 y2  sin2  [(n  + 1)  n e  (sin  p?  sin  xp  —  sin  p  sinx)  l""1] 

sin2  \n  e  (sin  /*'  sin  xp  —  sin  fi  sin  x)  l""1]       ' 
wo  nun  V3  die  Intensität  des  gebeugten  Lichtes  einer  einzigen  Oeffnung 
darstellt. 

Das  I2  kann  auf  folgende  Form  gebracht  werden 

p  =  (p  |   jva  y»  siPä  [(n  +  D  *r  e  (sin  tf  siq  xp  —  sin  f.t  sin^)  1-'] 

(n  + 1)2  sin2  [n  e  (sin  p!  sin  xp  —  sin  fi  sin  x)  1_1]  * 

In  diesem  Ausdruck  ist  [(n  +  1)  V]2  die  Intensität  des  Lichtes  durch 
eine  Oeffnung  mit  dem  Quadrat  der  Anzahl  der  Oeffnungen  und  kann  also 
angesehen  werden  als  die  durch  die  Anzahl  der  Oeffnungen  verstärkte  In- 
tensität des  gebeugten  Lichtes  einer  einzigen  Oeffnung. 

Der  zweite  Factor,  der  nun  mit  P2  bezeichnet  werde,  enthält  nichts, 
was  sich  auf  die  Gestalt  und  Grosse  der  Oeffnungen  bezieht,  sondern  ist 
nur  abhängig  von  der  Anzahl  und  Lage  der  Oeffnungen,  gilt  demnach  für 
eine  Reihe  von  Oeffnungen  von  einer  beliebigen  Gestalt  und  Grösse.  Der 
erste  Factor  bildet  also  die  Grundlage  des  Bildes,  der  zweite  wird  nur  dieses 
Bild  verändern,  indem  er  an  bestimmten  Steilen  die  dem  ersten  Factor  ent- 
sprechende Lichtmenge  entweder  nur  vermindert  oder  ganz  aufhebt. 


9«     Die  Untersuchung  des  Factors  P2. 

Die  Aenderung  des  ursprünglichen  Bildes  ist  nach  der  vorigen  Nummer 
abhängig  von  dem  Factor  von  I2,  d.  i.  von 

pa sin2  [(n  +  1)  7te  (sin//  sin  xp  —  sin/4  sinx)  1""[] 

(n  + 1)2  sin2  [Vre  (sin/i'  sin  xp  —  sin/*  sin*)!-1] " 
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1)  Der  Factor  ist  periodisch;  denn  es  gelten  die  folgenden  Gleichungen: 

sin*  [(n  + 1)  fte  (sinp'  sin xp  —  sin^  sin^)  1  ~l] 
*=» sin*  [(n «+•  1)  {/re(sinji'sini// — sinjisin%)l-1  +  mar}], 
sin*  [ne  (sin/u'  sinxp  —  sin /u  sing)  1~"!] 
-=sinf  [/refainji'sini/; —  sinpsin%)  1~!  +  wn]. 
Wenn  mithin  e  (sin^' Änxp  —  sin^  sin%)  zu-  oder  abnimmt  um  m  1, 
d.  h.  wenn  der  Gangunterschied  von  zwei  aufeinander  folgenden  Strahlen- 
bündeln um  eine  ganze  Anzahl  von  Wellenlängen  zu-  oder  abnimmt,  erhält 
Ps  wieder  denselben  Werth.  Innerhalb  einer  solchen  Periode  ist  die  eine 
Hälfte  der  Werthe  von  P*  der  anderen  gleich  und  symmetrisch,  denn  es  ist 
sin^n  +  lMmTt  +  i/r  —  y)J  —  sin*  [(n  +  l)(m*  +  i  * +  y)], 
sin*  [mar +  4  TT  —  y]  =»sinf  (m7r  +  4  7r  +  y). 

2)  Es  ist  P1  —  1,  und  damit  I*  —  [(n  +  1)  V]*,  also  ist  die  Intensität 
die  durch  die  vielfachen  Oeffnungen  verstärkte,  wenn  gilt 

ne  (sinp'  sin  xp  —  sinp  sinj)  1~!  — =  +  m/r ,  m  ■■=  0, 1, 2, 3, . . . . ; 
denn  für  einen  unendlich  kleinen  Werth  von  q>  ist 
sin  (n  +  1)  (m  n  +  q>)  — ■  sin  [(n  + 1)  m  n  +  (n  +  1)  <p]  =  +  (n  -f"  1)  <p> 
(n  +  1) sin  (m7T  +  qp)  —  +  (n  +  1)  qp, 

ak0  p»  _  r(B + 1}  *T  - 1 

[fn  +  DqpJ 
für  alle  qp,  die  unendlich  wenig  von  +  mn  verschieden  sind. 

Nach  dem  in  1)  Gesagten  erreicht  demnach  der  Factor  P*  seine  Maxima, 
wenn  der  Gangunterschied  von  zwei  aufeinanderfolgenden  Strahlenbündeln 
einer  ganzen  Anzahl  von  Wellenlängen  gleich  ist.  Diese  grössten  Werthe 
von  P*  heissen  Maxima  zweiter  Classe.  Dass  wirklich  die  hier  ange- 
gebenen Werthe  von  Ps  die  grössten  Werthe  von  P*  sind,  erhellt  daraus, 
dass  der  sin.  des  mfachen  Winkels  nie  grosser  werden  kann,  als  das  mfache 
des  sin.  des  einfachen  Winkels. 

3)  Es  ist  F  =  0  und  damit  P»0,  also  die  Intensität  des  Lichtes  bis 

zu  0  geschwächt  durch  mehrere  Oeffnungen,  wenn 

(n  +  1)  ne  (sin/u'  sin  xp  —  sin^u  sinj)  1~!  =  ±  m7r, 
oder 

n  e  (sin /u'  sin  xp  —  sin/u  sinx)l""!  =  +  .  n 

ist,  mit  Ausnahme  derjenigen  Fälle ,  für  welche  — —  eine  ganze  Zahl  ist ; 

n  •+-  1 

denn  diese  Fälle  gehören  zu  2),  also  zu  Max.  von  Ps.  Diese  Minima  von  P* 

heissen  die  Minima  zweiter  Classe. 

4)  Von  Interesse  ist  ferner  der  Fall ,  wo  der  Zähler  von  P1  «=  1  wird. 

Dies  geschieht,  wenn 

(n  +  1)  ne  (sin/u'  sint/;  —  sin  ^  sin  x)  l^1  ■=  +  (m  +  */*)  **> 
oder 

(n  +  1)  e  (sin y!  sin  xp'—sinp  sin#)  =  +  (2m  +  1)  -5- 
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ist,  d.  h.  wenn  der  (n  +  l)fache  Gangunterschied  von  zwei  auf  einander 
folgenden  Strahlenbündeln  einer  ungeraden  Anzahl  von  halben  Wellen- 
längen gleich  ist.   Diese  kleineren  Maxima  von  P*,  welche  geben 


P1  — 


(n  +  1)  sin 


(m  +  i)  7t 
n  +  1 


,  also  I: 


(m  +  i)  it 


sin 


n  +  1 


Fig.  90. 


heissen  Maxipia  dritter  C lasse,  deren  kleinster  Werth  offenbar  P^V1 
ist,  also  gleich  der  Intensität  durch  eine  Oeffoung. 

Um  endlich  die  zu  beobach- 
tende Erscheinung  leicht  aus  den 
Formeln  ableiten  zu  können,  be- 
darf es  nur  noch  einer  Projection 
der  Veränderung  der  Erscheinung 
von  (n+1)1  V2,  die  hervorgebracht 
wird  durch  den  Factor  P1.  Ana- 
log den  Constructionen  zu  den 
vorigen  Paragraphen  legen  wir 
unserer  jetzigen  die  Schinnebene 
und  eine  darüber  gezeichnete  Halb- 
kugel zu  Grunde  (Fig.  90)  und  be- 
dienen uns  derselben  Bezeichnungen  wie  vorhin«  Es  ist  also  NH  die 
Richtung  der  directen  und  NT  die  der  gebeugten  Strahlen.  Durch  N  ziehen 
wir  Ne  ||  AA'A"  und  legen  dann  durch  H  und  T  Ebenen  J_  Ne,  welche 
die  Ne  in  E  und  Et  treffen.   Es  ist  dann  wie  §  370,  4. 

EE,  =  sin  jti' sin  t/s  —  sin ^u  sing, 
mithin  ist 


sina[(n  +  l)rceEE,l-i] 
(n  +  l^sin^TreEE.l-1]' 


Die  Maxima  zweiter  Classe  treten  also  ein  nach  2),  wenn 

1 

7te  E Et  M  =  ±  mn  oder  EE,  =  +  — 

e 

ist.    Auf  den  hierdurch  bestimmten  Kreisumfölngen,  deren  gegenseitiger 

Abstand  — -  ist,  wird  also  das  durch  die  Anzahl  der  Oeffnungen  verstärkte 

Licht  unverändert  bleiben,  denn  es  ist  daselbst  I1  =  (n  +  l)s  V*. 
Für  die  Minima  der  zweiten  Classe  ist  nach  3) 

-r  7t.  oder  EE.  =  +  — —  — . 

e 


TreEEjl-1—  + 


n  +  1  ~,  i       —n  +  1 

Diesen  Werthen  entsprechen  wieder  den  obigen  parallele  Kreise,  deren 


gegenseitiger  Abstand 


1        1  .. 

TT  —ISt. 

n  +  1   e 


Auf  diesen  Halbkreisen  befinden  sich  die  Minima  zweiter  Classe.  Hier 
wird  durch  mehrere  Oeffnungen  die  Lichterscheinung  völlig  aufgehoben, 
also  erscheint  das  Bild,  welches  im  Uebrigen  gerade  so  geformt  ist,  wie  es 
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erscheinen  würde  bei  einer  Oeffnung,  von  dunklen,  einander  parallelen 
geraden  Linien,  den  Projecüonen  der  Halbkreise,  durchschnitten. 
Für  die  Maxima  der  dritten  Classe  ist  nach  4) 

weEE,l-«=  +^L2  «,  oderEE,-  +  ^±lll  1. 
1  —  n+ 1  "~    n  + 1     e 

Die  gegenseitigen  Abstände  der  hierdurch  bestimmten  Halbkreise  sind 

72  1 

n  +  1   e' 
Aus  diesen  Formeln  können  nun  folgende  allgemeine  Gesetze  ge- 
schlossen werden : 

A)  Die  Lage  der  Maxima  zweiter  Classe  ist  unabhängig  von  der  Anzahl 
der  Oeffhungen,  während  das  Maximum  der  Lichtintensität  im  quadratischen 
Verhältniss  zunimmt. 

B)  Die  Minima  der  zweiten  Classe  sind  von  der  Anzahl  der  Oeffhungen 
abhängig;  je  mehr  Oeffhungen,  desto  näher  an  einander  liegen  sie. 

C)  Die  Maxima  der  dritten  Classe  sind  auch  von  der  Anzahl  der  Oeff- 
nungen abhängig  und  sind  dieser  Anzahl  proportional. 

3.    Anwendung  auf  specielle  Fälle. 

Alle  Beugungsbilder  von  mehreren  gleich  geordneten  congruenten 
Oeffnungen  unterscheiden  sich  demnach  in  der  allgemeinen  Form  nicht  von 
den  durch  eine  derartige  Oeffnung  hervorgebrachten,  nur  werden  sie  vor 
Allem  durchzogen  von  dunklen  Streifen  parallel  der  Verbindungslinie  dieser 
Oeffnungen.  Diese  Geraden  entsprechen  den  Minimis  der  zweiten  Classe. 
Haben  wir  mehrere  Reihen  congruenter  beugender  Oeffnungen  neben- 
einander, so  kommen  selbstverständlich  zu  den  dunklen  Streifen,  die  den 
Verbindungslinien  der  Oeffnungen  der  ersten  Reihe  entsprechen,  noch 
dunkle,  unter  sich  parallele  Gerade,  welche  die  ersteren  schneiden  und  von 
den  anderen  Reihen  congruenter  Oeffhungen  verursacht  werden. 

A)  Haben  wir  zwei  neben  einander  liegende  paralellogrammförmige 
Spalte,  also  n  +  1  =  2,  durch  die  das  Licht  gebeugt  wird,  so  verwandeln 
sich  die  allgemeinen  Ausdrücke  der  vorigen  Nummer  in  die  folgenden : 

1)  Die  Maxima  der  zweiten  Classe  befinden  sich  bei 

o   +!   +ü  +!! 

U  '  -  e  '  -   e  '  -   e ' 

2)  die  Minima  der  zweiten  Classe  bei 

+  11   +  11   +  11   +  11 

^  2    e  ,:t  2    e  ,:t  2    e  ,:t  2    e ' 

also  giebt  es  in  der  Mitte  zwischen  den  Maximis  der  zweiten  Classe  dunkle 

Streifen, 

3)  die  Maxima  der  dritten  Classe  bei 

+11      11      11 
—  4    e    '    4    e    '    4    e 


. .  •  • 


Diese  aber  sind,  weil  sie  den  ersten  zu  nahe  liegen,  nicht  bemerkbar. 
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Für  ein  sogenanntes  Stabgitter  müssen  wir  n  +  1  sehr  gross  nehmen 
und  die  einzelnen  Oeffnungen  parallelogrammförmig  voraussetzen. 

B)  Sei  dann  der  Einfachheit  wegen  die  Schirmebene  senkrecht  zu  den 
einfallenden  Strahlen,  so  ist  nach  1.  und  §  370,4. 

/ — -■—  sin  [yca  sin \fj  l"1]^2      /sin(n-|-  l)7resini//l-iy 

\  nrasin^l-1     /    '  \(n-f- l)sin7resin^l-y 

sin/raAA.l-V   /sin  (n  +  1)  TreEE,  l~l> 


=   n  +  1 


)'■ 


7raAAtl-1  /     \  TreEEjl-1 

Selbstverständlich  sind  hier  Maximd  der  zweiten  Classe  an  denselben 
Stellen  wie  oben,  da  deren  Ort  nach  2.  A)  unabhängig  von  der  Anzahl  der 
Oeffnungen  ist, 

—  e     —  e     —  e 
Die  Orte  der  Minima  der  zweiten  Classe  finden  wir  z.  B.  für  n  -+- 1 
— 1000. 

+  0,0001  -  ,  +  0,0002  - ,  +  0,0003  -, 
—  e  e     —  e 

bis  wieder  ist 

m     j,  _        1 


—  1000  e        —  e 

also  bis  m  «=  1000  ist.    Die  Entfernung  dieser  Minima  sind  0,0001  — , 

e 

also  sehr  nahe  beisammen. 

Zwischen  diesen  ausgezeichneten  Werthen  liegen  die  Maxima  der 
dritten  Classe  bei 

0,00005  -,0,00006-, 

e  e 

Es  liegen  mithin  zwischen  zwei  benachbarten  hellen  Streifen,  also  z.  B. 

zwischen  0  und  — ,  sehr  nahe  eine  grosse  Menge  dunkler  Stellen,  zwischen 

denen  nur  ganz  lichtschwache,  also  unbemerkbare  Lichtstreifen  enthalten 
sind,  so  dass  wir  für  ein  Stabgitter  nur  getrennte  helle  Linien  im  homogenen 
Licht,  dessen  Wellenlänge  1  ist,  unterscheiden  können,  deren  Intensitäten 
abnehmen,  wenn  sie  weiter  vom  nicht  gebeugten  Strahl  abliegen. 

Nehmen  wir  daher  statt  des  homogenen  Lichtes  zusammengesetztes, 
so  erzeugt  eine  jede  einzelne  Farbe  ihr  eigenes  Bild,  die  alle  einander  ähn- 
lich concentrisch  und  ähnlich  liegend  sind.  Die  rothen  Bilder  sind  die 
grössten  und  liegen  am  weitesten  von  der  Mitte  entfernt,  die  violetten  am 
kleinsten  und  der  Mitte  am  nächsten.  Fehlt  dem  Lichtpunkt  ein  Wellen 
system  von  einer  gewissen  Wellenlänge,  so  fehlt  auch  das  entsprechende  Bild. 
Sind  nun  die  Oeffnungen  in  gehöriger  Anzahl  vorhanden,  so  sind  die  ein- 
zelnen farbigen  Streifen  ganz  von  einander  getrennt  und  man  erhält  also 
dann  Farbenspectren  mit  den  betreffenden  dunklen  Linien. 


\ 
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Erklärung  der  doppelten  Brechung.*)    (§  373.) 

1.  Cauchy's  Annahme  über  Anordnung  der  Aetherraoleküle. 

Die  Annahme  von  Cauchy,  welche  im  Lehrbuch  auseinandergesetzt  ist, 
widerspricht  nach  den  Rechnungen  von  Briot  der  Erscheinung. 

Nehmen  wir  einen  Krystall  des  regulären  Systems,  so  lehrt  uns  das 
Experiment,  dass  ein  Lichtstrahl,  der  durch  denselben  in  jeder  beliebigen 
Richtung  gegangen  ist,  nicht  eine  Spur  von  Polarisation  zeigt;  es  verhält 
sich  demnach  ein  Krystall  dieses  Systems  gegen  das  Licht  wie  ein  Glasstück, 
in  welchem  offenbar  der  Aether  keine  regelmässige  Anordnung  hat.  Wenn 
aber  der  Aether  krystallisirt  wäre,  so  könnte,  wie  nun  bewiesen  werden  soll, 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  nicht  nach  allen  Richtungen 
dieselbe  sein  und  müsste  das  Licht  beim  Durchgang  durch  den  Krystall  po- 
larisirt  werden. 

Nehmen  wir,  dieser  Hypothese  entsprechend,  die  Aethermoleküle  in 
Reihen  vertheilt  an,  welche  drei  auf  einander  rechtwinkligen  Geraden,  die 
wir  zu  Coordinatenaxen  nehmen ,  parallel  sind,  so  reduciren  sich  die  Sum- 
men, welche  in  den  Gleichungen  der  Schwingungsbewegung  §  279  vor- 
kommen, auf  drei  von  einander  verschiedene  Werthe,  die  wir  kurz  mit 
g,  h,  h'  bezeichnen.  Es  werden  nämlich  nach  den  in  §  279, 6.  eingeführten 
Bezeichnungen  für  die  Grössen  unter  (1.)  und  (3.)  zu  setzen  sein  2  g  und  2  h. 
Die  dort  unter  (2.)  aufgeführten  Werthe  können  aber  nun  nicht  mehr  aus 
denen  unter  (3.)  stehenden  abgeleitet  werden,  da  das  Coordinatensystem 
nicht  behebig  genommen  werden  darf.  Wir  setzen  deshalb  jetzt  statt  der 
Werthe  (2.)  die  Abkürzung  6  h'  und  erhalten  dann  statt  der  allgemeinen 
Gleichungen  mit  den  Vernachlässigungen,  wie  sie  §  279,  5.  vorgenommen 
worden  sind ,  folgende  Differentialgleichungen : 

^«(g+h)y+^+^)+3(h'-h)|i 


+  2h 


ö1! 


+57»  +  57^)' 


Die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  ebenen  Wellen  werden  dann 
(§279,(9.)  oder  (10.)),  wenn  wir  der  grösseren  Deutlichkeit  wegen  fürm,  n,  p 

*)  Briot,  Mathematische  Theorie  des  Lichtes,  übers,  von  Klinkerfuss,  Leipzig. 
Beer,  Einleitung  in  die  höhere  Optik,  Braunschweig. 
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setzen  cosa,  cosb,  cosc,  wo  also  nach  §  225.  a,  b,  c  die  Winkel  sind,  welche 
die  Normale  zur  Wellenebene  mit  den  Coordinatenaxen  bildet: 
c2A  =  A  (g+h  +  3(h' —  h)  cos2a)  +  2h  cosa  (Acosa  +  B  cosb +  C  cosc), 
c2B=B  (g+h  +  3(h'  —  h)  cos2b)  +  2h  cosb  (Acosa  +  B  cosb +  C  cosc), 
c*C  =  C(g-f  h  +  3(h'  —  h)  cos4 c)  -f-  2h  cos c  (A cosa  +  B cosb +C cosc). 

Bedenkt  man  dann  noch,  dass  A2  -f-  B*  -f-  C2  =  1  ist,  so  haben  wir 
vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  c2,  A,  B,  C,  aus  denen  im  Allge- 
meinen diese  Werthe  berechnet  werden  können.  Da  also  A,  B,  C  bestimmte 
Werthe  erhalten,  so  müsste  das  Licht  (§  279,  3.)  im  Allgemeinen  pola- 
risirt  sein.  Es  giebt  aber,  da  cos2  a  +  cos2  b  +  cos2  a  =  1  ist,  sieben  Rich- 
tungen, in  denen  das  Licht  nicht  polarisirt  ist,  nämlich  in  den  Richtungen 
der  drei  Kanten  und  in  den  der  vier  Diagonalen  eines  Cubus.  Macht  man 
z.  B.  cosa  =  1 ,  cosb  ==  cosc  =  0,  so  erhält  man  die  nichtpolarisirte 
Schwingung  A  =  0 ,  c2  =  g  +  h.  Wenn  cos2  a  =  cosfb  =  cos2c  =  i  ist, 
also  die  Wellennormale  mit  der  Diagonale  des  Cubus  zusammenfällt,  erhält 
man  die  transversale,  nichtpolarisirte  Schwingung 

Acosa  -+- B  cosb  +  Ccosc  =  0,  c  =  g  +  h'. 

Die  Gleichungen  gehen  über  in  die  für  isotrope  Mittel,  wenn  h'  =  h, 
d.  h.  wenn  die  für  derartige  Mittel  charakteristischen  Gleichungen  S.  267 
gelten ,  also  die  Wahl  der  Axen  ohne  Einfluss  ist. 

2.     Briot's  Annahme  und  die  daraus  gefolgerten 

Schwingungsgleichungen. 

Briot  (a.  a.  0.  S.  48)  giebt  seine  Annahme  in  folgenden  Worten: 
„Wir  betrachten  das  Aethermedium,  welches  einen  Krystall  durch- 
dringt, als  ein  dem  freien  Aether  analoges,  jedoch  durch  Anwesenheit  der 
ponderablen  Moleküle  modificirtes  Medium,  welche  Modification  wir  uns  auf 
folgende  Weise  vorstellen.  Dividirt  man  die  Länge  einer  Geraden  von  einer 
gewissen  Ausdehnung  durch  die  sehr  grosse  Zahl  der  Aethermoleküle,  welche 
auf  dieser  Geraden  liegen ,  so  erhält  man  den  mittleren  Abstand  der 
Aethermoleküle  in  dieser  Richtung.  Es  ist  klar,  dass  im  freien  Aether  der 
mittlere  Abstand  für  alle  Richtungen  derselbe  ist.  Es  liegt  nahe,  zu  denken, 
dass  die  Anwesenheit  der  ponderablen  Moleküle  diesen  mittleren  Abstand 
der  Aethermoleküle  modificirt,  und  zwar  nach  verschiedenen  Richtungen 
verschieden,  Denkt  man  sich  demnach  ein  isotropes  Mittel,  welches  mit  dem 
betrachteten  von  gleicher  Dichtigkeit  ist,  und  dass  dasselbe  nach  gewissen 
Richtungen,  welche  den  Linien  des  Krystalls  entsprechen,  auseinander  oder 
zusammengezogen  werde,  so  wird  man  den  Aether,  welcher  den  Krystall 
erfüllt,  dem  so  modificirten  isotropen  Mittel  anpassen  können.  In  der 
Wirklichkeit  ist  die  Dichtigkeit  des  Aethers  nicht  in  allen  Punkten  einer 
Zelle,  in  deren  Centrum  oder  in  dem  Rande,  die  nämliche,  wird  vielmehr 
nur  wieder  die  nämliche  an  den  homologen  Punkten  der  verschiedenen 
Zellen ;  wir  vernachlässigen  einstweilen  diese  periodischen  Ungleichheiten 
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in  der  Verkeilung  des  Aethers  und  sobstituiren  für  die  periodische  wirk- 
liche Anordnung  den  erwähnten  mittleren  Zustand.  Wir  dürfen,  wie  gesagt, 
voraussetzen,  dass  dieser  mittlere  Zustand  der  Formveränderung  eines  iso- 
tropen Mittels  derselben  Dichtigkeit,  welches  nach  gewissen,  durch  die 
Linien  des  Krystalles  bestimmten  Richtungen,  ausgedehnt  oder  zusammen- 
gezogen wurde,  entsprungen  sei." 

Nach  den  Lehren  der  Elasticitätstheorie  (§  64)  kann  die  Gesammtbeit 
aller  Ausdehnungen  und  Zusammenziehungen,  welche  der  Aether  in  einem 
symmetrischen  Krystall  erfährt,  auf  drei  Ausdehnungen  und  Zusaaimen- 
ziehungen  nach  auf  einander  rechtwinkligen  Richtungen  zurückgeführt 
werden.  Der  folgenden  Untersuchung  mögen  diese  zu  einander  recht- 
winkligen Richtungen  als  Coordinatenaxen  zu  Grunde  gelegt  werden. 

Wenn  wir  demnach  durch  d  diese  Aenderungen  bezeichnen ,  so  ist 

($x'  =  ax'  ,  (Jy'  —  by'  ,  <Jz  =  cz', 
wo  a,  b,  c  kleine  Grössen  sind ,  so  dass  deren  Quadrate  und  Producte  ver- 
nachlässigt werden  dürfen.   Da  ausserdem  die  Dichtigkeit  nicht  wechselt, 
so  ist  nahe  a -f- b  +  c«0. 

Ferner  ist 

_  x'  dx'  -f-  y'  dy'  +  z'  <*z'  ^  a*"  +  by'2  +  cz'2 

r  r 

Damit  ergeben  sich  die  Variationen  der  Ausdrücke ,  welche  die  L  . . .  P . . . 
bestimmen. 

Wir  finden  z.  B. 
d  [i  2mf  (r)  (ux'  +  vy'  +  wz')2] 

—  2mt  (r)  (ux'  +  vy'  +  wz')  (udx'  +  vdy'  -f-  wdz')  + 

4  2m  ^  (ux'  +  vy'  +  wz')2r  dr 
s=2mf  (r)  (ux'-f-  vy'  -f-  wz')(uax'  -}-  vby'  +  wcz')  + 
i  2m  ^  ux^+  vy'  +  wz')  (ax'2  +  by'2  +  cz'2) 

—  h  (a  +  b  +  c)  (u2  +  v2  +  w2)  +  2  (g  +  h)  (a  u2  +  b  v2  +  c  w2) 

—  2  (g  +  h)  (au2  +  bv2  +  cw2), 
i  2m  ££J  (ux'  +  vy'  +  wz')2  y'z' 

=«i2m-^  {2(ux'  +  vy'-f-wz')(aux'  +  bvy'-f  cwz')y'z'  + 
(ux'  +  vy'  -f  wz')2  (b  +  c)  y'  z'}  + 


i2m 


d^  :  r  I  (ux'  +  vy'  +  wz')2  (ax'a  +  by'2  +  cz'2). 


Nach  der  in  §  279, 6.  angewandten  Methode  haben  wir 

2 x'4  z'2  <p  (r)  «=  3  2mx'%  y'2  z'2  cp  (r). 
Um  auch  2mx'6  q>  (r)  zu  finden,  verfahren  wir  analog  dem  §  279,  6. 
Es  muss  nämlich  sein,  wenn  x'°  entwickelt  wird, 
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— in  x">(r) + 3  sin*  &  cos*  &  \  5  2ro  x'  Y2  T  00  —  -  ™  x"  9>  to], 
dies  kann  aber  nur  gelten,  wenn 

Imi"  y  (r)  —  5  Jmx"  yfi  g>  (r)  ist 
Wenden  wir  nun  diese  Gleichungen  mit  der  allgemeinen  Function  fp  (r) 
auf  unseren  Fall  an,  so  ist 

d  f(r)  d  FW  d  ffr) 

JJmi* — -—  L 


2.3-5.7 
mithin  ist,  da  b  +  c  «—  —  a  ist, 

dr~5m^(ux#  +  vy/  +  wz0yfvl  — 4(h  +  l)(b  +  c). 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Variation  werden  dann  die  L ...  P ...  ans 
§  279,  indem  man  zu  den  dort  gegebenen  Werthen  die  Grössen  dh . .  dP . . 
hinzunimmt, 

L  — fg+h+2(h  +  l)a](u,+v1+wt)  +  2(g+2h+l)(aut+bvs+cws) 

+  2[h  +  4(h  +  l)a]uf, 
P  =  2  [  b  +  2  (h  + 1)  ( b  +  c)]  v  w  =  2  [h  —  2  (h  +  1)  a]  v  w. 

Diese  Werlhe  in  §  279  eingesetzt  geben  die  verlangten  Schwingungs- 
gleichungen. Vereinfachung  tritt  ein  bei  einem  Krystall  des  regulären  Sy- 
stems, woa  =  b  =  c  =  0  zu  setzen  ist,  und  wir  erhalten  der  Annahme 
entsprechend  die  Gleichungen  von  §  279, 6.,  so  dass  also  die  Bewegung  in 
derartigen  Krystallen,  der  Beobachtung  entsprechend,  so  ist,  wie  im  freien 
Aether. 


3«   Ebene  Wellen  in  Krystallen  mit  einer  optischen  Axe. 

Wir  müssen  unsere  eben  gefundenen  Werthe  einsetzen  in  die  Glei- 
chungen von  S.  265 ,  nachdem  wir  vorher  eine  Beziehung  zwischen  den 
Grössen  a,  b,  c  aufgefunden  haben,  welche  die  Krystalle  dieses  Systems 
charakterisirt.   Es  muss  nun  ein  jeder  derartiger  Krystall,  nachdem  er  um 

seine  ausgezeichnete  Axe  um  einen  gewissen  Winkel  — ,  wobei  n  eine  ganze 

Zahl  grösser  als  2  bedeutet,  gedreht  worden  ist,  mit  sich  selbst  zusammen- 
fallen.   Es  wird  demnach  für  dieselben  ($  64.  8.)  die  Stellungsfläche  ein 
Rotationsellipsoid  sein,  dessen  Rotationsaxe  mit  der  Axe  des  Krystalles  zu- 
sammenfällt, d.  h.  es  ist  der  Aether  um  die  Axe  des  Krystalles  isotrop. 
Nehmen  wir  diese  Axe  zur  x  Axe,  so  muss  b  =  c,  und,  da  a-\-b-\-c=*0 

ist,  = sein. 

2 
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Wenn  wir  nun  zu  den  ebenen  Wellen  übergehen,  setzen  wir  statt  u, 
v,  w,  die  dort  S.  265  eingeführten  Werthe  xcosa,  xcosb,  xcosc,  wo 
also  a,  b,  c  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Normale  zu  der  Wellenebene 
mit  den  Axen  bildet,  und  erhalten 
Lt  —  [g  +  h  +  2  (h  +  l)a]  +  (g  +  2h  +  l)a  (2cos*a  —  cos'b  —  cos*c) 

+  2[h  +  4(h-f  l)a]cos*a, 
=  [g  +  h  +  (1— g)a]  +  cos*  a  [3g  +  6h  +  31  +  8  (h+l)]a+2hcosÄa 
P,  =  2  [h  —  2  (h  +  l)a]  cosb  cosc. 

Diese  Werthe  und  die  ähnlich  gebildeten  M . .  Q  . .  müssen  dann  in  die 
Gleichungen  (9.)  S.  265  substituirt  werden. 

Aus  den  dadurch  erhaltenen  Gleichungen  kann  man  durch  eine  ein- 
fache Transformation  ableiten 

P,(o--I..+  <>A)A-Q,(c. -«,  +  «£)» 
Hieraus  folgen 

"    p.(,-l.+%2.) 

und  dem  ähnliche  Ausdrücke  für  B  und  C,  und  daraus  endlich 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  die  erste  der  Gleichungen  (9)  S.  265, 
substituirt  dann  die  eben  aufgestellten  Werthe  von  A,  B,  C  und  dividirt 
durch  den  gemeinschaftlichen  Factor 

P,       Q'^R,' 

so  erhalt  man  die  Gleichung  der  Geschwindigkeiten : 

1  1.1 


V(c'  -  L,  +  %?i)  +  0,'(c*  -  M,  +  ££•)  +R^-N1+^) 

-Ph,~°-  (b) 

Nun  unterscheiden  sich  für  unseren  Fall  die  Qs  und  Rs  nur  durch  die 
cos.,  denn  es  ist 

Q2  =  2  [h  -+-  (h  -(- 1)  a]  cos  c  cos  a ,     R2  =  2  [h  -f-  (h  -+- 1)  a]  cos  a  cos  b  . 
oder  abgekürzt  Q2  *=  ha  cos  c  cos  a 

R2  a»  hs  cos  a  cos  b    und  dem  entsprechend  ab- 
gekürzt P2  =  ht  cos  b  cos  c. 

Ferner  ist  nach  der  im  Obigen  angegebenen  Einsetzung  in  die  Aus- 
drücke M2  und  N2 
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M2-^=N2-^=(g+h)-(g+3h+21)a+3(g+2h+l)acos*a. 

Bezeichnen  wir  abgekürzt  diese  Werthe  mit  c£  und  den  entsprechenden 

0  R 

L2 —^  mit  c2,  so  erhalten  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  die  folgende  Form: 

*  2 

h|    (c2  — c^A  =  — 2,  (c2  — cDB=-^-(c2  — cf)C= 


cosa  cosb  cosc 

.   .„/Acosa  ,    B  cosb  +  C  cosc  ,  ^ 

h^{-TT+ K •  (a,) 

cos2  a        cos2  b  +  cos2  c 

'      +— rAr -vAv-O.  (b*) 


c2  —  c,  c2  —  c2  hj  h2 

A)  Fällt  die  Normale  zur  Wellenebene  mit  der  Krystallaxe  zusammen, 
so  ist  cosa  =  1 ,  cosb  =  cosc  =  0  und  damit  Q2  =  R2  =  0. 

Dann  folgen  aus  (a*)  die  beiden  Lösungen 

Der  ersten  Lösung  entspricht  eine  unbestimmte  Transversalschwingung, 
der  zweiten  Lösung  eine  Longitudinalschwingung,  die  also  nicht  als  Licht 
wahrgenommen  wird. 

Wenn  also  ein  Lichtstrahl  mit  der  Richtung  der  Hauptaxe  zusammen- 
fallt, so  bleibt  der  Strahl  ein  einfacher  ohne  polarisirt  zu  werden,  da  B  und 
C  unbestimmt  sind. 

B)  In  dem  allgemeinen  Fall  findet  man  aus  (a*)  durch  Gleichsetzung 
des  zweiten  und  dritten  Ausdrucks 

(c2  —  <Ö  (-^T —)  —  0. 

2  \cosb       cosc/ 

Dieser  Bedingung  wird  auf  zwei  Arten  genügt: 

1)  c2  =  c2/ 
Dann  ist  nach  (a*) 

A  =  0,     B  cosb  +  C  cosc  =  0.  d.h. 
die  Schwingung  ist  geradlinig  polarisirt,  findet  statt  in  einer  zur  Hauptaxe 
des  Krystalles  senkrechten  Ebene  und  in  der  Wellenebene.    Dies  ist  also 
eine  vollständig  transversale  Schwingung,  die  stattfindet  senkrecht  auf  dem 
Hauptschnitt  des  Krystalles. 

cosb       cosc 

Setzen  wir  hier  statt  B  und  C  andere  Ausdrücke,  indem  wir  irgend 

einen  Punkt  der  Schwingung  betrachten ,  dessen  Entfernung  vom  Coordi- 

v  z  v  z 

natenanfang  r  ist.  Da  dann  B  —  — ,  C  =  —  ist,  so  gilt  — ^- =0. 

9  r  r  cosb      cosc 

Dies  aber  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  die  durch  die  xAxe  also  durch 
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die  Axe  des  Krystalles  geht  und  parallel  einer  Geraden  ist,  die  mit  der  y 
und  zAxe  die  Winkel  b  und  c  bildet.  Die  beiden  Schwingungen,  welche 
der  obigen  Bedingung  genügen,  finden  demnach  statt  in  einer  Ebene  senk- 
recht zur  Wellenebene  durch  die  Hauptaxe,  also  im  Hauptschnitt.  Die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten derselben  sind  gegeben  durch  (b*) ,  wenn  die 
Lösung  unter  1)  c*  =  cj  unterdrückt  wird.  Dieser  Gleichung  können  wir 
folgende  Form  geben : 

cos'a                      cos2b-f-cos*c  .  t        ax         1        .       lw  t       4. 
-p-  (c1  —  cj)  H ^ (cf  —  c?)—  ^  (c1— c»)  (cf— c»)  —0. 

Setzen  wir  dann  c*  —  c*  und  cs  «-»cj,  so  wechselt  dieser  Ausdruck 
das  Vorzeichen,  folglich  liegt  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  zwischen 
c,  und  cs.  Da  nun  diese  beiden  Grossen  schon  wenig  von  einander  ver- 
schieden sind,  denn  ihre  Differenzen  enthalten  den  Factor  a,  so  sind  es 
noch  weit  weniger  c*  —  cj,  c* — c*.  Wenn  wir  demnach  Grössen  zweiter 
Ordnung  vernachlässigen,  so  können  wir  diese  Gleichung  auf  die  folgende 
reduciren: 

cos*a  (c1  —  cj)  +  (cossb  -f-  cos*c)  (c*  —  c{) «  0. 

Daraus  findet  man 

c*  —  (cos*b  +  cos8  c)  cj  -f-  cos*a'c5  ■■*  cj  +  cos*a  (cj  —  cj) . 

Setzt  man  dann  diesen  Werth  in  den  ersten  und  letzten  Theil  von  (a*), 

so  findet  man  nach  einer  einfachen  Transformation  und  Vernachlässigung 

der  zweiten  Potenz  von  a 

.  n  r  9(h-f-l)  a  Acosa 

A  cosa  4-  B  cosb  -f-  C  cosc  — '*? . 

2h 

Die  Grösse  links  ist  der  cos.  des  Winkels,  den  die  Schwingungsrichtung 
mit  der  Normale  der  Wellenebene  einschliesst,  und  rechts  steht  eine  kleine 
Grösse  wegen  des  Factors  a.  Mithin  macht  diese  Schwingung  einen  sehr 
kleinen  Winkel  mit  der  Wellenebene,  sie  ist  eine  quasitransversale  im 
Hauptschnitt. 

Die  Geschwindigkeit  der  dritten  Schwingung,  welche,  da  sie  senkrecht 
zu  den  beiden  ersteren  sein  muss,  nach  §  279  S.  266,  nahezu  normal  zur 
Wellenebene  ist  und  deshalb  nicht  als  Licht  wahrgenommen  werden  kann, 
ist  gegeben  durch 

c  =  |/cj+"h"1"+^i5"^+  1)  a  cos*a  fort, 
wie  man  findet,  indem  man  die  Gleichung  (b*)  soweit  transformirt,  dass 
man  den  Goefficienten  von  c*  berechnet  und  dann  davon  die  bekannte 
Wurzel  abzieht,  natürlich  mit  den  einmal  festgesetzten  Vernachlässigungen. 

4>    Berechnung  der  Constanten. 

Die  Constanten  der  Gleichungen  in  der  vorigen  Nummer  können  be- 
stimmt werden  mit  Hülfe  des  Erfahrungssatzes,  dass  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  einen  von  zwei  transversalen  Schwingungen  nach  allen 
Richtungen  die  nämliche  ist. 
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Die  Geschwindigkeit  der  quasitransversalen  Schwingung  ist  in  3.  ge- 
funden worden 

c1  =  c?  -f-  cosfa  (Cg  —  c?). 
Werden  hier  die  Werthe  von  ct  und  c2  wieder  eingesetzt,  so  ist 

ca  «  g  +  h  —  (g  —  1)  a  +  3  (g  ■+•  h)  a  cos*  a. 
Damit  diese  Grösse  unabhängig  von  cosa  würde,  müsste  g  -f-  h  =-=  0 
sein,  dies  ist  aber  nach  §  279  6.  unmöglich;  denn  es  müsste  sonst  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  transversalen  Schwingung  in  einem  iso- 
tropen Mittel  Null  sein. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dervoltetändig  transversalen  Schwin- 
gung ist  nach  Herstellung  des  Werthes  c| 

c*«xc!-=g-Hh  —  (g  +  3h  +  21)a  +  3(g4-2h-f-l)a  cos.  a  ^ 

welche  Grösse  unabhängig  von  der  Richtung  wird,  wenn  g  -|-  2  h  + 1 ««  0 
ist.  Dieser  Bedingung  widerspricht  nichts,  kann  also,  um  der  im  Anfang 
angegebenen  Erfahrung  zu  genügen,  als  erfüllt  angenommen  werden. 

Folglich  besteht  der  ordinäre  Strahl  aus  vollständig  transversalen 
Schwingungen ,  die  senkrecht  auf  dem  Hauptschnitt  stattfinden ,  während 
die  Schwingungen  des  extraordinären  quasitransversal  sind  und  zwar  im 
Hauptabschnitt  geschehen. 

Diese  gefundenen  Resultate  lassen  sich  weiter  verwerthen  für  eine 
Untersuchung  über  die  MoJekularkräfte.  Setzen  wir  nämlich  voraus,  dass 
diese  sich  ändert  im  umgekehrten  Verhälfniss  der  nten  Potenz  des  Ab- 

standes,  und  nehmen  daher  f  (r)  ~  --^ ,  so  erhalten  wir 

1    vm-*r^         *    ^m^     v,  n  +  l«mp  M-l 

,_  (n  +  D(n  +  3)       mfi  n+3  (n+D(a  +  3)    m 


2.3.5.7       Ärn~l  7  5.7 

Mithin  ist 

g  +  2  h  -f- 1  verschwindet  also  für  n  — =  4  und  n  —*  6. 

Die  Bedingung  n  «»*  4  führt  aber  zugleich  auf  g  +  h  =*=  0,  was  nach 

dem  Obigen  unmöglich  ist,  es  bleibt  demnach  nur  die  eine  Bedingung 

n—»6  übrig. 

4 n 

Da  ferner  in  §  279  6.  gefunden  ist  c*  — s  g  -f-  h  —  — - —  g,  so  muss 

D 

nun,  da  n  ss  6  sein  soll,  damit  cs  positiv  wird,  g  negativ  und  damit  die 
Molekularkraft  (S.  257)  eine  abstossende  Kraft  sein. 

Behalten  wir  nun  dies  Gesetz  der  Molekularkraft  bei,  so  ist,  wenn  wir 

zur  Abkürzung  schreiben  p  =  A  2  -t- , 
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g  —  —  5p,  h  —  7p,  I  — —  9p,  g  +  h  — 2p,  h-f-1  —  —  2p, 
h,— 14p(l+*a)f  ht  — h,  — 14p(l— fa), 
c?  —  2p(l  —  2a),  c*— rcf— :2p(l  +  a.) 

5.    Bestimmung  der  Wellenflache. 

Die  hier  zu  untersuchende  Wellenfläche  muss  jedenfalls  eine  zusam- 
mengesetzte sein,  da  sie  sowohl  den  ordinären  als  den  extraordinären  Strahl 
enthalten  muss. 

Für  den  ordinären  ist  dieselbe  einfach,  wie  für  ein  isotropes  Medium, 
eine  Kugel,  deren  Gleichung  xf  -f-  yf  +  zf  —  c*  =  0  ist. 

Für  den  extraordinären  ist  die  Wellenfläche  die  Enveloppe  der  Wel- 
lenebene 

xcosa-f-ycosb  +  zcosc— c,  woc1— cf+(cj — cJ)cos,a«e 

c \  cos*  a  -f-  cj  (cos1  b  -f-  cos*  c)  ist. 
Eine  der  ersteren  benachbarte  Wellenebene  ist  gegeben  durch 
x(cosa  -f-  dcosa)  -|- y (cosb  +  dcosb)  4-  z(cosc -f-  dcosc)  =-=  c  +  de. 
Durch  Subtraction  der  Gleichung  der  ersten  Wellenebene  von  dieser 
erhalten  wir 

xdeosa  -f-  y  dcosb  +  zdeose  «=■  de. 
Aus  der  Gleichung  für  c*  folgt  aber  v 

dcosa  dcosa  ,    cf  (cos  bd  cosb  +  cos  cd  cos  c) 
de-»  — + 


c  c 

Setzt  man  diese  beiden  Werthe  von  de  einander  gleich  und  dann 

beziehungsweise  die  Coefficienten  von  deosra,  dcosb,  dcosc,  so  erhält  man 

<£cos'a  cfcosb  cjcosc  ,  , 

x  mm  -i ,    y  mm ,     z  — s 1  und  daraus 

c       '     J  c  c       ' 

ex  ,        cy  ,        cz 

COSa  m*  — -  COS  D  —  -~  ,  COS  b  —  — r  . 

cj  c?  c? 

Setzt  man  diese  Werthe  in 

x  cosa  +  y  cosb  +  z  cosc  SBBB  c  ein,  so  erhält  man 

Cj  C|  C| 

als  die  Gleichung  der  gesuchten  Enveloppe,  welche  also  ein  Rotations- 
ellipsoid ist. 

Es  ist  mithin  die  vollständige  Gleichung  der  zusammengesetzten  Wel- 
lenfläche 

Die  sphärische  Welle  berührt  also  das  Ellipsoid  an  dem  Ende  der  Ro- 
tationsaxe,  die  der  Hauptaxe  des  Krystalles  entspricht  und  zwar  entweder 
von  aussen  oder  von  innen,  je  nachdem  cs  §  ct  ist. 

Hiermit  ist  die  Richtigkeit  der  Construction  von  Huyghens  zur  Bestim- 
mung der  gebrochenen  Strahlen  die  der  folgenden  Nummer  zu  Grunde  ge- 
legt ist,  bewiesen. 
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6.    Richtung  der  gebrochenen  Welle  und  des  gebrochenen 

Strahles. 

Die  ordinäre  Welle  mit  dem  ordinären  Strahl  erfordert  nicht  eine  be- 
sondere Auseinandersetzung,  denn  hier  gilt  dasselbe  Gesetz  wie  bei  den 
isotropen  Mitteln. 

Bei  der  Untersuchung  des  extraordinären  Strahles  legen  wir  Fig.  91 

(Fig.  201  des  Lehrbuches)  zu  Grunde,  übertragen  dieselbe  aber  auf  den 

allgemeinen  Fall.     Bezeichnen  wir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in 

dem  isotropen  Mittel  mit  v,  so  ist  die  Zeit,  in  der  die  einfallende  Welle  den 

mg 
Weg  mg  zurücklegt,  — 5  . 


v 


Dann  ist  db 


mff 
dk  mm  c, .  —  .    Wird  dann  in  g  ein  Per- 


-ct.    ^  ,«*  —  *,.    v 
pendikel  auf  die  Einfallsebene  errichtet  und  durch  dieses  eine  Tangential- 


Fig.  91. 


ebene  an  die  Wellenfläche  ge- 
zeichnet, so  ist  diese  die  ge- 
brochene Wellenebene  und  die 
Linie  von  d  nach  dem  Berüh- 
rungspunkte die  Richtung  des 
gebrochenen  Strahles.  Bezeich- 
nen wir  ferner  mit  r  die  Nei- 
gung der  gebrochenen  Welle 
gegen  die  brechende  Fläche  und 
mit  n  den  Fusspunkt  eines  von 
d  auf  die  gebrochene  Welle 
gefällten  Perpendikels  (dieser 
Punkt  n  fällt  in  Fig.  91  wegen 
des  dort  gezeichneten  speciellen  Falles  mit  k  zusammen.)  Die  zAxe  sei  das 
Einfallsloth  und  die  x  Axe  liege  in  der  Einfallsebene.  Die  optische  Axe  bilde 
mit  den  Coordinatenaxen  Winkel,  deren  cos.  mit  u,  v,  w  bezeichnet  werden. 

mg  _ 

sinr        c 


Dann  ist  -=-^-  =    .   '    —  — 


dn 


(10 


Das  hierhergehörige  c  finden  wir  ausgedrückt  durch  den  Winkel  q>, 
welchen  die  Wellennormale  mit  der  Hauptaxe  einschliesst,  indem  wir  die 
Entfernung  des  Mittelpunktes  der  Wellenfläche  aus  5. 


T  + 


y*+z* 


c;    •        c; 


—  1  —  0, 


von  der  zur  Wellenebene  parallel  an  diese  Fläche  gelegten  Tangential- 
ebene berechnen.    Dies  giebt 

c2  =  c2  cos2  <p  +  ci  s"1*  <P*  (2.) 

Zur  Bestimmung  von  g>  gilt  dann  nach  der  bekannten  cos -Gleichung 

cos  qp  =  u  sin  r  -f-  w  cos  r.  (3.) 
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Diese  drei  Gleichungen  geben  zunächst 

sinfr  —  sinM    -^  + 1-~ 1-2)  (u sin  r  +  w cosr)2 

und  dann  (3.)  das  zugehörige  cp  und  (2.)  dann  c. 
Ist  speciell 

1)  u  =  0,  w  =  0,  v=l,  so  erhält  man  sin r~ sin i  —  ,  d.h. wenn 

v 

die  optische  Axe  senkrecht  auf  der  Einfallsebene  steht,  so  findet  gewöhn- 
liche Brechung  statt. 

2)  v  =  0  und  i  habe  einen  solchen  Werth,  dass  die  gebrochene  Welle 
auf  die  optische  Axe  senkrecht  zu  stehen  kommt.  Dann  ist  usinr+wcos  r— 1, 

folglich  sinr  =  sin  i  — ,  also  werden  dann  die  ausserordentlichen  Wellen 

v 

ebenso  wie  die  ordentlichen  gebrochen. 

Es  ist  endlich  noch  die  Richtung  des  gebrochenen  Strahles  zu  finden, 
d.  i.  die  Richtung  des  Radiusvectors  der  Wellenfläche  nach  dem  Berührungs- 
punkte, die  Linie  dk. 

Die  Grosse  der  Hauptaxen  sind  nach  dem  Obigen 

ju  mg     -    .    .  c,  .,         4, 

d  b  =  c.  — 2  —  sin  i  —  =-s  a,  wenn  wir  d  g  =  1  setzen, 
v  v 

d  k  =  c,  —s  — ■  sin  l  —  ■■ s  b. 
v  v 

Da  ferner  unser  Coordinatensystem  anders  als  in  5.  liegt,  so  ist 

ux  -f-  vy  -|-  wz  —  0 

die  Gleichung  des  Aequators  der  Wellenfläche,  mithin  ist  deren  Gleichung 

^(»■H-y^i'J+^-^tax+Ty+wi]»— i. 

Seien  nun  x',  y',  z'  die  Coordinaten  des  gesuchten  Berührungspunktes 
und  sei  zur  Abkürzung  gesetzt 

A'  =  ux'  -j-  vy'  +  wz', 
so  ist  die  Gleichung  der  Tangentialebene  an  die  Wellenfläche 

+[p«'+(r.-f-)A'w]z-1- 

Diese  Gleichung  muss  nun  mit  der  für  die  gebrochene  Wellenebene 
identisch  sein.    Deren  Gleichung  ist  aber 

sin  rx  -f-  cos  rz  =  sin  r,    oder  x  +  cotg  rz  «  1. 

Dies  führt  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  zu  folgenden  Be- 
dingungen: 

^(p-f)*—1-  (4) 

Klein,  Theorie  der  Elastlcit&t  etc.  29 
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iZ'  +  (p-^)  A'W~  COt*r-  (6° 

Dnrch  die  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  und  die  der  Wellenfläche  oder, 
wenn  r  schon  anderweitig  bekannt  ist,  durch  (4.)?  (5.)?  (6.)  kann  berechnet 
werden  x',  y',  z',  wodurch  dann  die  Gleichungen  des  Strahles 

z  *-=  —  x,   yes=-Lx  gegeben  sind. 

§ 

Eine  derartige  Rechnung  ist  ausgeführt  §  382.  2.  4.). 
Es  sind  demnach  die  cos.  der  Winkel,  welche  der  Strahl  mit  denCoordi- 
nafenaxen  bildet, 

x'  *  y'  z; 


Bedeutet  i//  den  Winkel,  den  der  Strahl  mit  der  optischen  Axe  macht, 

so  ist 

cosi//  =  au  +  6v  +  c  w. 

Die  Geschwindigkeit  des  Strahles  s  ergiebt  sich  aus  der  Wellenfläche 


f« 


x' 
für  die  Zeiteinheit,  wenn  xp  gegeben  ist.  Es  ist  nämlich  dann  —  =  cos«/;  und 

s 

|/Z«  -f.  y'2  x'2  v'2  -4-  Z 

l J_i_  =  sin  i//,  also  nach  Einsetzung  in  — -  +  - — -£j 

8  Ca  Cj 

=  1 


r 


cos2  ^      sin2  \p 


Der  Lichtstrahl  bleibt  nur  dahn  in  der  Einfallsebene,  wenn  y'  ver- 
schwindet.   Diess  kann  aber  nach  5.  nur  eintreten,  wenn 

1)  y  — 0,     2)  A'  —  0  ist 

Die  erste  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  die  optische  Axe  in  die  Einfalls- 
ebene fällt,  und  die  zweite,  wenn  diese  Axe  der  gebrochenen  Welle 
parallel  ist. 


Optisch  zwdaxige  Krystalle.  (§  374.) 

1.    Allgemeine  Gleichungen. 

Wir  gehen  bei  Betrachtung  der  Erscheinungen  an  den  zweiaxigen 
Krystallen  abs  von  den  Abnahmen  zu  §  373.  2.  und  verallgemeinern  die- 

selben,  indem  wir  nicht  mehr  wie  dort  in  3.  vorausgesetzt  wurde  bs-«c*~  ^ 

setzen,  sondern  lassen,  weil  nun  die  Stellungsfläche  ein  dreiaxiges  Ellipsoid 
ist,  a,  b,  c  als  drei  von  einander  verschiedene  Werthe  gelten  und  zwar  sei 
a  >  b  >  c. 

Statt  der  Formeln  (a*)  (b*)  des  vorigen  §  erhalten  wir  demnach  jetzt 
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—  (c1  —  c,2)  A  —  -\  (c2  —  c,2) B «=  A_  (C2  _  c  .) 
cos  a  x  '  cos  b  2  cos  c  s 

.  ,    ,    /Acosa   ,  Bcosb    ,  C  cos c\  ,  ^ 

cos*  a  cos*  b  cos  c 

"h"5"  h  2  TT2"  1 

c2  — c,2   ^c2  — c,2  ^c2— c,2       h^h,         u'       l     ' 

woh2«2[h  — 2(h+l)b],  h3  — 2[h  — 2(h  +  ])c]     und 

M.-^-c,2,    N,  -  -^  -  c,2  ist. 

Die  Grössen  c,2,  c,s,  c,2  unterscheiden  sich  wenig  von  einander,  denn 
die  Glieder  ohne  die  kleinen  Factoren  a,  b,  c  sind  einander  gleich.   Ferner 
ist  wegen  unserer  Annahme  über  die  Grösse  a,  b,  c  c,2  >>  c,2  >  c82.   Setzt 
man  nämlich  die  allgemeinen  Werthe  von  L2 ....  ein,  so  erhält  man 
c12=g  +  h+2(h+l)a+2(g-h2h+l)(acos2a+bcos2b+ccos2c), 
c,2=g+h+2(h+l)b+2(g+2h+l)(acos2a+bcos2b+ccos2c), 
c,2— g+h+2(h+l)c+2(g+2h+l)(acos2a+bcos2b4-ccos2c). 
Diese  Werthe  sind  constant,  wenn  wir  das  S.  446  gefundene  Molekular- 
gesetz, nach  dem  g  +  2h  +  l  =  0ist,  beibehalten.   Von  den  drei  Wurzeln 
der  Gleichung  (b**)  liegt  die  eine  zwischen  ct2  und  c,2,  die  andere  zwischen 
c,2  und  c,2,  denn  der  Gleichung  (b**)  kann  man  folgende  Form  geben: 
A  (c2  —  c22)  (c2  —  c,2)  +  B  (c2  —  c82)  lc2  —  c,*)  +  C(c2 — c,2)  (c2— c2) 

—  (c2  —  c,2)  (c2  -  c,2)  (c2  —  c,2)  —  0. 
Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  c2  =  c,2,  c22,  c32,  so  erhält  man 

>0,  <0,  >0. 
Da  nun  c,2,  c42,  c32  wenig  von  einander  verschieden  sind,  so  müssen 
die  Differenzen  c2  —  c,2,  c2  —  c,2,  c2  —  c32  sehr  klein  sein. 

Vernachlässigen  wir  nun,  nachdem  in  der  Gleichung  (b**)  die  Multi- 
plication  mit  den  Nennern  ausgeführt  ist,  die  kleinen  Grössen  zweiter  Ord- 
nung, so  können  wir  statt  (b**)  schreiben 

cos2a      ,      cos2b       ,      cos'c  A  ,i***v 

wodurch  die  Gleichung  zur  Berechnung  von  c  in  eine  quadratische  übergeht. 
Um  die  Schwingungsrichtung  zu  finden ,  müssen  wir  den  Ausdruck 
A  cosa  -f-  B  cosb  -f-  C  cosc  zu  bestimmen  suchen.  Dazu  setzen  wir  in  (a.) 
S.  443  unsere  abgekürzten  Bezeichnungen  ein  und  erhalten  somit 

ht(c2  —  QA^hJc8  —  ca)B=h>(ca  —  QC 
cos  a  cos  b  cos  c 

^  i_  i.  /Acosa    ,  Bcosb    ,   CcoscY 

Da  nun  die  h,,  hs,  h3  wenig  von  einander  verschieden  sind,  so  ist 

to                                               /Acosa       Bcosb        CcoscN 
A  cosa  +  B  cosb  +  C  cosc  wenig  von  hx  ( — r 1 r 1 r I 

29* 
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uod  damit  von  -—-= L^—  verschieden.    Der  letztere  Ausdruck  ist  aber 

hjhgCosa 

wenig  von  0  verschieden,  so  dass  also  für  unsere  beiden  Werthe  von  c  der 

zu  untersuchende  Ausdruck  auch  nur  sehr  klein  ist.  Es  entspricht  demnach 

jeder  der  beiden  Wurzeln  von  (b***),  eine  quasitransversale  Schwingung. 

Der  dritten  Wurzel  c  der  allgemeinen  Gleichung  entspricht  dann  nach  §  279 

eine  quasilongitudinale  Vibration. 

2»  Polarisationsellipsoid,  Elasticitätsfläche,  Elasticitäts- 

ellipsoid. 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  des  Polarisationsellipsoides  §  279  (8.) 
unsere  Werthe  von  Ls . . .  ein,  so  erhalten  wir  nach  einer  einfachen  Trans- 
formation 

.,,      ...      ,.,,,i    /xcosa    ,  ycosb   ,  zcoscV        . 
c12xa  +  c2aya+c3V  +  h1hA^-1—  +^ 1 ET/   — !• 

Da  es  nach  1.  zwei  quasitransversale  Schwingungen  giebt  und  da  die 
geradlinigen  Schwingungen  welche  einer  und  derselben  ebenen  Welle  ent- 
sprechen nach  den  Axen  des  Eilipsoides  gehen ,  so  kann  die  Wellenebene 
nur  wenig  von  einem  der  Hauptschnitte  dieses  Eilipsoides  verschieden  sein, 
sie  schneidet  also  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse,  deren  beide  Axen  beinahe 
mit  zwei  von  den  Axen  des  Eilipsoides  zusammenfallen. 

Zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  müssen  wir  unsere 

Werthe  von  L2 . . .  einsetzen  in  den  Ausdruck  für  c*  in  §  279  5.  Dadurch 

erhalten  wir 

a         2ii  ,      sdi   i      sr>s  i   u  u  u  /Acosa      Bcosb      CcoscN* 
c»  =  ct2  A2  -f-  c2*B2  +  c32C2  +  h, h2h3  f — ^ f-  — ^ h  —j—  J  . 

Da  aber  nach  1.  das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  sehr  klein  ist,  so  ist 
nahezu 

c2~  c,2A2  -f- c22  B2  +  c32  C' . 

Trägt  man  nun  auf  der  Schwingungsrichtung  eine  Länge  c  auf,  so 

dass  also    c2  =  x2  -4-  y2  -[-  z2,    A  =  —  ,    B=-,    C  =  —  ist,  so 

c  c  c 

liegen  die  Endpunkte  dieser  Längen  auf  einer  Fläche,  deren  Gleichung 

(x2  ■+-  y2  +  z2)2  —  ct2  x2  +  c,2  y2  +  c32  z2  ist 

Diese  Fläche  heisst  Elasticitätsfläche. 

Wird  aber  auf  der  Schwingungsrichtung  eine  Länge  —  aufgetragen, 

c 

so  dass  also  —  =  x1  +  y1  +  z1,    A  =  ci,    B«cy,    C  =  czist,  so 

c 

erhält  man  ct2x2  +  c22y*  +  c32z2  =  1. 

Diese  hierdurch  gefundene  Fläche  heisst  Elasticitätsellipsoid. 

Sucht  man  nun  den  Durchschnitt  einer  Wellenebene,  die  nach  unseren 
Bezeichnungen  gegeben  ist  durch  xcosa  -f-  ycosb  +  z cos c  «*  0,  mit  dem 
Polarisationsellipsoid,  so  wird  die  Gleichung  des  Polarisationsellipsoides, 
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dann  deren  letztes  Glied  sich  auf  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung 
reducirt,  zusammenfallen  mit  der  des  Elasticitätsellipsoides.  Letzteres  reicht 
also  hin  zur  Bestimmung  der  Oscillationsrichtung  und  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  quasitransversalen  Schwingungen.  Legt  man  demnach 
eine  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  des  Elasticitäts-  oder  Polarisations- 
ellipsoides  parallel  der  Wellenebene  oder  senkrecht  zur  Wellennormale,  so 
geben  die  reciproken  Längen  der  Hauptaxen  der  Schnittellipse  die  Ge- 
schwindigkeiten der  beiden  Wellen  und  die  Richtungen  dieser  Hauptaxen 
die  zugehörigen  Schwingungsrichtungen. 

Aehnliches  ergiebt  die  Elasticitätsfläche.  Aus  der  Art  der  Construction 
derselben  verglichen  mit  der  des  Elasticitätsellipsoides  geht  schon  hervor, 
dass  beide  Flächen  einen  gemeinsamen  Mittelpunkt  haben,  dass  eine  Ebene, 
welche  durch  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  beider  Flächen  gelegt  wird, 
die  Elasticitätsfläche  in  einer  geschlossenen,  zweiaxigen  Curve  schneidet,  in 
der  zwei  aufeinander  senkrechte  Axen  den  grössten  und  kleinsten  Durch- 
messer dieser  Schnittcurve  bilden,  deren  Richtungen  zusammenfallen  mit 
den  Hauptaxen  der  Schnittellipse  des  Elasticitätsellipsoides. 

Das  oben  für  das  Elasticitätsellipsoid  angegebene  Verfahren  der  Con- 
struction zur  Auffindung  der  Schwingungsrichtung  ist  demnach  dasselbe, 
die  Geschwindigkeit  wird  aber  gegeben  durch  die  Länge  des  Radius. 

3.    Bestimmung  der  Lage  der  optischen  Hauptaxen. 

Wir  stellen  uns  zuerst  folgendes  allgemeine  Problem.  Wenn  gegeben 
sind  zwei  Wellenebenen 

x  cosa  +  y  cosb  -f-  z  cosc  =  const., 
deren  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  durch  cf  und  c"  bezeichnet  werden 
mögen  und  deren  gemeinsame  Normale  also  mit  den  Coordinaten  die  Winkel 
a,  b,  c  bildet,  so  sollen  Ausdrücke  gefunden  werden,  welche  diese  Winkel 
durch  c',  c",  c,,  c,,  c3  bestimmen. 

Die  Gleichung  (b***)  lässt  sich  umformen  in 
c*  _  [cos* a  (c32  +  c./)  +  cos2b  (c,1  +  c32)  +  cos'  c  (ct2  +  c,2)]  c2        (c.) 

+  cos2a  ca*  c32  +  cos2b  c32  ct2  +  cos2c  c,2  c22  =  0. 

Nach  der  Theorie  der  Gleichungen  ist  demnach,  wenn  c"  und  c"2  die 
Wurzeln  dieser  Gleichung  bedeuten, 

cos2a  (c32  +  c22)  +  cos2b  (c,2  -f  c32)  +  cos4c  (c22  +  ct2)  —  c'2  +  c"2, 
cos2a  ca*  c32  +  cos2b  c32  c*  +  cos2c  c,2  c22  =  c'2  c"2. 

Ferner  hat  man  cos2  a  -f-  cos2  b  -+-  cos2  c — 1  (d.),  also  drei  Gleichungen, 
welche  hinreichen  zur  Berechnung  der  verlangten  Grössen  cosa,  cosb,  cosc. 

Die  Ausrechnung  giebt 

(c'2  —  c42)  (c"2  —  c,2) 


cos2  a 


i\' 


(cs*  -  c,»)  (c>  -  c2*) 
2,  _        (c"  —  cä3)  (c"'  —  c,') 
008      -         (c,»  -  cs«)  (cä>  -  c,»)  ' 
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(c»—  c82)(c"1  —  c/) 


cos2  c 


(c28— c3a)  (c32  —  c,2)' 
Diese  Ausdrücke  geben  eine  Bestätigung  der  Behauptung  über  die 
Grössenverhältnisse  von  c'  und  c"  zu  c19  c2,  c3  welche  in  1.  benutzt  worden 
ist;  denn  da  links  nur  positive  Grössen  stehen,  muss  sein 

c,  >  c'>c,  >c">  c3. 
Die  Richtung  der  Hauptaxen  ist  nun  dadurch  definirt,  dass  in  diesen 
beide  ebene  Wellen  mit  derselben  Geschwindigkeit  sich  fortpflanzen.   Für 
dieselben  ist  demnach  c'  =  c"  =  c2.     Dann  aber  erhält  man,  wenn  die 
Winkel  dieser  Richtung  mit  einem  Index  0  versehen  werden, 

c  2  — -~  c  2  C  2  •■"■  c  2 

cos2  ao  =  -1, \ ,    cos2  b0  =  0 ,    cos2  c©  =  -~ \ . 

Cl  C3  Cl  C3 

Da  man  hier  die  Winkel  findet  durch  das  Quadrat  der  cos.,  so  können 
deren  Werthe  positiv  oder  negativ  sein,  es  giebt  demnach  zwei  optische 
Axen,  die  mit  einander  einen  Winkel  bilden,  für  dessen  Hälfte  der  cos.  ent- 


weder |/c'*  ~  c3*  oder  1/c<2~  c*  ist. 

r  Cl2-c32      \  Cl2-c32 


Aus  der  Bedingung  c'  =  c,  =  c"  ersieht  man  ferner,  dass  die  Wellen- 
ebene  dann  das  Polarisationsellipsoid  oder  nach  2.  das  Elasticitätsellipsoid 
in  einem  Kreise  schneidet,  also  in  einer  Curve  ohne  Hauptaxen,  so  dass 
demnach  die  Schwingungsrichtung  unbestimmt  bleibt.  Längs  der  optischen 
Axen  findet  mithin  weder  Doppelbrechung  noch  Polarisation  statt. 


4.   Gleichung  der  Wellenfläche  in  Punktcoordinaten*). 

Eine  Wellenebene  hat  nach  der  Zeiteinheit  zur  Gleichung 

x  cosa  +  y  cosb  -f-  z  cosc  =  c',  (e.) 

wo  cosa,  cosb,  cosc  betrachtet  werden  können  als  Functionen  der  Para- 
meter cf  und  c"  nach  den  in  3.  aufgestellten  Gleichungen.  Man  erhält  dann 
die  Gleichung  der  Umhüllungsfläche  d.  i.  die  Wellenfläche,  wenn  man  die 
beiden  Parameter  c'  und  c"  eliminirt  aus  (e.)  und  den  beiden  Derivirten : 

d  cosa  d  cosb     ,      d  cosc 

5  cosa  5  cosb  dcosc  

X  ""2^  +  y  TZT  +  Z  ~dc*~  =  °' 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  giebt 

xcosa  ycosb  zcosc    1  f 

c'*_Cl2  +c'2  — c2»  +c'2  —  c32  —  7  () 

xcosa  ycosb  zcosc    * 

c"»  _  c*  +  c"*  _  cf  +  cm  _  ^i  =  °'  «•) 

Der  Gleichung  (e.)  genügt  man  durch  folgende  Formeln 


*)  Lam£,  a.  a.  0. 
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1  "■■  A  -t= ;  +  c'  co» a, 

c"  —  c,* 

A      cosb  . 

V  mm  A  -75 1  4-  C'  COS  b, 

J  Cft  —  Cg1 

2  mb  A   -75 ;   +  C'  COS  C, 


(h.) 


wenn  man  die  Geschwindigkeitsgleichung  (b***)  und  die  bekannte  cos- 
Gleichung  berücksichtigt  und  mit  A  eine  vorläufig  unbestimmte  Hülfsgrftsse 
bezeichnet 

Die  Gleichung  (f)  geht  unter  Berücksichtigung  von  (b***)  durch  Sub- 
stitution dieser  Werthe  von  x,  y,  z  über  in 

A  (     CQS* a         ■        cos'b  cos8 c     \        1 

A  \(C>*  _  Cit)*  +  (C'»  _  c,»)*  +  (c'2  —  caa)V  ™  7 '         (l,) 

Diese  Gleichung  giebt  die  Bedingung  für  unsere  Httlfsgrösse  ^. 

Setzt  man  endlich  die  angenommenen  Werthe  (h)  in  (g)  ein,  so  erhält 
man  eine  Gleichung,  die  besteht  aus  A  multiplicirt  mit  dem  Ausdruck 

cos*  a  cos*b  cos'c 

T\    i    t„ti        _  jv  /„tri        „  a\    i 


(c'2— c,2)  (c"2  —  c,2)  ^ (c"  —  O  (c"2  —  c,2)  ^ (c'*—  c,2)  (c"2— ca2) B 

Dass  aber  dieser  Ausdruck  gleich  Null  ist,  findet  man  leicht,  wenn,  man 
in  (b***)  einmal  die  Wurzel  c',  dann  c"  einsetzt  und  die  so  erhaltenen  Re- 
sultate von  einander  abzieht. 

Wir  finden  demnach  die  Gleichung  dar  Wellenfläche,  wenn  wir  statt 
aus  (e.),  (f-)>  (g.)  cf,  c"  zu  eliminiren,  dies  tbun  aus  (h.)  unter  Berück- 
sichtigung von  (i.)- 

Setzen  wir  nun  r  den  Radiusvector  der  gesuchten  Wellenfläche,  so 
ergiebt  sich  nach  (b***) 
*        »  ,     *  i     s       kJ      cos*a         i        cos*b  cosfc     \    ,     „ 

A 

-Dies  ist  nach  (i)  r*  —  -j  +  c'2  oder  A  —  c'  (r2  —  c'2). 

Wird  endlich  dieser  Werth  in  den  Ausdruck  für  x  in  (h)  eingesetzt,  so 

erhält  man 

c'cosa      .         4. 

x~  C»_C|»^  —  c'>> 

oder  durch  Quadriren  und  einfacher  Transformation 

x2  .Ä      cos2a 


i  -  °"  ,„„      „™  (r'  ~  °"  +  c"  ~  c.*>- 


r,  — c.»  (c»-c,')' 

Dem  entsprechend  kann  man  Werthe  finden  für 

y*  z* 


r*— c/'   rs  —  c," 


durch  deren  Addition  sich  wegen  (b***)  ergiebt 
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**'    »+    2  ^    2  +  8  Z'    2=c'2(r2  —  O  x 
r2 — ct*       r2  —  c22      r2 —  c32 

/    cos2a  cos2b  cos2c.     \ 

V(c'2-  c,2)2^^^)2  +  (c'2  -  c32)2 )  ' 
Durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  A  erhaltenen  Werthe 

A       J_    (     C09'a  cos2b  cos2c     \ ,    2 ,2 

c'  :  V(c'2  —  Cl2)2  +  (c'2  —  c22)2  +  (c'4  —  cs2)V  ~  C  (r        C  } 
übersieht  man,  dass  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  gleich  1  ist.  Die 
gesuchte  Gleichung  der  Wellenflache  lautet  demnach 

Y*  V2  Z* 

2  ^„2  «2  ^,.2  o  2  1# 


r2— Cj2  '  r2— c22  '  r2—  c,1 
Diese  Gleichung  kann  man  umformen  durch  Entfernung  der  Nen- 
ner, und  erhält  dann  die  Gleichung  wie  sie  Fresnel  und  endlich  wie  sie 
Hamilton  gegeben  hat 

r2(c12x2+ca2y2+C32z2)_[c12(c22+C32)x2+ca2(c32+c12)y2 
+  c32(c12  +  c22)z2]  +  c12ca2cs2  — 0   oder 

T"  +  T5 TT  +  ^2 TT  ~  °- 


r2  —  c,2    '    r2— c22    '    r2—  c/ 

Man  kann  eine  für  spätere  Untersuchungen  (§  382.)  wichtige  Eigen- 
schaft dieser  Fläche  sofort  hier  ableiten. 
Wenn  man  setzt 

cos  a x'         cos  b y'        cos  c z' 

C  C2  C»  C  C«j  C|  C  Cj  Cg 

und  diese  Werthe  in  (d.)  substhuirt,  so  erhält  man 

JL ct2  x/2  +  cä2  y'2  +  c32  zf2 

c'2  c,2  c22  c32 

Schreibt  man  dann  in  (c)  statt  c  die  Grösse  c',  dividirt  durch  c",  ersetzt 

die  Werthe  cosa,  cosb  und  cosc  durch  x',  yf,  z'  und  führt  endlich  den 

1 
eben  gefundenen  Werth  von  —^  ein,  so  erhält  man 

r>»  (Ci*  x'»  4.  ctl  y'1  +  c,1  z")  — 


iiji 


c,2  K  +  c3s)x"  4-  c,  (c,2  +  c,s)y 

+  c,J  (c,1  +  css)  z'1)  +  e*  c,»  c3*  —  0 .  (k.) 

Es  wird  ferner  mit  Hülfe  der  Werthe  von  x',  y',  z'  aus  der  Gleichung 
der  Wellenebene  (e.) 

*'*+_£!.+.*£_!.  (L) 


C2  C3  C3  ^1  CI  C2 

Nach  dieser  Rechnung  lässt  sich  die  Aufgabe,  die  Wellenfläche  zu  suchen, 
so  ausdrücken:  Es  ist  die  Gleichung  der  Oberfläche  zu  bestimmen,  welche 
von  (1.)  eingehüllt  wird,  wenn  die  x',  y',  z'  der  Gleichung  (k)  genügen.  Da 
nun  aber  der  Punkt,  dessen  Coordinaten  x',  y',  z'  sind,  angesehen  werden 
kann  als  der  Pol  der  Ebene  (1.)  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid 

^2  ^3  ^3  ^1  ^1  C2 


Optisch  zweiaxige  Krystalle.   (§  374.) 


457 


und  die  Gleichung  (k.)  mit  der  oben  gefundenen  Gleichung  der  Wellen- 
fläche übereinstimmt,  so  erhalten  wir  folgenden  allgemeinen  Satz:  Wenn 
die  Ebene  (e)  die  Gleichung  einer  die  Wellenflache  berührenden  Ebene 
sein  soll,  so  muss  ihr  Pol  in  Bezug  auf  da&  Ellipsoid  (m.)  ein  Punkt  der 
Wellenfläche  sein ,  es  muss  also  dann  erlaubt  sein ,  die  Gleichung  (e.)  auf 
die  Form  (1.)  zu  bringen,  wo  die  x',  y',  zf  der  Gleichung  der  Wellenfläche 
genügen. 


5.  Ausdruck  der  Schwingungsrichtung  und  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit   einer   Wellenebene    durch   die    Lage    der 
Wellennormale  gegen  die  optischen  Axen. 

Sei  in  Figur  92  die  den  beiden  in  eine  Ebene  S  zusammenfallenden 
Wellenebenen  gemeinsame  Wellennormale  ON  und  S  die  Schnittcurve 
dieser  Wellenebene  mit  dem  Elasticitätsellipsoid,  so  bezeichnen  nach  2. 
Oor,  Oß,  die  Richtungen  der  Haupt- 

1 
axen,  die  der  Schwingungen  und  pr-, 

1 


öß  «eben 


die    Fortpflanzungsge- 


schwindigkeiten. Seien  ferner  OA,, 
0A2  die  Richtungen  der  optischen 
Hauptaxen  und  K,,  K2  die  zugehö-  ft 
rigen  senkrechten  Kreisschnitte  des 
Elasticitätsellipsoides.  Nun  ist  ge- 
geben L NO A,— qp,,  Z-NOAä— =qpj 
und  zu  berechnen  Z.  A,Oa  —  ipn 
Z_  A20a=i//2,  Z.  A,0/?=i///,  Z-  X2Oß 

i  i 

=  xp.2f  und  ttt  —  c',    0  .  —  c"  . 

1 


Oa 


Kreisschnitte  mit  der  Ellipse, 


Da  0  D,  =  0  D2,  als  Schnittlinie  der 
ist,  so  muss,  nach  einer  bekannten 


Eigenschaft  der  Ellipse  Oa,  Oß  als  Richtungen  der  Hauptaxen  die  Winkel, 
welche  die  OD,  und  OD2  mit  einander  einschliessen ,  halbiren.  Die  Oscil- 
lationsebenen  NO  er  und  NO/9  halbiren  also  auch  die  Winkel,  welche  zwei 
durch  0  auf  ODt  und  OD2  senkrecht  gelegte  Ebenen  einschliessen.  Die 
Normalebene  auf  0  D,  (0  D2)  ist  aber  auch  senkrecht  auf  S  und  K,  (KJ 
geht  also  durch  deren  Normalen  ON  und  OA,  (0A2). 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz :  Legt  man  durch  die  Normale  eine  Wel- 
lenebene und  durch  je  eine  der  optischen  Axen  Ebenen ,  so  sind  die  Hal- 
birungsebenen  der  von  ihnen  gebildeten  Körperwinkel  die  Oscillations- 
ebenen  der  beiden  Schaaren  von  Wellen ,  die  sich  in  dem  krystallinischen 
Mittel  parallel  mit  der  ersterwähnten  Ebene  fortpflanzen  können. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  lassen  sich  dann  wie  folgt  be- 
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Fig.  93. 


rechnen.    Wir  beschreiben  um  den  Mittelpunkt  des  Elasticitätsellipsoides 

eine  Kugel  vom  Radius  1.  Die  Ausgänge  der 
optischen  Axen  und  Wellennormale  seien 
A, ,  A,  und  N  (Fig.  93) ,  dann  halbiren  die 
grössten  Kreise  der  Oscillationsebenen  die 
sphärischen  Winkel  A2NAt.  Sind  dann  auf 
diesen  grössten  Kreisen  Na  =  Nß  =» einem 
Quadranten,  so  werden  a  und  ß  die  End- 
punkte zweier  Durchmesser  in  der  Wellen- 
ebene sein.  Setzen  wir  ferner  A  A1 N  A,™  d, 
also  A  aN At  —  AaNA2  =  180  —  id,  so 
erhalten  wir  in  den  einzelnen  Dreiecken  fol- 


gende Beziehungen : 

AaNA,, 
AaNA2, 


(10 

(2.) 

(3.) 
(4.) 

(5.) 


cos  i/;,»  —  cos  */*  d  sin  q>t , 

cos  ifj^  =  —  cos  V2  d  sin  q> 2 , 

A/2NA,  ,  cosi/zj—  —  sin  Va^sinqp,, 

A/?N  A2 ,  cos  1/4=        sin  V2  <$  sin  gp2, 

A  cos  A,  A2  —  cos  gp,  cos  öPj 

AN  A,  Af,  cos  d  =        ^r r-^ -°. 

1    2  singpj  smqpj 

Aus  (5.)  kann  gebildet  werden 

a  s      a  •  91/   *       cosO»,  —  cp.)  —  cosAjA. 

1  —  cos 0  =  2  sin2  i/j  0  = Y    .    y*  . *—*, 

sin  </),  sin  g>2 

4i         jj       o       11/  ji       cosAjA. — cos(op,  —  flr>2) 

1  +  COS  O  =  2  COS2  V2  O  = - — 2 r-^-J ■L^-. 

'  sin  </),  sin  9>2 

Werden  diese  Ausdrücke  in  (1.)  bis  (4.)  eingesetzt,  so  finden  wir  die 
gesuchten  Werthe  von  \p,  welche  die  Schwingungsrichtung  geben,  ausge- 
drückt durch  die q>  und  A,A2,  nämlich 

1  /cos  A,  A.  —  cos  (op.  —  g>J  . 

cos  xb.  =  —  1/ ^-. ^ i-Z-  sin  flp, 

F  2  siny,  sinqf>2  X1 

und  ebenso  die  anderen. 

Nachdem  nun  gegeben  ist  die  Lage  der  Schwingungen,  so  sind  nach 
2.  die  reciproken  Längen  der  Hauptax^n  der  Schnittellipse  der  Wellenebene 
mit  dem  Elasticitätsellipsoid  die  verlangten  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten. Sei  r'  die  eine  Hauptaxe  und  bedeuten  uf,  v',  w'  die  cos.  der  Winkel, 
welche  r7  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so  sind  die  Coordinaten  des  End- 
punktes 

x^uV  ,  y'  =  vfr'  ,  z'  =  wfrf. 

Werden  diese  Werthe  in  die  Gleichung  des  Elasticitätsellipsoides  ein- 
gesetzt, so  erhält  man 
r'2  (Cj2  u'2  +  c22  v'2  +  c32  w'2)  =  1 ,  oder,  da  u'2  +  v'2  +  w'2  =  1  ist, 
r"  [(c,2  -  c22)  u'2  +  (c32  —  c22)  w'2  +  c,2]  —  1. 
Weil  ferner  mit  Hilfe  der  Werthe  von  cosa0,  cosb0,  cosc0  aus  3.  ist 
cos  (fx  =  u'  cosa0  +  w'  cosc0,      cos  tp2  =  —  uf  cosa0  4- w'  cospo, 


I 

I" 
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°"er  f        cos  tpt  —  COS  lf>%  .        COS  fy  +  COS  \f)% 

Scosa*         '  2cosc0 

so  ist 


'J'+tfJ-l, 


zcosa*  zcosc0 

so  ist 

[c  t c  *  c  * c  * 

4  cos*  3o v      ^l  ™     ■   4  cos1  c0         ^l  ^a 

oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  cosa*,  cosc0  von  3., 

C/2  —  -jf  »■  ct*  —  (ct2  —  c^2)  cos  Vi  cos  tp%. 

Setzen  wir  dann  die  oben  berechneten  Werthe  von  cost//t,  cost//2  ein 

und  bedenken ,  dass 

2c  2 c  * <•  * 

cos  A,  A,  -■=  cos2  i  A,  As  —  sin2  i  A,  At  —  — * — j — l- — |— *- 

c,        c, 

ist,  so  erhalten  wir  die  gesuchten  Ausdrücke  für  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten. 


c'2^ 

C"2: 


6.    Gleichung  der  Wellenfläche  in  Plancoordinaten. 

Unter  Plancoordinaten,  den  Coordinaten  einer  Ebene,  verstehen  wir 
die  reciproken  Werthe  der  Segmente,  welche  die  Ebene  von  den  Coor- 
dinatenaxen  abschneidet  mit  dem  positiven  oder  negativen  Vorzeichen,  je 
nachdem  das  Segment  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  liegt.  Wir 
wollen  nun  den  Zusammenhang  dieser  Segmente  aller  derjenigen  Ebenen 
suchen,  welche  die  Wellenfläche  berühren,  d.  h.  die  Gleichung  der  Wellen- 
fläche in  Plancoordinaten. 

Nach  den  Ausdrücken  (n.)  in  5.  können  wir  als  Tangentialebenen  an 
die  gesuchte  zusammengesetzte  Wellenfläche,  deren  Radiivectores  r  seien, 
diejenigen  Ebenen  betrachten,  die  bestimmt  sind  durch  r  und  (pv  q>v  wenn 

r2  =  c'2  =  s  + 1  cos  (<pl  +  <p9), 
r2  aaa  c"2  —  s  -f- 1  cos  (q>t  —  <jp^), 
gilt,  wo  zur  Abkürzung 

^t"0*2  —  sundCt'~C3*  =  t 
2  2 

gesetzt  ist.  Ferner  ist  klar,  dass  von  den  Ebenen,  welche  auf  der  durch 

9>,  und  9>s  bestimmten  Richtung  senkrecht  sind,  nur  diejenigen  vier  Ebenen, 

aber  auch  alle  vier,  die  Wellenfläche  berühren,  für  die  man  hat 

r  =  +  c'  und  r  =  +  c". 

Als  Gleichung  der  Wellenfläche  gilt  demnach 

(r2  —  c'2)  (r2  —  c"2)  =  0 
oder 

r<  _  (c'2  +  c"2)  r2  +  c'2  c"2  =  0 , 
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wo  ist  c'2  -f-  c"2  =  2  s  -f-  2 1  cos <pt  cos q>t1 

cfa  cm  wmm  g«  —  t«  —  t»  (cos'qp,  +  cds2gps)  +  2  s  t  cos  9^  cosqp*. 
In  diese  Ausdrücke  müssen  nun  Plancoordinaten  eingeführt  werden. 
Die  Gleichung  einer  Wellenebene,  die  durch  r,  qp,  und  q>%  bestimmt 
wird,  ist  nach  den  schon  immer  gebrauchten  Bezeichnungen 

x  cosa  -f-  y  cosb  +  z  cosc  =  r. 
In  Plancoordinaten  erhält  die  Gleichung  dieser  Ebene  die  Form 

xu  -(-  yv  +  zw  —  1, 
so  dass  also  ist 

cosa  cosb         cosc       „ 1 

r  r  r  u2  +  v2  +  w2 

Nach  der  bekannten  Formel  für  den  cos.  des  Winkels  zweier  Rich- 
tungen ist 

cos*/),  ==  cosa«,  cosa  +  cosc0  cosc  =  r  (u  cosa0  +  w  cosc0), 
cosqp2  ■■■  —  cosa«,  cosa  +  cosc0  cosc  ■■*  r  ( — u  cosa«,  +  w  coscj. 
Setzen  wir  diese  Ausdrücke  ein,  so  erhalten  wir 
c'2  +  c"2  —  2s  +  2tr*  (cos2c0  w2  +  cos2a0u2), 

=  2I*2  [u2  (s  —  t  cos2ao)  -f-  v*s  +  w2  (s  +  t  cos2c0], 

—  r2  [u2  (c,2  +  c,2)  +  v2  (c32  +  c,2)  +  w2  (c,2  +  C32)]. 
c'2  c"2  —  s2  —  t2  +  2t2!-2  (cos2a0u2  —  cos2c0w2)  + 

2str2(cos2c0w2 — cos2a0u2), 

—  r2  (u2c,2c32  +  v2c12c32  +  w2c12ca2). 

Durch  Einführung  dieser  Ausdrücke  und  r*  =  — r— ; — =— ; — 2  in  die 

0  u2  +  v2  +  w 

obige  Form  der  Wellenfläche  geht  diese  nach  einer  einfachen  Transformation 

über  in 

(U*  +  v2  -f-  w2)  (u2c,2c32  +  v2c32c,2  +  w2c12c22)  ' 

-  [u2  (c,2  +  c32)  +  v2  (c32  +  ct2)  +  w2  (c,2  +  c2)]  +  1—0, 

oder,  da  r2  (u2  +  v2  +  w2)  =  1  ist,  nach  Division  mit  u2  +  v2  +  w2 

r4  (ua  +  v2  +  w2)  —  r2  [u2  (cä2  +  c,2)  +  v2  (c32  +  c,2)  +  w2  (c,2  +  c,2)] 

+  [u2  c22  c32  +  v2  c32  c42  +  w2  ct2  c22]  —  0. 

Hierfür  kann  gesetzt  werden 

u2  v2  w2 


r2  —  c~*  +  r2  —  c,2  +  r2  —  c32  ™  °' 
oder,  wenn 

pr  —  U2  +  V2  +  W2  —  Q* 

eingeführt  wird, 

u2  v2  w2 


1-^v  +  i-c.v  +  i-c/e»     °" 

7.    Discussion  der  Wellenfläche. 
Die  Gleichung  der  Wellenfläche  in  Punktcoordinaten  ist  nach  4. 

x»  +  y^-f-z1  —  c,1  ^  x*  +  f  +  z*  —  c,*  ~r  x*  +  y«  +  z*  —  c,f 
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oder 

(x*  +  y*  +  **)  [c,s  x«  +  c2*  y*  +  c3»  z*] 

-[c'Cc'  +  Ca1)  x*+cs2(c,2+c18)ya  +  cs*(c,,+css)z«]+c18cfa^  — 0. 

Aus  diesen  Gleichungen  geht  sofort  hervor,  dass  die  Fläche  symmetrisch 
ist  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinatenebenen. 

a)  Untersuchung  der  Schnittcurven  mit  den  Coordinatenebenen. 

Die  Schnittlinie  mit  der  xy  Ebene  ist 

0  —  c*  c2*  ca*  -  [c,*  (c2*  +  c3J)  x*  +  ct*  (ca*  +  c,«)  y»] 

+  (i2  +  y1)(c1axa  +  c1»ya), 
oder 

(ct»  x*  +  c2*  ya  +  ct*  c2*)  (x*  +  y1  -  O  —  0. 

Diese  Gleichung  bedeutet,  da  ct  >  c, 
>c3  ist,  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  c„  c„ 
welche  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  c, 
umhüllt,  ohne  ihn  zu  berühren.  (Fig.  94 a). 

Für  die  Schnittcurve  in  der  xz  Ebene  ist 
y*=0,  also 

(d*  x*  +  c3J  z»  —  Cl*  c3«)  x 
(x*  +  z*-c2*)  =  0, 
d.  i.  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  c„  c„ 
welche  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  c,  in 
vier  Punkten  schneidet.  (Fig.  94  b). 

Für  die  Schnittcurve  in  der  yz  Ebene  ist 
x  =  0,  also 


Fig.  94a. 


Flg.  94b. 


(c32  z*  +  c2*  y*  —  c,1  c3*)  x 


Fig.  94c. 


(z*  +  y*-c*)  —  0, 
d.  i.  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  cs,  c3, 
welche  von  einem  Kreise  mit  dem  Halb- 
messer Cj  umhüllt  wird.  (Fig.  94c). 

Dieselben  Resultate  kann  man  aus  der 
Gleichung  der  Wellenflache  in  6.  erhalten. 

b)  Singulare  Punkte  der  Wellenfläche. 

Bezeichnet  man  die  Gleichung  der  Wel- 
lenflache in  Punktcoordinaten  mit  f ,  so  ist 

|j  =  2x  [Cl*x*  +  c2«y*  +-  c3'z*  -  c,*  (tf  +  c,*)  +  c,*  (x»  +  y*  +  z*)], 
||  =  2y  [c.'x'  +  c2*y*  +  c3*z*  -  tf  (c3«+  ctf  +c*  (x*  +  y*  +  z')], 

Da  nun  die  Gleichung  der  die  Fläche  in  x',  f  i!  berührenden  Ebene  ist 

a^-^+^y-yo  +  li  (*-*')-<>, 

so  sind  singulare  Punkte  solche,  für  die  die  Differentialquotienten  ver- 
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schwinden.  Die  reellen  Punkte  der  Fläche,  welche  diese  Differentialquotien- 
ten verschwinden  machen,  hängen  durch  folgende  Gleichungen  zusammen: 

y-0,i«  +  **-ci»,£  +  X-l. 

Die  betreffenden  Punkte  sind  also  in  der  xz  Ebene  die  vier  Durch- 
schnittspunkte  des  Kreises  und  der  Ellipse.  Die  Coordinaten  dieser  Punkte 
sind 

x  r  2 rj    '    j*=u>   z  «=       . .  .. 

C,    Ci  .  ^3  W 

Zur  Aufstellung  der  Gleichung  der  Berührungskegel  in  diesen  Punkten 

berechnet  man 
Q*f  s* c» 

5F*     —  %t?xn  —  8ci1(5»1  ^=7^' 

|p      -  >  (c.»  -  O  fe«  -  c,^ 

^5      «8c,  z    —  öc4  c8  c^— — ,  

ax'3      u'  3737     ü* 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  in  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
des  Berührungskegels: 

erhält  man 

Cl*x"(x  —  x')1  —  i(c2*  —  OW-  Oft  —  y')«  +  c,*z'*(z  —  z? 
+  (c.'  +  c,1)  x'z'  (x  —  xO  (z  — z')  —  0 
oder 

Ct2  c,s  (cs*  -  O  (x  -  x')*  -  i  (c,*  -  ct»)  (c/  -  p(V-p(y  — iT  + 
«^(c,*  —  cas)(z  — z')8  -+^0,(^4- Cf)^(caa  — c,«)(ca*  — O  x 

(x  — x')(z  — z')™0. 
Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kegels  des  zweiten  Grades,  dessen  Spitze 
in  den  singulär^n  tunkt  fällt  und  von  dem  ein  Axialschnitt  in  der  xz  Ebene 
liegt.  Dieser  Hauptschnitt  besteht  aus  den  Tangenten  des  Kreises  und  der 
Ellipse  und  die  Halbirungslinie  des  stumpfen  Winkels  dieser  Tangenten  ist 
die  Axe  des  Kegels. 

c)  Singulare  Tangentialebenen  der  Wellenfläche. 
Dazu  gehen  wir  aus  von  der  Gleichung  der  Wellenfläche  in  Plancoor- 
dinaten,  wie  sie  in  6.  gegeben  ist,  nämlich 

F  =  (u1  +  vf  -f  w*)  (ua  c42  c8f  +  v1  c3s  c,1  +  w*  c,*  c,*) 
—  [uMc/H-c^^v^c^  +  c^  +  w-Cc^  +  c,8)]  +  1  —  0. 
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Die  allgemeine  Form  der  Berührungsebene  im  Punkte  u',  v',  wf  ist  dann 

^(u-u')  +  -5--(v-v')  +  ^(w-w0-0. 

dF    dF    dF 
Suchen  wir  nun  die  Werthe  von  u',  v'  w'   für  die  -*—, n  -k-t ,  -*— ;ver- 

cu'  vy    dw 

schwinden,  so  erbalten  wir  eine  Berührungsebene,  welche  die  Fläche  in 
einer  Reihe  von  Punkten  berührt.  Wir  finden  dann  die  Bertthrungscurve 
durch  eine  Gleichung,  die  der  des  Berührungskegels  in  b)  analog  ist. 

Die  Ausführung  der  verlangten  Differentiation  giebt 

SV 

3^-=  2u  [u1  C,*  c'  4-  V1  C.V + W  C,'  C.» + C,»  C^U* + Y* + W*)— (0,*+ Oli 

d¥ 

^=2y[uicJ*ca»+v1cs,cIs+w«c,»c,*+c1*c,J(u*+v*+w')— (c'+c,«)], 

dF 

^«2w[u2c2ac,a+v1c,>c1t+wJc1fc28+c/cla(u,+v>+w»)  — (C^+G,1)]. 

Setzen  wir  diese  Werthe  gleich  Null,  so  ergeben  sich  zunächst  folgende 
Systeme  von  zusammengehörigen  Werthen  von  u,  v,  w. 
v~0, 

u'c^  +  W^tf  +  c/CaMtf  +  W2)  —  (c^-f-Ca1)—  0, 
U*  C,1  C,f  +  W*  C,a  C,9  +  C1  Cj1  (Uf  +  W»)  —  (Cl*  +  C,*)  —  0. 

Die  zwei  anderen  Systeme,  welche  beginnen  mit  u  *■»  0  und  w  =  0, 
geben  nicht  Punkte  der  Wellenfläche.  Statt  der  beiden  letzteren  Gleichun- 
gen erhalten  wir  zwei  einfachere,  indem  wir  erstens  dieselben  von  einander 
subtrahiren  und  dann,  indem  wir  aus  beiden  u*  +  w*  eliminiren : 

c,1  (u1  +  w1)  —  1, 
u*  c39  +  w*  c,1  —  1. 
Die  singulären  Tangentialebenen  sind  demnach  der  yAxe  parallel  und 
berühren  beide  Durchschnittscurven  in  der  xz  Ebene. 

Die  Plancoordinaten  dieser  Berührungsebenen  sind  demnach 

n«  =  —  c»       Cl       v'  —  n      w"  —  —  ***      c* 

Die  vier  Ebenen,  welche  durch  die  Doppeltangenten  des  Hauptschnittes 
xz  senkrecht  auf  diese  gelegt  werden,  sind  demnach  singulare  Tangential- 
ebenen der  Wellenfläche. 

Zur  Bestimmung  der  Berührungscurve,  deren  Gleichung  analog  der  des 
Berührungskegels  der  vorhergehenden  Untersuchung  ist,  müssen  die  zwei- 
ten Differentialquotienten  entwickelt  werden. 

Die  ausgeführte  Rechnung  giebt: 
^jSc.c,a»__,9c,'(c,'-c,') 
3u«  — 8«.  c,  o    — »     cJ  — ctf    ' 

»g       6c,c^.w-_9c,ä(c,*-c,») 
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3u'dw'       '   2  v  l   ^  3  '  -  '  c32  —  c,2 

Das  Vorzeichen  dieses  Werthes  richtet  sich  nach  dem  von  uf  und  w'. 
Da  aber  die  Berührungspunkte  für  die  vier  Quadranten  der  xz  Ebene 
wegen  der  vorhandenen  Symmetrie  der  Wellenfläche  gleichgelegen  sind, 
so  wird  es  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  keinen  Abbruch  thun,  wenn 
wir  immer  nur  das  -{-Zeichen  nehmen. 

Die  Gleichung  der  Berührungscurve  ist  demnach 

V  c32  (c22  -  c,2)  (u  -  u')2  -  i  (c32  —  c32)  (c22  —  ct2)  (c32  —  C|2)  (V  —  V')2 
+  c22  c,2  (c32  -  c22)  (w  —  w')2  +  c22  (ct2  +  c32)  j/(c32  —  c22)  C,2  —  C,2)  X 

(u  —  u')(w—  w')  =  0. 

Um  die  Art  der  Curven  näher  zu  bestimmen,  setzen  wir  w  =  0  und 
finden  so  deren  Projection  auf  die  xy  Ebene.  Die  daraus  resultirende  Glei- 
chung hat  die  Fonn 

A  (U  —  u')2  +  B  w'2  +  C  (v  —  v')2  +  D  (u  —  u')  w'  =  0. 

Dies  ist  die  Plancoordinaten- Gleichung  einer  Ellipse,  deren  eine 
Axe  in  die  xAxe  fällt,  folglich  ist  die  Berührungscurve  selbst  eine  Ellipse, 
deren  Axe  in  die  Doppeltangente  fällt,  deren  Scheitel  die  Berührungs- 
punkte der  letzteren  mit  Kreis  und  Ellipse  sind. 

Setzt  man  in  die  Gleichung  dieser  Projection  u  =  0,  so  erhält  man 
*  (c32  -  cf2)  (c32  -  c22)  (c22  -  c,2)  v2  =  c22  (c32  -  ct2). 

Die  beiden  Wurzeln  v  sind  die  reciproken  Werthe  der  Segmente,  welche 
die  mit  der  x  Axe  parallelen  Tangenten  von  der  yAxe  abschneiden,  d.  i.  also 
der  reciproken  Werthe  der  auf  der  xzEbene  senkrechten  Halbaxe  der  Be- 
rührungscurve selbst.    Dies  ist  also 

,         l/(c32-c22)(c22-ct2) 

2c2 

Setzen  wir  v  =  0  in  der  Gleichung  der  Projection,  so  erhalten  wir 
zwei  Werthe  von  u,  die  uns  die  Abstände  der  Scheitel  von  dem  Coordinaten- 
anfang  geben.    Dies  giebt,  da  v'  =  0  ist 

c32 (c22- O u'2-  [2 c32 (c22 - Cl2)  u'  +  (c,2  +  c3V(c32-c22)(2*-c>']u' 

+c3'(c22-  -c,2)  u'2+Cl'(c32-  O  w'2+  (c,M-  c32)  |/(c32— OW— OuV-0. 

Werden  nun  hierin  die  Werthe  von  u'w'  eingesetzt,  und  dann  -=d 
(Fig.  95)  für  die  Entfernung  gesetzt,  so  ist  zur  Berechnung  von  d . 

d._  j_i/c7Eg(c,'-c3')  d+  »'y-y>  ,o. 

Die  Differenz  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  ist  2q,  die  Länge  der 
Axe  der  Projection  auf  der  xy  Ebene. 
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Dies  ist  e  —  A-  (c,»-  cts)  [/-^ 


Bedeutet  endlich  21' die  Lange  der 
Axe  der  Berührungscurve  selbst,  so  ist 

0  =  1' cosc0,  1'  — 


COSC0 


-^'fo1  — OW  —  O  -l. 

Es  ist  also  die  Berührungscurve 
eine  Ellipse,  deren  beide  Hauptaxen 
1  und  F  einander  gleich  sind  d.  i.  ein 
Kreis,  dessen  Durchmesser  gleich  ist 
der  Entfernung  der  Doppelberührungspunkte  in  der  xz  Ebene. 

8.    Richtung  der  gebrochenen  Welle  und  des  gebrochenen 

Strahles. 

Wir  benutzen  hier  die  in  §  373, 6.  eingeführten  Bezeichnungen  mit 
der  nöthigen  Verallgemeinerung  für  zwei  optische  Axen.  ut,  vt,  wt,  u„  vs,  w2 
sind  die  cos.  der  Winkel,  welche  die  beiden  optischen  Axen  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  bilden,  r*,  r"  die  gesuchten  Winkel,  welche  die  Normalen  der 
gebrochenen  Wellenebenen  mit  dem  Einfallslose  einschliessen ,  q>[,  q&; 
q>[ ,  9>'s'  behalten  die  Bedeutung,  welche  ihnen  in  5.  gegeben  ist,  nur  wer- 
den die  Winkel  mit  den  zwei  verschiedenen  Wellennormalen  durch  ange- 
brachte Accente  unterschieden.  Die  zAxe  falle  mit  dem  Einfallsloth  zu- 
sammen und  die  xAxe  liege  in  der  Einfalbebene.  In  Folge  der  bekannten 
cos.  Gleichung  ist  dann  dem  §  373,  6.  (3.)  entsprechend 

cos  q>[  —  u,  sin  r'  H-  w,  cos  r', 

cos  gp'2  =  u,  sin  r'  -f-  w2  cos  r* , 

cos  g>{'~  u,  sin  r"+  w,  cos  r", 

cos  y^**5  ut  sin  r"  -f-  w2  C08  *""> 
Das  Brechungsgeselz  giebt  (cf.  §  373, 6.  (1.)) 


(o.) 


sini/ 


v 


sinr" 


c 
v 


H 


(p.) 


smi        v       sini 
Statt  der  Gleichungen  (n)  S.  459  erbalten  wir,  da  unsere  Wellen- 
ebenen verschiedene  Normalen  haben, 

Cj'  +  C,1    .    ct2  — c,1 


J2 


jn. 


2        +        2 

C,    -f-  C3  Ct    —  Cj 


cos^  +  qp;), 
cos  (<jp{f  —  g)f2 ). 


w 


2         '         2 

Von  diesen  geben  uns  (p.)  r'  und  r"  durch  v,  i  und  die  Unbekannten 
c',  c".  Die  Substitution  der  hieraus  gefundenen  Werthe  in  (o.)  giebt  die 
g>  und  deren  Substitution  in  (q.)  endlich  c'  und  c",  deren  Werthe  dann 
rückwärts  eingesetzt  werden,  so  dass  alle  gesuchten  Grössen  bekanntwerden. 
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Ein  dem  in  §  373, 6.  gebrauchten  analoges  Verfahren  würde  uns  auch 
die  Coordinaten  der  gebrochenen  Strahlen  geben. . 

In  Krystallen  mit  zwei  optischen  Axen  werden  im  Allgemeinen  beide 
gebrochene  Strahlen  aus  der  Einfallsebene  heraustreten.  Es  mögen  nun 
folgende  specielle  Fälle  untersucht  werden : 

A)  Wenn  bleibt  einer  der  gebrochenen  Strahlen  in  der  Einfallsebene? 
Hierbei  sind  wieder  zwei  Fälle  zu  unterscheiden«  Es  wird  nämlich  der 

gebrochene  Strahl  a)  gegen  die  Normale  der  Wellenebene  geneigt  sein  oder 
b)  mit  ihr  zusammenfallen  können. 

a)  Nach  der  Huyghens'schen  Construction,  mit  Rücksicht  auf  die  Form 
der  Wellenfläche  übersieht  man,  dass  dieser  Fall  nur  eintreten  kann,  wenn 
die  optischen  Axen  eine  solche  besondere  Lage  haben ,  dass  die  durch  je 
eine  derselben  und  die  Normale  gelegten  Ebenen  gegen  die  Einfallsebene 
gleich  geneigt  sind.  Die  Schwingungen  geschehen  dann  nach  5.  in  der 
Einfallsebene. 

b)  Kann  nur  dann  eintreten,  wenn  die  gebrochene  Welle  die  Wellen- 
fläche in  einem  der  drei  Kreise  in  den  Hauptschnitten  berührt,  dann  aber 
müssen  die  Schwingungen  senkrecht  zu  der  bezüglichen  Kreisebene  stehen. 

B)  Wenn  bleiben  beide  Strahlen  in  der  Einfallsebene? 

Soll  hier  für  den  einen  Strahl  A)a)  stattfinden,  so  muss  für  den  an- 
deren B)b)  stattfinden,  denn  sonst  müsste  für  diesen  Strahl  auch  A)a)  statt- 
finden ,  also  auch  die  Oscillationsebene  mit  der  Einfallsebene  zusammen- 
fallen, ohne  dass  beide  Strahlen  dieselbe  Richtung  annähmen,  was  nicht 
möglich  ist.  Beide  Bedingungen,  die  unter  A)a)  und  B)b)  aufgestellt  sind, 
können  aber  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  die  Einfallsebene  mit  einem  Haupt- 
schnitt der  Wellenfläche  zusammenfällt. 

Von  besonderem  Interesse  ist  hier  der  Fall,  wo  die  Einfallsebene  mit 
dem  Hauptschnitt  der  xz  Ebene  in  7.  zusammenfällt.  Vergleiche  die  nächste 
Nummer. 

9.     Aeussere  konische  Refraction. 

Nach  7.  b)  ist  der  Schnittpunkt  der  Ellipse  und  des  Kreises  in  dem 
Hauptschnitt  ein  singulärer  Punkt.  Sei  nun  die  Papierebene  der  Fig.  96, 
S.  467  dieser  Hauptschnitt  eines  Krystalles,  dessen  eine  Begrenzungsebene, 
deren  Projection  auf  den  Hauptschnitt  MN  sei,  senkrecht  zu  der  Geraden 
vom  Mittelpunkt  der  Wellenfläche  nach  diesem  singulären  Punkt  steht,  d.  i. 
M  N  J.  0  A.  Man  denke  sich  in  0  eine  Wellenbewegung  erzeugt  und  die 
ganze  Krystallebene  MN  ausser  dem  Punkt  A  mit  einer  undurchsichtigen 
Schicht  belegt.  Es  sollen  nun  die  Lichtstrahlen  untersucht  werden,  welche 
durch  den  Punkt  A  austreten.  0  A  ist  der  Radius  der  Wellenfläche,  welcher 
zu  einer  unendlichen  Menge  von  Wellenebenen  gehört.  Eine  berührt  den 
Kreis  und  zwar  steht  diese  senkrecht  auf  der  Papierebene  und  für  sie  fällt 
die  Wellennormale  mit  dem  Strahl  zusammen.  Diese  Wellenebene  wird  sich 
ungebrochen  in  das  umgebende  homogene  Mittel  fortpflanzen  und  dem 
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entsprechend  auch  der  Strahl,  der  also  nach  AS  weiter  geht.  In  A  trifft  aber 
die  Wellenfläche  zweitens  eine  Tangentialebene,  welche  die  Ellipse  des 
Hauptschnittes  berührt.  Der  Schnitt  dieser 
Ebene  mit  der  Papierebene  sei  AW.  Die 
hierdurch  bestimmte  Wellenebene  erfährt 
an  der  Grenze  eine  Brechung  nach  C  W„  so 
dass  nun  der  austretende  Strahl,  der  wegen 
des  homogenen  Mittels  senkrecht  auf  der 
Wellenebene  stehen  muss,  die  Richtung  AS, 
annimmt.  Führen  wir  nun  nach  allen  Rich- 
tungen durch  0  A  Schnittebenen  durch  den 
Krystall,  so  können  wir  die  Construction 
der  Tangentialebenen  für  jeden  solchen 
Schnitt  wiederholen ;  wir  erhalten  also  im- 
mer zwei  Strahlen,  von  denen  der  eine  mit 
AS  zusammenfällt,  der  andere  abgelenkt 
wird.  Nach  den  Betrachtungen  über  den  Berührungskegel  schliessen  wir 
demnach,  dass  aus  A  eine  unendliche  Menge  von  Strahlen,  die  zusammen 
einen  Kegel  des  zweiten  Grades  bilden,  austritt.  Das  Umgekehrte  muss 
natürlich  geschehen,  wenn  wir  auf  den  Krystall  durch  A'  Lichtstrahlen  in 
Form  eines  Kegels  eintreten  lassen ;  alle  zusammen  werden  im  Innern  des 
Krystalles  einen  Strahl  A  A'  bilden,  der  dann  in  A  wiederum  als  Kegel  aus- 
tritt. Es  ist  nun  aber  klar,  dass  man  nicht  einen  einzigen  Lichtstrahl  zu 
dieser  Erscheinung  nehmen  kann.  Es  sei  demnach  ein  Lichtcylinder  mit 
dem  Radius  r  gegeben.  Der  Strahlenkegel  kann ,  da  seine  Oeflhung  sehr 
gering  ist,  als  ein  Rotationskegel  angesehen  werden,  und  zwar  so,  dass  die 
Durchschnitte  der  einzelnen  gebrochenen  Strahlen  mit  einem  auf  der  Axe 
senkrechten  Schirm  lauter  gleiche  Kreise  sind.  Ist  nun  g>  die  Oeffnung 
des  Kegels  und  D  die  Entfernung,  wo  R  der  Halbmesser  des  mittleren  Licht- 
kreises ist,  so  muss  gelten 

Ist  dann  der  innere  nicht  erleuchtete  Kreis  ein  Punkt  geworden,  so  ist 

R  =  r  und  damit  D  —*  r  cot-?  . 

Ist  dann  q  der  Radius  der  äusseren  Grenze,  so  ist 

r  —  ~  e,  also  D  =  -=-  q  cot  -£■ ,  oder  q>  =  2 arc  tag  ^-. 

Dieser  hierdurch  erklärten  Erscheinung  giebt  man  den  Namen  der 
äusseren  konischen  Refraction. 


10.     Innere  konische  Refraction. 

Nach  7.  c)  berührt  eine  Ebene  senkrecht  zur  optischen  Axe  die  Wellen- 
fläche in  einem  Kreise.   Um  die  daraus  folgende  merkwürdige  Erscheinung 
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zu  finden ,  denken  wir  uns  eine  Krystallplatte  senkrecht  zur  optischen  Axe 
geschliffen,  welche,  um  die  Erscheinung  zu  vereinfachen,  ein  einzelner 

Lichtstrahl  parallel  der  optischen  Axe,  also 
senkrecht  auf  die  Brechungsebene  treffe. 
Sei  an  der  Figur  97  die  Papierebene  die 
Einfallsebene  und  SA  der  Lichtstrahl.  Um 
nun  die  gebrochenen  Strahlen  zu  finden, 
zeichne  man  um  A  als  Mittelpunkt  die 
Wellenfläche.  Die  gebrochene  Welle  be- 
rührt diese  Fläche  in  einem  Kreise ,  dessen 
Durchmesser  BC  ist.  Es  ist  dann,  wie  7.  c) 
gefunden  worden  ist,  nach  der  Zeiteinheit 

B  C  =  2 1  =  -  |/(c22  —  O  (c3*  —  c2*). 

Jede  Seite  des  Kegels,  dessen  Spitze  in  A 
und  dessen  Basis  der  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer CB  ist,  muss  nun  ein  gebrochener 
Lichtstrahl  sein.  Jeder  in  der  Richtung  S  A 
eintretende  Strahl  spaltet  sich  demnach  in  unendlich  viele  divergirende 
Strahlen,  die  sich  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fortpflanzen,  während 
die  verschiedenen  Wellenebenen  mit  derselben  Geschwindigkeit  weiter  gehen. 
Die  zweite  Begrenzungsfläche  des  Krystalles  schneidet  .diese  Strahlen  in 
einem  Kreise,  dessen  Durchmesser  um  so  grösser  ist,  je  dicker  die  Platte 
genommen  wird;  denn  ep  ist  B'C'  :  BC  =  B'A  :  BA 

««  B'A  :  c,,  d.  i. 
B'A_       _      1 


B'C 


B  C  =  B'  A  .  -VW  —  O  (c/  —  c4*). 


Beim  Austritt  dieses  Strahlencomplexes,  da  sich  im  homogenen  Mittel 
alle  Wellen  mit  derselben  Geschwindigkeit  fortpflanzen,  werden  die  ein- 
zelnen Strahlen  wieder  so  gebrochen,  dass  sie  alle  einander  parallel  werden. 
Nehmen  wir  dann  statt  eines  Lichtstrahles  einen  Strahlency linder,  dessen 
Halbmesser  r  ist  und  von  dem  SA  die  Axe  ist,  so  ist  der  äussere  Halbmesser 

B'  C                                 B'  C 
der  erleuchteten  Ringfläche  — — (-  r  und  die  innere  — r.    Ist  dann 


B'C  B'C 

— —  =  r,  so  verschwindet  der  innere  nicht  erleuchtete  Theil,  ist  -=— 


r, 


so  decken  sich  sämmtliche  gebrochene  Wellen  auf  der  Fläche  eines  Kreises 

B'C 
vom  Halbmesser  r =— . 

Dieser  hierdurch  erklärten  Erscheinung  giebt  man  den  Namen  der 
inneren  konischen  Refraction. 
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Polarisation  durch  Reflexion.    (§  376.) 
1.    Verallgemeinerung  der  aufgestellten  Formeln.41) 

(c*  —  x*)  cot  c  —  y»  cot  ff  (I.) 

Bedeuten  a!  und  ß'  die  Winkel,  welche  die  Schwingungsrichtungen 
des  einfallenden ,  reflectirten  und  gebrochenen  Strahles  mit  der  die  ver- 
schiedenen Büttel  trennenden  Ebene  bilden,  so  sind  die  Componenten 
dieser  Schwingungen  in  dieser  Ebene 

ccosa'  ,  xcosaf  ,  y  cos  ff'. 

Um  eine  Gleichung  zwischen  diesen  Grossen  aufzustellen,  benutze  man 
das  Fresnel'sche  Princip,  welches  lautet:  „Wenn  an  die  Grenzen  zweier 
Mittel  eine  Wellenbewegung  ankommt,  so  ist  die  vibrirende  Bewegung  der 
Moleküle  in  der  Grenzschicht  anzusehen  als  die  letzte  Bewegung  in  der 
einfallenden  Welle,  als  die  erste  der  reflectirten  Welle  und,  da  die  Grenz- 
schicht auch  dem  zweiten  Mittel  angehört,  als  die  erste  Bewegung  der  ge- 
brochenen Welle." 

Nach  diesem  Princip  müssen  demnach  die  in  der  Grenzfläche  statt- 
findenden Verschiebungen,  welche  dem  einfallenden  und  dem  reflectirten 
Lichte  angehören,  gleich  sein  der  augenblicklichen  Verschiebung  in  der 
Grenzfläche  in  der  gebrochenen  Welle.  Was  von  den  Verschiebungen  gilt, 
muss  auch  von  den  Amplituden  gelten.  Es  ist  also 

(c  +  x)  cosa'  =  y  cos/?'.  (II.) 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichungen  kann  nun  x  und  y  berechnet 
werden.  Es  folgt  zunächst  durch  Division 

coto  cot  ff 

(C  —  X)cös^7*aB:y  cöTff' 
und  dann 

cot a  cos* ff'  —  cot ß  cos1  a'  cosa' 

X  —  cot  a  cos1  ff' +  cot  ff  cos^  C  %  y*(C  +  X)  cos/*'" 

Specielle  Fälle : 

A)  Der  einfallende  Strahl  bestehe  aus'  Schwingungen  in  der  Einfalls- 
ebene, dann  ist  a'  =*  o,  ff'  —*  ff,  also  nach  einiger  Transformation 

tg  (q  —  ff)  2  cosa  sin  ff 

x™  — c  tg(a  +  ff)  '  ys~  +  Csin(a  +  ff)cos(a  —  ff)" 

B)  Die  Schwingungen  des  eintretenden  Strahles  finden  senkrecht  zur 
Einfallsebene  statt,  dann  wird  a'  =  0,  ff'  =  0,  also 

sin  (q  —  ff) 2  cosa  sin  ff 

X  Csin(a  +  ff)  '  Y  —  +  C  sin(a  +  ff)' 

C)  Die  Schwingungen  des  eintretenden  Strahles  sind  so,  dass  die 
Schwingungsebene  derselben  den  Winkel  d  mit  der  Einfallsebene  bildet. 


*)  Fresnel,  Annales  de  chim.  et  de  phys.   XLVI.   Pogg.  Ann.  XXII. 
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Diesen  Fall  bringen  wir  auf  A)  und  B),  indem  wir  diese  Schwingungen 
in  zwei  componirende  Schwingungen  nach  der  Einfallsebene  und  senkrecht 
zu  derselben,  ccosd  und  csin <$,  zerlegen.   Dann  ist 

.    .  sin  (a  —  ß)  .  tg  (a  —  ß)  ,   ,   o„ 

x  =  —  c  sin  d  — 7 — r-~  —  c  cosd  —7 — j-^    —  a'  -f- a", 

cos(a+ff)  tg{<*  +  ß) 

.    ,  2cosasintf  .  2  cos  osin/?      w/   ,  Kr 

Y  =  +  C  Sin  Ö r- ^  +  C  COS  O  -r~t -r—  —  b"  +  b\ 

y        ^^smvsin(a  +  /?)cos(a  — /9)^  sin(a  +  ff) 

wo  die  a,  b  abgekürzte  Bezeichnungen  sein  sollen  und  zwar  so,  dass  also 
a',  b'  (a",  b")  die  Componenten  der  Schwingungen  senkrecht  (parallel)  der 
Einfallsebene  bezeichnen. 

D)  Ist  der  eintretende  Lichtstrahl  nicht  polarisirt,  so  rechnen  wir  die 
eine  Hälfte  zu  A)  und  die  andere  zu  B)  und  erhalten  damit 

1       sin(q-/g)         1      tg(q  —  ß)         ,  „ 

X 2Ccos(a  +  ß)~  2   Cig(a  +  ß)        *  +  *' ' 

1  2  sin/?  cos  ce JL^      2  cos  ce  sin  ff        ,  „       ,, 

y  ~  +  2  C  sin(a  +  /?)cos(a  —  ß)  +  T  C  sin(a  +  ß)  ™  Di  "+"    ■' 

Die  Abkürzungen  sind  analog  den  obigen  gewählt. 
Die  Intensitäten  der  betreffenden  Lichtstrahlen  sind  dann  proportional 
den  lebendigen  Kräften 

m' 
mc1,  mx",  m'ya,  oder  proportional  ca,  x2,  — y*. 

Setzen  wir  dann  nach  den  Formeln  des  Lehrbuchs 

m' d1  sin  ß  cos  ß sin  a  cos/? 

m        (5  sin  a  cos  a        cos  a  sin  ff' 

so  erhalten  wir  die  Intensitäten  in  den  einzelnen  Fällen  proportional  den 
folgenden  Ausdrücken : 

A  2  atg2(a  —  ß)  %  sin2asin2ff 

'  C     '     C  tg2(«+ff)     '     C  sin2  («  +  /?)  cos2  (a  —  ßY 


B)  c2    ,     c 


2  sin2 (a  —  ß)         2  sin 2a sin 2/9 

sin2(a  +  ff)   '     C     sin2 (a  +  ß)  ' 


C)  c2    ,     a'2  +  a"2  ,     (b»2  +  bViPaC°Sff, 

cosasinff 

D)  c*    ,    a[«  +  a;»  ,    (br  +  bO^?^. 

cos  a  sin  ß 

Bemerkenswerth  ist  hierbei,   dass  für  senkrechte  Incidenz  bei  A) 
x  ™  —  c  TT '  un(*  bei  B)  x  —  —  c  -^  wird;  denn  es  ist  dann  a  —  0 

und  /?  ==  0.  Nun  ist  aber  für  A),  wenn  wir  nur  die  absoluten  Werthe  unter- 

sina 


suchen,  nach  einiger  Transformation  und  Einführung  von  n 


sin  ß 
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n1 008*0  —  l^n* —  sin*«    ,  .  „, 
x  —  — r  =,  d.  i.  für  a  —  0, 

ir  cos* a  +  J/n*  —  sin*  a 

D  — 1 

x~n  +  r 

Für  B)  ist 

j/n*  —  sinfc  —  cos a    ,  .  -  A 

x  —  ¥  /  as ,  d.  i  für  a  —  0. 

p  n'  —  sin*a  +  cosa 
n  — 1 
X"sn  +  1' 
also  derselbe  Werth  wie  oben.  Dies  geht  daraus  hervor,  dass  für  die  senk- 
rechte Incidenz  die  Einfallsebene  unbestimmt  wird. 


2.    Folgerungen  für  die  Reflexion. 

Setzen  wir  a  +  ß  —  0 ,  also  tg  ap  *—  n ,  so  erhalten  wir  bei  den  ein- 
zelnen Fällen  folgende  Resultate: 

A)  x  =  0.  Es  wird  also  dann  das  auftreffende  Licht  nicht  reflectirt. 

B)  Das  reflectirte  Licht  ist  in  seiner  Polarisation  nicht  geändert. 

C)  und  D)  Hier  bleibt  das  ganze  reflectirte  Licht  a',  a{ ,  d.  h.  alles  re- 
flectirte Licht  ist  solches,  dessen  Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene 
stattfinden. 

Von  besonderem  Interesse  ist  noch  o  —*  ß.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung wird  nie  Licht  reflectirt.  Hierdurch  sind  die  Untersuchungen  von 
§  229, 11.  und  den  darauf  gegründeten  §  230  über  die  Construction  von 
Huyghens  abermals  bestätigt;  denn  a  —*  ß  hebst  der  in  das  zweite  Mittel 
eintretende  Strahl,  wird  nicht  von  seiner  Richtung  abgelenkt,  was  aber  nur 
stattfinden  kann ,  wenn  das  zweite  Büttel  vom  ersten  sich  in  Dichtigkeit 
nicht  unterscheidet. 

Eine  weitere  Untersuchung  erfordert  noch  C)  und  D);  denn  A)  und  B) 
geben  uns  stets  polarisirtes  Licht,  dessen  Schwingungsebenen  unverändert 
bleiben. 

Natürliches  Licht  D)  wird  durch  jede  Reflexion  theilweise  polarisirt. 

Den  Beweis  dieser  Behauptung  führen  wir  durch  Vergleich  der  beiden 
Intensitäten  a{*  und  a"2.  Es  ist  nämlich  a{*  —  a{'2  der  Ueberschuss  des  Lich- 
tes, welches  senkrecht,  über  das  welches  parallel  der  Einfallsebene  schwingt, 
oder  die  Menge  des  im  reflectirten  Lichte  vorhandenen  polarisirten  Lichtes. 
Die  Einführung  der  Werthe  aus  1.  giebt,  wenn  c  ™  1  gesetzt  wird: 
y«  ai»  1  sin' («-/?)  1  tg'(q-/g) 
*l        Hl  4sin*(a  +  /S)        4  tg2(a  +  /?)' 

1  sin*(tt  —  ß)l        cos'(tt-f-/?)| 
~  4  sin2(a  +  /?)|         cos2(a—  ß))' 

Nun  ist  aber  immer  cos1  (a  +  ß)  <  cos2  (a  —  ß),  mithin  der  in  Paren~ 
these  stehende  Ausdruck  immer  >  0,  also  auch 
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aj*  —  aj'1  >  0,  oder  a{*  >  a'/% 
d.  h.  es  ist  immer  die  Componente  der  Intensität  des  Lichtes,  welches  senk- 
recht zur  Einfallsebene  schwingt,  grösser  als  die  der  Intensität  des  parallel 
der  Einfallsebene  schwingenden  Lichtes. 

Die  Schwingungsebene  eines  polarisirten  Strahles  C)  wird  durch  eine 
Reflexion  gedreht. 

Da  unserer  Annahme  nach  durch  eine  Reflexion  kein  Phasenunter- 
schied für  a'  und  a"  eintritt,  so  haben  wir  hier  zwei  Schwingungscomponen- 
ten,  die  zu  §  228  für  den  Fall  n  =  0  passen.  Die  Schwingungen  werden 
also  in  einer  Ebene  stattfinden,  die  bestimmt  ist  durch 

a"       tg(or  — ft)sin(or  +  ß) 
cot  D  =  -r  =  f- —  .     -—  cot  d, 

*        a'        tg  (er  + /?)  sin  (er  —  ß) 

cos  (g +  /?)_, 

= -TT   COt    O  , 

cos  (er  —  ß) 
wo  q  der  Winkel  ist,  den  die  Schwingungsebene  des  reflectirten  Strahles 
mit  der  Einfallsebene  bildet.   Diese  Drehung  der  Polarisationsebene  wird 
nur  dann  =  0,  wenn  a  =  ß  =  0  ist,  d.  h.  bei  senkrechter  Incidenz. 

Diese  Formel  giebt  eine  Bestätigung  des  Obigen ,  denn  ista+/?=90°, 
so  wird  cot  q  =  0,  q  =  90°. 

3.    Erklärung  des  negativen  Zeichens  in  den  Formeln  für 

die  Reflexion. 

Für  diese  Untersuchung  ist  es  hinreichend  die  beiden  in  A)  und  B) 
erhaltenen  Formeln  zu  betrachten ,  nämlich 

ig(a-ß)  sin(q-fl 

tg(a  +  ß)'  sin(a+/*r 

Wenn  demnach  die  Schwingungsgleichung  des  einfallenden  Licht- 
strahles ist 


s  =  csin27r 


\T        A/' 


so  ist  die  des  reflectirten  Lichtstrahles  entweder 

tg(«— ß)   .    0     ft       e  +  e'N     . 

8a__c!|£^8in2^(t       e  +  e'X 

*  sin  (er  + /*)  \T  X     ) 

In  Bezug  auf  das  Vorzeichen  der  Amplitude  müssen  wir  nun  zwei 
Fälle  unterscheiden : 

1)  c  >  ß  oder,  da  - — -  =  n  ist,  n  >  1. 

sin  ß 

2)  et  <C  ß     „       „       „      „  „   „  ,  n  <  1. 

Der  erste  Fall,  bei  dem  dann  die  Amplitude  negativ  ist,  bedeutet,  dass 
das  Licht  von  einem  optisch  dünneren  in  ein  dichteres  Mittel  geht,  während 
der  zweite  Fall  sich  auf  die  umgekehrte  Anordnung  der  Mittel  bezieht 
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Wollen  wir  nun  das  negative  Zeichen  im  ersten  Fall  entfernen,  so  müssen 
wir  schreiben 

sin(o  —  ß)    .    .     /t       e  +  e'  +  iA 
*         sin  (a  4-/9)  \T  X.         / 

d.  h.  bei  der  Reflexion  an  einem  optisch  dichteren  Mittel  giebt  es  eine  Ver- 
lagerung um  eine  halbe  Wellenlange,   (cf.  §  383.  1.) 
Für  den  «weiten  Fall  können  wir  schreiben 

tg(/g  —  et)    .   0     (t       e+e^ 
8in('?-^sin2„(;-e  +  e', 


8, 


1  sin(/*  +  a) \T  X 

Die  weitere  Untersuchung  der  letzteren  Formeln  enthalt  §  383  2. 
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Folgerungen  für  den  gebrochenen  Strahl. 

Gewohnliches  Licht  wird  durch  eine  einmalige  Brechung  theilweise 
polarisirt. 

Den  Beweis  fahren  wir  analog  dem  Obigen.  Es  ist  nämlich 

smocosjJ 
cos  er  sin/? 
analog  dem  Obigen  §  376  die  Lichtmenge  des  im  durchgehenden  Lichte 
parallel  der  Einfallsebene  schwingenden  Lichtes. 
Die  Einführung  der  Werthe  von  b{'  und  b{  giebt 

sin  a  cos ß  -  , , t ,  ,2.       sin  a  cos  a  sin  ß  cos/?  (1  —  cos*  (q  —  ß)) 

cos« sin/?  (  '   —   l'~  sin*(a  +  /?)  cos» (a  —  ß) 

^  1  sin'(<*  —  ß)    (*       cos'(g  +  /?)\ 
4  sin*  (a  -f-  ß) *  \        cos*(«  —  ß)J  ' 

Da  a  -f-  /?  >  a  —  /?,  so  ist  der  Werth  der  Parenthese  stets  >  0» 
mithin  auch  b{/s  >  b{*,  d.  h.  die  Componente  der  Intensität  des  Lichtes, 
welches  parallel  der  Einfallsebene  schwingt,  ist  grösser,  als  die  der  Inten- 
sität des  senkrecht  zur  Einfallsebene  schwingenden  Lichtes. 

Die  Gleichung  dieses  Ausdruckes  mit  dem  von  §  376, 2.  zusammen 
giebt  das  Arago'sche  Gesetz:  Die  Menge  des  im  gebrochenen  vorhandenen 
in  der  Einfallsebene  schwingenden  Lichtes  ist  gleich  der  Lichtmenge  des 
reflectirten  Lichtes,  welches  senkrecht  zur  Einfallsebene  schwingt. 

Es  giebt  nicht  einen  Winkel  et,  wie  in  §  376,  2.  ap,  für  den  nach  einer 
einmaligen  Brechung  vollständig  polarisirtes  Licht  entsteht. 
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Wenn  Qt  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Schwingung  des  gebrochenen 
Strahles  und  der  Einfallsebene  bildet,  so  ist 

COt  o    =  —  = t  g  0. 

KX        b{        cos(a —  ß)    ° 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  gt  stets  abhängig  ist  von  <J,  dass  es 
also  für  das  gebrochene  Licht  keinen  Polarisationswinkel  giebt. 

Da  ferner  cos  (a  —  ß)  stets  kleiner  als  1  bleibt,  wenn  a  nicht  —  0 
wird,  so  ist  cot  Qt  >  tg  J,  90  —  pt  >  d,  d.  h.  die  zur  Schwingungsebene 
senkrechte  Ebene,  die  Polarisationsebene,  wird  durch  die  Brechung  stets 
gedreht,  und  zwar  so ,  dass  sie  mit  der  Einfallsebene  einen  grosseren  Win- 
kel bildet  als  vorher. 

Lassen  wir  nun  eine  mehrmalige  Brechung  eintreten,  so  finden  wir 
allmälich,  wenn  die  pt,  Qt,  q3  . . . .  die  auf  einander  folgenden  Drehungs- 
winkel sind, 

1  1 

COt  O,  =  *— 7 2-  COt  Qt      —  rr —  tg  <$, 

**       cos  (a  —  ß)       *l        cos*  (a  —  ß)  ^ 

COt  QZ  ■- ; 2r  COt  O.     «-  J7 =r  tg  J, 

r        cos(a  —  ß)       K1        cos3(a  —  0)  ^ 


Wenn  nun  a  nicht  —*  0  ist,  so  ist  cos"  (a  —  /?)  sehr  klein  bei  grossem 
n,  also  cot  gn  =  <*^  £n  —  0,  d.  h.  durch  eine  oftmals  wiederholte  Brechung 
wird  das  Licht  in  polarisirtes  verwandelt,  dessen  Schwingungen  in  der 
Einfallsebene  stattfinden. 
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Nach  den  in  den  betreffenden  Paragraphen  aufgestellten,  von  Fresnel 
zuerst  gegebenen,  Formeln  ergiebt  sich,  dass  bei  den  durchsichtigen  Kör- 
pern, so  lange  der  Einfallswinkel  kleiner  als  der  Polarisationswinkel  ist, 
die  senkrecht  und  parallel  der  Einfallsebene  schwingenden  Componenlen 
ganz  ohne  Phasendifferenz  reflectirt  werden,  dass  aber  wenn  der  Einfalls- 
winkel gleich  dem  Polarisationswinkel  ist,  die  Amplitude  des  in  der  Ein- 
fallsebene reflectirten  Lichtes  ganz  aufgehoben  wird  und  dass  bei  noch 
grosserem  Einfallswinkel,  da  dann  tg  (a+  ß)  negativ  wird,  eine  Phasen- 
differenz eintritt.  Nach  den  Beobachtungen  von  Brewster,  Seebeck,  Airy 
ergiebt  sich  aber,  dass  das  nicht  richtig  ist,  sondern  dass  überall  das  re- 
flectirte  Licht  elliptisch  polarisirt  ist.  Es  soll  demnach  im  Folgenden  die 
Reflexionstheorie  erweitert  werden,  um  auf  die  von  Cauchy  gegebenen 
Formeln  zu  kommen. 
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1.    Aufstellung  der  allgemeinen  Gleichungen*). 

In  den  früheren  Formeln  ist  neben  dem  Princip  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  nur  noch  der  eine  Grundsatz,  dass  die  Periode  aller  beim 
Uebergange  des  Lichtes  aus  einem  Mittel  in  ein  anderes  zur  Sprache  kom- 
menden Bewegungen  gleich  sei,  als  Ausgangspunkt  genommen  worden. 
Dies  Princip  ist  von  Cauchy  das  Princip  der  correspondirenden  Bewegungen 
genannt  worden.  Es  soll  im  Folgenden  der  zweite  von  Cauchy  aufgestellte 
Satz,  das  Princip  der  Continuität  der  Bewegung  verwendet  werden.  Dieser 
neue  Grundsatz  lautet:  der  Ort  von  Aethertheilchen,  welche  auf  dem  Ein- 
faUsloth  liegen,  zeigt  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  wenn  man  aus 
dem  ersten  Büttel  in  das  zweite  übergeht  und  zwar  für  jedes  Einfallsloth 
und  zu  jeder  Zeit.  Das  heisst  also,  dass  die  Curven  für  die  Theilchen  der 
Grenzschicht,  auf  welche  die  Aethertheilchen  eines  Lothes  im  ersten  Mittel 
zu  irgend  einer  Zeit  liegen ,  an  der  Trennungsfläche  beider  Mittel  mit  der 
entsprechenden  Curve  des  zweiten  Mittels  nicht  nur  zusammentreffen,  son- 
dern auch  stetig  in  einander  überfliessen,  so  dass  sie  sich  also  da,  wo  sie 
zusammenstossen ,  einander  berühren.  Dem  ersten  Principe  ist  im  Obigen 
der  mathematische  Ausdruck  gegeben,  dem  zweiten  zufolge  müssen  die 
Ableitungen  der  Ausschläge  nach  dem  Lothe  paarweise  einander  gleich  sein. 

Zur  Aufstellung  der  diese  Grundsätze  enthaltenden  Gleichungen  legen 
wir  folgendes  Coordinatensystem  zu  Grunde.  Die  Grenzfläche  sei  die  zy  Ebene 
und  zwar  liege  die  y  Axe  in  der  Einfallsebene.  Die  x  und  y  Axe  bilde  mit 
der  Fortpflanzungsrichtung  der  ebenen  Welle  einen  spitzen  Winkel.  Unter 
dieser  Voraussetzung  sind  xcosa  +  ysina  =  C,  und  xcos/?  +  y  sin/?«»  C' 
die  Gleichungen  der  einfallenden  und  der  gebrochenen  Wellenebene,  wenn 
wie  oben  o  und  ß  bezeichnen  den  Einfalls-  und  Brechungswinkel.  Die  Elon- 
gationen  des  Aethers  in  der  Richtung  der  drei  Axen  seien  bezeichnet  durch 
£,  q,  £  für  die  einfallende,  g>,  ij',  £'  oder  §",  rf\  £"  für  die  gebrochene, 
§m  fy»  £/  °der  §„,  rj,n  t„  für  die  reflectirte  Welle,  je  nachdem  die 
Schwingung  transversal  oder  longitudinal  ist. 

Die  an  der  Trennungsfläche,  also  für  x = 0,  zu  erfüllenden  Bedingungen 
sind  demnach: 

(a.) 
(b.) 
(c.) 

(d.) 
(e.) 

(f.) 

*)  Eisenlohr,  Ableitung  der  Formeln  für  die  Intensität  des  an  der  Oberfläche 
zweier  isotroper  Mittel  gespiegelten,  gebrochenen  und  gebeugten  Lichtes.  Pogg. 
Ann.  CTV.  (1858.) 


s  +  1,  +  1» 

-  r  +  r. 

1?  +  fy  +  1?» 

-    V'  +  ri'\ 

C  +  £  +  £„ 

-   ?  +  £", 

. 

dg     dl     di, 

dx  '    dx    '    3x 

d£'d?' 

""bt  +  ~bT' 

dt)       dt],        dri„ 
dx  '    dx    '    dx 

_dV'       dr," 
~  dx  ^  öy 

B£   .    dl       dl, 
dx   '    dx    '     dx 

—  dx   +~  dx 
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2.    Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene. 

Da  hier  £  =«  ij  =  "^  =  p     "aBB  ®  *8t  una*  desshalb  alle  übrigen  dem 

entsprechenden  Ausdrücke  verschwinden,  so  sind  die  Gleichungen  (a.),  (b.)f 
(d.),  (e.)  von  selbst  erfüllt    Die  einfallende  Schwingung  sei  gegeben  durch 

„.  Ä     /xcosa  +  ysina       t        &\ 

£=co8M — F — T-TJ' 

Die  hierin  vorkommenden  Grössen  sind  die  allgemein  bekannten.  Die 
Intensität  ist  der  Bequemlichkeit  wegen  —*  1  gesetzt  Für  den  reflectirten 
und  gebrochenen  Strahl  haben  wir 

^A<cos2.(XCOga'  +  y8ina--A-^)t 

Damit  die  Gleichungen  (c.)  und  (f.)  ftlr  x  =  0  und  für  jedes  beliebige 
y  und  t  gültig  bleiben,  müssen  die  Coefficienten  von  y  und  t  in  den  Schwin- 
gungsausdrücken einander  gleich  sein,  d.  h. 

T  —  T,  —  V  also  k  —  A, 
sin a sing,, sin  ß 

~l  k,  ÄT# 

Daraus  folgt  zunächst  sin  a  —  sin  af .  a  ist  ein  spitzer  Winkel,  a,  muss 
aber  dann  ein  stumpfer  sein,  also  a,  «*  180  —  a  und  cos  er,  —  —  cosa. 

Werden  dann  unter  Berücksichtigung  des  eben  Gefundenen  in  den 
Bedingungen  (c.)  und  (f.)  die  behebigen  y  und  t  gleich  Null  gesetzt,  so 
ergeben  sich  noch  folgende  Gleichungen 

LsmJ         T  L8inJ         T  L8inJ         ^ 

Tcosl  ft      #   ,    .  cosaXcos"]  A     $,       ^cos^rcosl.     & 

LsmJ         TA     LßinJ         ™  *    L8in.J         T 

Die  hier  und  im  Folgenden  gebrauchten  Klammern  []  sollen  bedeuten, 
dass  die  Gleichungen  gelten,  wenn  man  das  obere  und  auch  wenn  man  das 
untere  Zeichen  nimmt  und  alles  Andere  unverändert  lässt 
Diesen  Gleichungen  wird  genügt  durch  #  —  &,  =  y, 

1+A,-A',       ^-A,C-^-A'C-^,  also 

.   sin  (ß  —  a)  , 2 sin/?  cosa 

'  —  sin(/*  +  a)  '  —  sinO?  +  a)  ' 

Die  Ausdrücke  für  den  reflectirten  und  gebrochenen  Strahl  werden 
demnach 

r  sin  (g  —  ß) /— xeosg  +  ysina         t  +  & 

Lf  = : ; : — —  COS  L7t      : = 

*'  sm  (a  +  ß)  \  /  T 

r,  2  sin  ß  cos  a  f  x  cos  ß  +  y  sin  ß  t  +  & 

fi~        «n  (/*  +  «)  «»**{  V  T- 

Dies  sind  die  Formeln,  welche  schon  §  376  1.  B)  gefunden  worden  sind. 


cos  er 
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3.    Schwingungen  in  der  Einfallsebene. 

Da  hier  £«=*  0  ist,  so  bleiben  nur  zu  erfüllen  die  Gleichungen  (a.),(b.), 
(d.),  (e.)  für  x  —  0. 

Die  einfallende  Schwingung  sei  gegeben  durch 

fx  cosa  -f-  y  sin 


ra 


COS  2  TT 


C 


ina  t  +  #\  r     sin  o~| 

T    Jl-cosaj- 


Nach  den  eingeführten  Bezeichnungen  unterscheiden  sich  die  Aus- 
drücke für  die  anderen  transversalen  Wellen  von  dieser  Form  nur  durch 
die  GoefScienten  A  und  durch  andere  Indices  und  bei  den  gebrochenen 
steht  ausserdem  statt  a  der  Brechungswinkel  ß.  Die  longitudinalen  Schwin- 
gungen sind  gegeben  durch 

H  -  *»  «»-("■^t1**'  -  H*)  [S£]  • 

Für  das  zweite  Medium  sind  dann  die  Buchstaben  oben  zu  accentuiren 
und  p  einzusetzen.  Die  Grenzbedingungen  für  x  —  0  geben  dann  wieder 


T  —  T.  —  T 


n 


sm  a 


sin  a, 


_  T'  —  T"  also  X  —  X, 
sin  a„       sin  ß 


sin  P  n 

xn  u 


l  X 

und  es  ist  wieder  wie  unter  2.  cosa,  cos/?,  cos /ff'  positiv,  cosa,  und  cosa,, 
negativ  zu  nehmen. 

Die  weiteren  Bedingungsgleichungen  für  §,  tj,  -£  und  ^  geben  nach 
den  angedeuteten  Entwickelungen  vier  Doppelgleichungen ,  in  denen  der 
Einfachheit  wegen  bei  den  verschiedenen  &  der  zugehörige  Factor  -=-  weg- 
gelassen ist. 


.     \  &  sin  a  +  A, 

—  A' 


COS  I  ICOSI I 


Ccosl 
sinj 


"C08l  y«i 
smj 


sin  ß  +  A 


■"[S?]*"«"* 


(i.) 


&  cos  a  +  A, 


|W|    sin« 

LsinJ  s 


cosl  a 

#,  cosa.  —  A„ 

smj  '         " 

A'T008]  ^cos/*  — A" 


cos 
sin 
"cos" 
sin 


&,,  sin  a„ 
#"  sin  /P, 


(2.) 


cosa 


,    .    fcos"]- sin a, cosa,  .  A   rcos~L  cosfa„ 
+  A'  LsinJ*' X +A»UnJ*""Xr 

- a'  M^e?!4^+A,Md^, 

sinj  A  L8inJ       &  - 

Tcos"!  acos*a    .    .    rcosl  Ä  cos*a,  .    .    rcos~l*  cosa,,  sin  a„ 

UnJ  *~r  +  A'  L«i»J*'~jr+ H-fcJ  " — k — 


(3.) 


[_sinj       Ä' 


0-l.A"^8!  V/COs£sin/J' 
+A  LsinJ^        Ä» ' 


(4.) 
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Diese  Gleichungen  vereinfachen  sich,  wenn  wir  die  q  und  ß  eliminiren. 

i*.  i-  •     i4  \      a<*\      4sina       sinq,      sinq,,  , 

Man  multiphcire  (1.)  und  (2.)  mit  — y—  ==  —»-—?  —  =  etc.  und  ad- 

dire  das  erste  Product  zu  (4.)  und  substrahire  das  zweite  Product  von  (3.). 
Dadurch  erhält  man 

1  rcosi  *  _l_  A'  rc°si  *   a/  rc°si  o/ 

TLsinJ  *  +  T|_sin J  *'  =  F  Lsin J  ^ ' 

*^  rcosi  9.  _ *"  rcosi  w 

A„  LsinJ  *"      r  w 

Diesen  Doppelgleichungen  wird  genügt  durch 

-^   ^B   ^    ^S   -^  83K    ^f    ^BE   ^  ? 

i  +  a,     a;      a„    a^ 

Daraus  findet  man  dann  mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  für 
sin  2x,  sin  (x  +  y),  cos  (x  +  y),  sin  x  +  sin  y ,  cos  x  +  cos  y 
aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  nach  einigen  Transformationen: 

sin  (c — ß)  cos(q+/? — a„ — ß*) 
'~  am{a+ß)cos{a—ß+a„+ß')  ' 

—  2sin(q — /?)cosqsinq„  „  sin  ol ' 

"  ~  sin(q„— ß')cos(a  —  ß  +  a^+ß^      sin^"/ 
,  2  cos  a  sin  ß  cos  (q„  4*  ff') 

~B  sin  (q+ff)  cos(q— ff4-q„+/?')  ' 
Folglich  ist 

[£,"]        sin(q  — /g)cos(q  +  /?  — q„  — /?Q 
[ijj  "sintq  +  ff  cos(q  —  ß  +  a„  +  ß') 

Ä      / — xcosa-f-y  sina       t  +  #\  r^ql     gm 
008  2*  ( X H  U«J  '  (5-> 


[ä 


—  2sin  (q  —  ß)  cos  a  sina,, 


sin  («„  —  /P)  cos(o  —  ß  +  «„  +  /J* 

cos2,r(XC08c"+Y8i^-l±^  ^1».) 
\  ^f  T     /  Lsm  a"  J 

["§'"]  2  cos  q  sin  ff  cos  (q„  +  ftQ 

U'JÄSsin(q  +  ff)cos(q-ff  +  q,+/^)  X 

j~|""]  —  2  sin  (a  —  /?)  cos  a  sin  aV 

LVJ  ™  sin  (a„  -  /?')  cos  (o  -  /?  +  a„  +  ff)  X 

Bis  jetzt  ist  angenommen  worden ,  dass  die  longitudinalen  Schwin- 
gungen sich  wie  die  transversalen  als  regelmässige  Wellen  fortpflanzen; 
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nun  machen  aber  die  Beobachtungen  wahrscheinlich,  dass  vielmehr  bei  den- 
selben eine  Abnahme  in  geometrischer  Progression  stattfindet  d.  h.  dass, 
wenn  die  Normale  zur  Wellenebene  in  arithmetischer  Progression  wächst, 
eine  Abnahme  der  Schwingung  in  geometrischer  Progression  stattfindet. 

Nach  §  279.  3.  würde  demnach  das  Gesetz  der  Fortpflanzung  ausge- 
drückt durch 

Ac(Ux+Vy  +  W*)c-<rtit 

wo  dann  die  Normale  zur  Wellenebene  (S.  262) 
p       Ux  +  Vy  +  Wz    und  2*       ^ 

Unser  gefundenes  Gesetz  hat  aber  die  Form 

Ac<D-T-#t)l. 
Diese  letzte  Form  stimmt  mit  der  durch  die  Beobachtungen  begrün- 
deten überein,  wenn  wir  setzen  statt  X„  und  X"  die  imaginären  Grössen 

1  1" 

^undU 
i  i 

Wir  erhalten  dann  statt  (*) 

sin  a        sina,        i sin  c„        sin/?       isin/9' 

Man  sieht,  dass  sina,,,  sin£'  imaginär  sein  müssen,  während  cos  or„  = 

j/l  —  sin2a„  reell  und  negativ,  cos  ßr  —  |/l  —  sin/9'  reell  und  positiv  wird. 

Damit  werden  aber  die  obigen  Ausdrücke  der  Verschiebungen  ima- 
ginär und  wir  können  statt  derselben  setzen  folgenden  Ausdruck 

(a  +  bi)e<a+w>i, 
so  dass  wir  eine  complexe  Amplitude  a  +  bi  und  einen  theilweise  reellen 
Exponenten  haben. 

4.    Entfernung  des  Imaginären  in  den  Ausdrücken  für  die 

Schwingungen. 

Als  allgemeine  Form  für  die  Schwingungen  haben  wir  gefunden 

(a  +  bi)  efo+W1  =  (a  +  bi)e~*  eai. 

Statt  dessen  schreiben  wir  r  e~~*  e  *a+ *)*,  wo  r  und  x  reelle  Grössen 
bedeuten,  welche  wir  finden,  indem  wir  zu  den  trigonometrischen  Functionen 
übergehen  und  dann  das  Reelle  (Imaginäre)  einander  gleichsetzen. 

Wir  erhalten  dann  endlich,  da  der  reelle  Theil  allein  genommen  werden 
muss,  als  Schwingungsausdruck 

j/a2  +  b2  e"-~*  cos  (a  +  arctg  —  ] . 

Die  Grösse  6  kann  der  Annahme  gemäss  für  die  transversalen  Schwin- 
gungen nicht  vorhanden  sein,  da  weder  die  cos.  noch  die  sin.  der  verschie- 
denen et  imaginär  werden,  so  dass  wir  also  für  diese  folgende  Form  behalten 
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J^a*  +  b2  cos  f a  -h  arctg  —  j  . 


Es  ist  nun  unsere  Aufgabe  für  di$  einzelnen  f  und  tj  die  zugehörigen 

a*  +  b*=(a  +  bi)(a  —  bi), 
bi       (a-f-hi) —  (a  —  bi) 
"äT-  (a  +  bi)  +  (a  —  bi) 
ist,  so  finden  wir  diese  Werthe,  wenn  wir  zunächst  berechnen  a  —  bi  aus 
dem  bekannten  a  -f-  bi,  wenn  wir  also  för  die  Transversalschwingungen 
in  A,  und  A'  allen  das  Imaginäre  enthaltenden  Grössen  das  entgegengesetzte 
Zeichen  geben,  wir  setzen  also  —  a„  und  —  ß*  statt  a„  und  ßf. 

Die  hier  angedeuteten  Rechnungen  geben,  da  wir  statt  des  obigen 
Werthes  A,  aus  (5.)  setzen  können 

A,  ™  a  +  bi, 

cot  (q  +  ß)  +  tg  (g„  +  p) 
-Bcot(a-ß)—tg{a„  +  ß'y 
a_bi_cot(a  +  ^)-tg(a,/+^) 
cot(<*  —  ß)+tg(a„  +  ß'y 
bi  ^[cot(or  -  ß)  +  cot  (a  +  ß)]  tg(g„  +ßt) 
a  =cot(a  +  ^)cot(a  —  ß)  +  ttf(a„  + ß>)  ' 
Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung,  da  tg  a„  und  tg  ß'  imaginär  werden, 
pi  =  tg  (*„+/*'),     tg<p  =  ptg(a  —  ß),    tg#  =  ptg(a  +  #, 

so  ergiebt  sich  bi  , 

—  —  itg(<p  +  ip), 


fe  +  V - l/^^  +  ^-Si^t^  oder 

'  v  cot'(«— //)  —  tg*(g„+/y) 

ra+b       rt^^l  +  tg^^^sin^-  (9° 

Durch  analoge  Rechnungen  finden  wir  für  A'  aus  (7.)«  also  für  die  ge- 
brochenen transversalen  Schwingungen 

bi       •. 

vy+v=™l?+*K™l.  (io.) 

r  sin  t//         sin  a 

Darnach  sind  also  die  reflectirten  und  gebrochenen  transversalen 
Schwingungen  gegeben  durch 

j],J     smip  \  X  2n  T    /LcosaJ 

sin(qp-f-tft)    sin/? 


sin  xp         sin  a 


-•"(""^,*^&-i^)[-sa-'« 


tt 
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Für  die  tongitudinalen  Schwingungen  setzen  wir  unserer  Annahme  nach 

£,  — (a-h»i)e        \     1„         ^L     ^  T    ])    cosa,, 

und  ebenso  die  andere  Componente  ij„  und  §",  17". 

Es  ist  nach  den  obigen  Gleichungen  zu  setzen  .  / 

isina,,       sina      .  \J.    ,    snraP 

—j— - =« t-jt- ,  also  cosa,,  —  —  1/  1  +    ,  y    ' 

sinal„l/~        X5  sinal 

sinal"|/7~"     rTF~"     :    „änietir 

Für  die  longitudinale  reflectirte  Schwingung  ist  nach  (6.) 
.  —  2  sin  (q  —  0)  cosqsin a„ 

"Ä     +  sin  («„  -  00  cos  (a  -  0  +  a„  +  00  \ 

— 2  tg  (q  -*-  0*)  cosa  sin q;, 

™  sin  (a„— 00  [cos(or„  +  00  —  tg  (a—  0)  sin(a„ +f )f 
mithin  nach  der  oben  angegebenen  Methode  ! 

,  . —  2  tg  (<x  —  ß)  cosa  sin  a„ 

a  _  sin  (a,,^  00  [eos  (a„  +  00  -f  tg  (a  -  0)  sin  (a„  +  001 ' 

M  4tga(g  —  0)fcos,tt8iri>a„ * 

*   "*"      ~  «*(«„  -  00  [cos8  (a„  +  00  —  tg»(a  —  0)  A'K  +  00] * 

Werden  hier  die  oben  definirten  Werthe  p  und  gp  eingeführt,  so  er- 
hält man 

. *        2  sintpcüs«sina>,    _ 

j/a*  +  ba  —  riD(^ ;~|jf)eoi(a-f  ^ip1  -  '■: 

2 sin qp  cosa  sin a„ 


•  i  ■ » 


(sin  a„  cos a„  —  sin  0*  öo*0O  p  *  •  •  *T  «*  * 

Setzen  wir  nun  die  Werthe  von  sina,,,  cos  er,,,  sin0'  und,  cos  0'  aus- 
gedrückt durch  sin  o  ein  und  bedenken,  dass  wir  dann  finden 


m„  —  m" 

"i  in') 


m-  m„  —  1 
so  erhalten  wir  endlich 

'     23in<pcosa  T-sina(m,*,  —  l)(m"* —  1) 

V&*  *+*  ib*  *■■    «■  ■■ ■    :.»i     '     \-i     "■   !:    i'  ■  . 

,  r      ^  (m"*  — m?,) 

Einfach  «rgiebt  6ich 

bi  . 

— —  Itgy.  .    —    '    Jh.. 

Wird  dann  noch  bedacht  der  Werth  von  cos  o,,  und  sin  a„ ,  so  wird, 
wenn  noch  bei  ij„  die  Bedeutung  der  imaginären  Amplitude  nach  §  376. 3. 
und  §  383. 1.  ausgelegt  wird,  '      ;  '    " 

Klein,  Theorie  der  Elasticitlt  etc.  31 
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i"1  —  1)      2/rxsinam„:A 


r|„"|        2siny  CQ8g(m'n 

L  +«1»  rn\-Tr+fa--T-)'  (13,) 

Werden  dieselben  Rechnungen  für  die  longitudinalen,  gebrochenen 
Schwingungen  (8.)  durchgeführt,  so  ergiebt  sich 

["£""]        2  sin  qp  cos  er  (m* — 1)      —  2 n x sin a m" : X 
W  m»*--.m»  e  X 

tm"  cosl  ft  Vy  8>ncr   i     V         l.+  *  \  /4  4  n 

sin   J27r(-X-  +  £ T-j-        (14-> 

Dass   nun  die   aufgestellten   Schwingungsgleichungen  den    Grenz- 
bedingungen für  x  —  0  genügen,  kann  direct  nachgewiesen  werden. 


5*    Discussion    der   Formeln    und   Resultate   anderer 

Hypothesen. 

Setzen  wir  in  unseren  Formelö  p~=  0,  so  erhalten  wir  die  folgenden 
Werthe: 

1)  für  die  reflectirte  Welle  wird  aus  (9.) 

wrr-r-rt^siny^tgy^tgCa-/?), 
Y     ^  sint//      tgi//      Xg{a  +  ß)' 

2)  für  die  gebrochene  Welle  wird  aus  (10.) 

i/^TTT«  _ 5M£+j£)    sinjg  _tgy  +  tgt/;    sin/? 

sin  i//         Sinex  tgi//  sina 

2  sin  ff  cos  er 
sin  (a  +  /?)  cos  (c  -r-  ß)  ' 
Dies  sind  die  Formeln  von  Fresnel  (§  376). 

Nach  unseren  berechneten  Ausdrücken  haben  wir  für  die  Werthe  aus 
§  376  C),  wenn  c  ~  1  gesetzt  wird, 

.  .    ,  sin  (er  —  ß ) 

a  —  —  sin  <* 7 — r^T  » 

cos(a  +  0) 

a"  —  cos  d  l/a1  +  ba  ■—  cos  3   .    ^  ,    d.  i.  nach  (9.) 
r       '  sini//  v   ' 

jtg(a-/g)l/l+p»tg'(q  +  ffl 

tg(a  +  /?)r   l—p'tg^a  —  /?)' 

Würden  diese  Componenten  bei  der  Reflexion  keine  Phasenverschie- 
bung erhalten,  so  würden  sie  sich  wieder  zu  einem  linear  polarisirten  Strahl 
zusammensetzen,  der  mit  der  Einfallsebene  einen  Winkel  q  bildete,  für  den 
nach  §  228  gälte 

a'       cos(a  —  ß)V  i+f*ttf(a—ßy 
oder  bei  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  p 


a"  —  cos 
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cos*(a  +  /J)   ,     ,sin2crsin2/? 

cot  o  =  — r^ — —*—  4-  pf 1 — : 

*       cos*(a  —  ß)      F    cos4(a  —  /*)  ' 

nun  ist  aber  eine  Phasenverschiebung  vorhanden.  Nach  §  376.  3, 
§  383. 1,  bedeutet  das  negative  Zeichen  bei  a'  eine  Verschiebung  um  rt 
und  nach  (11)  ist  die  Verschiebung  für  a"  q>+tp^  mithin  ist  die  Gesammt- 
phasenänderung  des  senkrecht  zur  Einfallsebene  und  des  parallel  dazu 
schwingenden  Lichtes  <p-\-\p  +  n.  Die  beiden  Strahlen  setzen  sich  dem* 
nach  zu  elliptisch  polarisirtem  Licht  zusammen  und  nach  §  228  ist  der 
Winkel  %,  welcher  die  Lage  der  Hauptaxe  gegen  die  Einfallsebene  be- 
stimmt, gegeben  durch 

tg  2  X  —  tg  2  q  cos  (g>  +  tfß). 

Aus  den  Versuchen  von  Jamin  geht  hervor,  dass  p  stets  sehr  klein 
ist,  dass  also  der  Gangunterschied  zwischen  dem  in  der  Einfallsebene 
und  dem  senkrecht  dazu  polarisirten  Licht,  oder  g>  +  xp  +  u  fast  genau 
it  ist,  wenn  das  Licht  zwischen  der  Senkrechten  und  dem  Polarisations- 
winkel einfällt 

Beim  Durchgang  durch  den  Polarisationswinkel,  wotgi//— *»ptg(a+/9) 
sehr  rasch  wächst,  nimmt  diese  Phasendifferenz  schnell  bis  270°  zu  und 
darüber  hinaus  bis  360°,  welchem  Werth  es  sich,  wenn  der  Einfallswinkel 
bis  90°  wachst,  allmälich  nähert.  Ein  schief  gegen  die  Einfallsebene 
schwingender  Lichtstrahl  ist  also  in  Uebereinstimmung  mit  den  obigen 
Formeln  nach  der  Reflexion  nur  in  der  Nähe  des  Polarisationswinkels 
erheblich  elliptisch  polarisirt  und  nähert  sich  bei  der  senkrechten  und 
parallelen  Incidenz  immer  mehr  der  geradlinigen  Polarisation. 

m    —  m" 

Da  p  =  —77^ —  nach  der  eben  gemachten  Annahme  klein  sein 

r       m"m„  —  1  ö 

soll,  so  muss  m„ — m"  klein  sein,  oder  nach  der  Bedeutung  von  m„und  m" 

müssen  die  Werthe  y-  und  -r^  wenig  von  einander  verschieden  sein. 

Setzt  man 

r— t  +  u,       -— t  — u, 

wo  t  und  u  constant  sind  und  u  eine  kleine  Grösse  ist,  so  erhält  man 


p« 


r        '     sin'g  r  sin*« 

l/ft  +  CHHL^  +  fi^L., 
r    \     '     sin*a  /\  smfa  / 


Bei  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  u  reducirt  sich  dieser 

Ausdruck  auf 

2u,sinq 

P""B  tl/sin'c  +  t1 


2u  ,  t 

—  cos  cu,    wenn  tg  w  ==  - — -  ist 
t  sin  a 


31* 
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Bei  einigen  Korpern  ißt  tp  -f-  tp  negativ,  mithin  ist  auch  u  negativ. 
Nach  Jamin  sind  das  Körper,  deren  Brechungsopponent  <  1,46  ist. 

Derartige  Körper,  bei  denen  also  der  senkrecht  zur  Einfallsebene 
schwingende  Strahl  verzögert  ist  gegen  den  parallel  der  Einfallsebene 
schwingenden ,  nennt  man  Körper  mit  negativer  Reflexion.  Zu  diesen  ge- 
hören z.  B.  Flussspath,  Hyalith,  Wasser,  die  meisten  wässrigen  Lösungen. 
Die  anderen  heissen  Körper  mit  positiver  Reflexion,  dahin  gehören  Glas 
und  die  meisten  festen  Körper.  Mittel,  welche  auffallendes,  geradlinig  po- 
larisirtes  Licht  nicht  in  elliptisches  umwandeln,  heissen  neutrale,  deren 
hauptsächliche  Repräsentanten  sind  Alaun  und  MenilH. 

Cauchy  setzt  p  =  s  sin  er,  wo«  eine  constante  Grösse  ist  und  Ellipti- 
chätscoefficient  genannt  wird.  Für  Flintglas  ist  z.  B.  *  =  0,0t70.  Auch 
diese  Formel  giebt  beinahe  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung. 

Wir  können  endlich  noch  eine  andere  Annahme  über  die  Fortpflanzung 
der  longitudinalen  Wellen  machen  (cf.  3.),  indem  wir  diese  gegen  die  der 
transversalen  Wellen  als  sehr  gross  setzen.  Bei  dieser  Annahme  sind  die  1„ 
und  X"  nicht  imaginär  zu  setzen,  sondern  sehr  gross.  Es  ändert  sich  dann 
in  den  obigen  Formeln  nur  m„  und  m".  Diese  werden 

Man  erhält  dann,  wenn  höhere  Potenzen  von  -^ ,   —  vernachlässigt 

A//        A 

werden 

lh  —  l"* 

einen  von  q  unabhängigen  Werth. 

Welche  von  diesen  drei  Annahmen  die  richtige  ist,  bleibt  vorläufig 
noch  unentschieden,  jedenfalls  geben  alle  drei  mit  den  Experimentalunter- 
suchungen  beinahe  genügende  Uebereinstimmung. 

Eine  andere  ausführliche  Untersuchung  über  das  Compleie  in  der 
Theorie  der  elliptischen  Polarisation  bei  Spiegelung  und  Brechung  ist  an 
den  in  §  331.  12  angeführten  Orten  von  Ketteier  gegeben.  Es  ist  dort  die 
Reflexion  der  anisotropen  Mittel  mit  eingeschlossen.  Die  longitudinalen 
Schwingungen  finden  keine  Berücksichtigung,  sondern  die  Formeln  werden 
abgeleitet  von  der  Annahme,  dass  die  Körpertheüchen  mit  den  Aether- 
theilchen  zusammen  schwingen. 


Färbung  dünner  XryitallblättcheiL   (§  381.) 

1.    Allgemeiner  Ausdruck  für  die  Intensität  des  aus- 
tretenden Strahles. 

Bedeute  an  der  Figur  98  pp'  die  Projection  der  Schwingungsebene 
des  eintretenden  Strahles,  H,  \ ,  H2  hs  die  der  Hauptschnitte  des  KrysUlles, 
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und  damit  also  die  Richtungen  der  Schwingungen,  welche  sich  in  dem 
Krystall  fortpflanzen  können.  RR'  bestimme  die  Richtung  der  Schwingungen, 
welche  der  Analyseur  austreten  lässt.  Bezeichnen  ferner,  wie  in  §  373  und 
374,  (/und  c"  die  verschiedenen  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten,  mit  denen 
sich  die  beiden  Lichtstrahlen,  in  die  sich 
der  senkrecht  das  Blättchen  treffende  Strahl 
zerlegt,  durch  den  Krystall  fortpflanzen.  J 
bedeute  die  Dicke  des  Blättchens,  <p  und  % 
die  Winkel,  welche  die  Schwingungsrich- 
tung des  eintretenden  Strahles  mit  dem 
einen  Hauptschnitt  und  mit  der  Schwin- 
gungsrichtung des  austretenden  Strahles 
macht. 

Die  Schwingungsbewegung  des  ein- 
tretenden Strahles  sei  gegeben  durch 

s  —  r  sin  2  it  7p  . 

Diese  zerlegt  sich  beim  Eintritt  in  den  Krystall  in  die  beiden  senkrecht 
zu  einander  polarisirten  Schwingungen,  welche,  wenn  von  einer  Schwä- 
chung in  Folge  von  Absorption  und  einer  theilweisen  Reflexion  abgesehen 
wird,  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen 

s,  ■»  r  cosqp  sin  2*r  t=t  »    s,  *=■=  r  sinqp  sin  2n  =• . 
Am  Ende  der  Platte  sind  dieselben 


s. 


r  cos 


q>  sin2*  [^  —^jj »      *,'— r  sin q>  sin2/*  ^  —  ^j  . 


Diese  Gleichungen  können,  wenn  ein  anderer  Anfangspunkt  der  Zeit 

genommen  wird,  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden : 

t  /t        d  d c/f\ 

s/—  rcosy sin27TY  *      s,'—sinrg>  sin  2*r  ( ^  —  tjt  -jr^r )  • 

Von  diesen  Schwingungen  können  nur  diejenigen  Componenten  zur 
Erscheinung  kommen,  welche  parallel  RR'  gerichtet  sind,  also  gegeben 
sind  durch 


rcos 


<P  cosfa — q>)  sin 2 TT ^  und  r  sin <p  sin  ix — q>)  sin27rf «—  ~     ,  „  ]. 

Die  aus  diesen  Componenten  sich  zusammensetzende  Resultante  lässt 
sich  bringen  auf  die  Form, 


A  sin  2  n 


(*-)• 


Eine  Rechnung  analog  der  §  369. 1,  giebt  dann  die  gesuchte  Inten- 
sität P,  nämlich 


V 


1    cos**  +  sin  2  y  sin  2  (x  —  g>)  sin*  tx  -^-    ^      . 
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Die  Intensität  I"  der  darauf  senkrechten  Componente  wird  ebenso 

gefunden ,  und  man  erhält 

r  j  ct c"l 

'P  =  r1    sin2*  —  sin  2q>  sin2  ix  —  <p)  sin1^^-     g,c„       , 

so  dass  also,  wie  erwartet  werden  musste,  da  auf  die  Schwächung  nicht 
Rücksicht  genommen  ist,  I*  +  V*  «=  r*  sich  ergiebt.   • 

2.   Discussion  der  erhaltenen  Formeln. 

A)  Sei  x  —  90°,  man  habe  also  die  sogenannte  gekreuzte  Stellung 
der  Spiegel  des  Nörrembergschen  Apparates,  so  ist 

1*  =  r*  sin^qp  sin1  n  y  -^t~. 

Dieser  Werth  ist  =  0, 

1)  wenn  q>  »■=  0,  t^r,  7r.,  ..iirc,  wo  1  *■=  0,  1,  2,  3  ...  ist,  d.h. es 
wird'  für  jedes  beliebige  Licht  keine  Reflexion  stattfinden,  also  das  Ge- 
sichtsfeld dunkel  bleiben,  wenn  die  Hauptschnitte  der  Platte  mit  den 
Schwingungsrichtungen  des  eintretenden  polarisirten  Lichtes  zusammen- 
fallen ; 

2)  wenn  q>  keinen  der  obigen  Werthe  hat,  aber 

J  c'  —  c" 
T      c'c' 


sin  7t  7p — v  „     =  0  ist, 


oder  n  =•  — r-77—  »=  i  ?r ,  i  =■=  0 ,  1.  2.  3 

T     c'c 

Bezeichne  nun  X  die  Wellenlänge  und  v  die  Fortpflanzungsgeschwin- 

digkeit  des  eintreffenden  Lichtes,  so  dass  also  T*  —  ist,  so  transformirt 

v 

sich  die  obige  Bedingung  in 

c'  —  c"       .       ;.         .       .       .      c'c"      X 


vj=il,     oder^/ssi-^- 


c'c"      v' '     ~  —  "  c'  —  c"   v  ' 

d.  h.  es  tritt  nicht  Licht  aus,  wenn  der  durch  die  Platte  bewirkte  Phasen- 
unterschied eine  ganze  Zahl  von  Wellenlängen  beträgt.  Da  aber  in  dieser 
Bedingung  die  Wellenlänge  vorkommt ,  so  gilt  das  Verschwinden  nur  für 
eine  bestimmte  Farbe.  Das  Blättchen  erscheint  also  in  einer  Farbe  die 
sich  zusammensetzt  aus  den  übrigen  hindurchgelassenen  farbigen  Strahlen. 
Die  grösste  Helligkeit  haben  die  Farben ,  für  welche  gilt 

j  u c"\  c'c"      1 

nur      '  J7~  —  Wff»    oder  ^=4i  -, t,-i  wo  i=l,  3,  5,  7...  ist 

T     c  c"  c'  —  c"v 

d.  h.  für  die  Schwingungen ,  deren  Phasenunterschied  ein  ungerades  Viel- 
faches einer  halben  Wellenlänge  ist. 

B)  Sei  x  —  0,  man  habe  also  die  Parallelstellung  der  Spiegel,  so  ist 

I/  =  r*  [l  -sin*2  ysin'^  |  .  Cl=^]  -  r»  -  I,«. 
Wenn  demnach  1/  d.  i.  die  Intensität  des  bei  der  Annahme  A)  aus- 
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tretenden  Lichtes  ein  Max.  (Min.)  ist,  so  wird  hier  gerade  ein  Min.  (Max.) 
des  austretenden  Lichtes  beobachtet  werden.  Das  Krystallblattchen  zeigt 
also  die  complementäre  Erscheinung  zu  der  unter  A). 

Abgesehen  von  dem  Phasenunterachied  ist  für  j— 90°  I,'— Max.,  wenn 
sin  2<p  =  1 ,  also  <p  —  45°  ist,  d.  h.  wenn  der  Hauptschnitt  des  Krystall- 
blftttchens  den  Winkel  der  gekreuzten  Spiegelaxen  halbirt.  Dann  ist  gleich- 
zeitig für  x«-»  0  V  ein  Min.  Für  diese  Lage  des  Krystallblättchens  wird  also 
-die  Färbung  am  brillantesten  sein.  • 

C)  Ist  *— »gp,  so  ist  lf— r*  cos1**  I"— -r*  sin***  man  erhalt  also  Au*- 
drücke,  in  denen  X  nicht  enthalten  ist,  so  dass  also  bei  dieser  Lage  nie 
Farben  erscheinen  können,  (cf.  8  284.) 

Die  Platten  dürfen  nicht  zu  dick  sein ;  denn  sonst  ist  i  eine  grosse 
Zahl  und  dann  wird,  aus  den  §  369.  5,  angegebenen  Gründen  die  Färbung 

verschwinden  müssen. 

Aus  diesen  Betrachtungen  wird  auch  klar,  dass  in  das  Krystallblattchen 
polarisirtes  Licht  eintreten  muss;  denn  hätten  wir  gewöhnliches  Licht,  so 
würden  wir  in  rascher  Aufeinanderfolge  alle  möglichen  Werthe  von  q>  und  % 
erhalten  wegen  Veränderung  der  Richtung  pp'. 

Die  Art  der  Färbung  der  Blättchen  ist  analog  der  der  JNewtonschen 
Farbenringe,  wie  sich  einfach  ergiebt  aus  einer  Vergleichung  des  I1  mit 
dem  A,a  von  $  369. 


Farbenringe  in  dicken  Krystallplatten.   (§  382.) 

1.    Allgemeine  Formeln  für  eia$  Platte  aus  einem  ein- 

axigen  Krystall. 

Seien  (Fig.  99)  B,  B'  die  Ausgangspunkte  zweier  polarisirter  Licht- 
strahlen, welche  bei  ihrem  Austritt  aus  der  Krystallplatte  I  die  gemeinsame 
Richtung  IA  haben.  BO  ist  die  Richtung 
des  Strahles,  dessen  ordinär  gebrochene 
Componente,  und  B'E  die  des  Strahles, 
dessen  extraordinär'  gebrochene  Compo- 
nente nach  IA  austritt.  Es  stellt  demnach 
MN  die  Einfallsebene  des  Strahles  BO  vor, 
in  der  der  extraordinär  gebrochene  Strahl 
im  Allgemeinen  nicht  liegt.  Fällen  wir  nun 
von  der  Eintrittsstelle  E  des  Strahles  B'  E 
in  den  Krystall  eine  senkrechte  Ebene  auf 
BO,  welche  BO  in  D  schneidet,  und  be- 
zeichnen die  Entfernung  der  Lichtquelle 
von  E  und  D  mit  x,  so  ist  die  Schwingung 
eines  jeden  der  beiden  Strahlen  in  den 
Punkten  E  und  D  ausgedrückt  durch 
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s 


-  «,  [j  „  (|  _  *) 


Wir  setzen ,  da  wir  bei  unserer  Untersuchung  yoü  jeder  Schwächung 
»der  Amplitude  durch  Absorption ,  theiiweise  Reflexion  absehen ,  der  Ein- 
fachheit wegen  'die  Amplitude  gleich  1. 

Ist  ferner  er  der  Winkel,  den  die  Schwingungsebene  des  eintretenden 

Strahles  mit  der  Schwingungsebene  des  ordentlich  gebrochenen  Strahles 

bildet,  so  ist;  wenn  lo  die  Wellenlänge  des  ordentlichen  Strahles  im  Kry- 

«tafl  bedeutet,  der  in  I  austretende  Strahl  gegeben  durch  die  Gleichung 

I       ,  .  ft  x        /DO       OI\l 

y'  =  cos  a.  sin  2  7t\  ^  —  j  —  ( "T~  +  T" )    ' 

Ist  endlich  die  Entfernung  des  Beobachtungspunktes  von  t  also 
TA ■— i  x'  und  bildet  die  Schwingungsebene  des  aus  den  componirenden 
Analyseur  austretenden  Strahles  mit  der  des  ordentlich  gebrochenen  den 
Winkel  a',  so  ist  der  Aufdruck  für  die  Schwingung  des  in  das  Auge  kom- 
menden (Strahles 

,       .  0   rt      i+i^     /do  ,  oi\i 

y  —  cos  af  cosa  sin  2  n\  ^ j (y-+  j-l    . 

Für  den  zweiten,  den  extraordinären  Strahl,  ist  der  Winkel  der 
Schwingung  mit  der  des  eintretenden  Strahles  90 — a.  Zu  bedenken  habe» 
wir,  dass  IE  nicht  die  Richtung  der  Wellennormale  ist,  sondern  die  des 
Strahles.  Wir  setzen  s  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Strahles,  wenn 
1  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  der  Luft  ist. 

Die  Gleichung  de*  ifa  f  <*U£ttotenden  Stahles  ist  dann 

/    .    •.  *  /*•     *    IE^ 

z'  —  smia^in'jTr  f  ^  ^  -j ^  1. 

Für  den  nach  A  kommenden  Strahl  endlich  ist,  wenn  noch  berück- 
sichtigt ist,  dass  die  Schwingungsebene  des  durchgelassenen  Strahles  mit 
dem  eintreffenden  Trier  den  Winkel  90  +  af  macht, 

...       .  0     (i       x  +  x'      IE\ 
z  «■  —  sin  er  sin  a  sin  2  u>  i  ä- a =,  1 . 

Hier  ist  nun  noch  s  zu  entfernen.  Es  ist  nach  §  373.  6,  wo  c3  sich 
auf  den  ordinären  und  c,  auf  den  extraordinären  Strahl  bezieht,  und  \p  den 
Winkel  bedeutet,  den  der  gebrochene  Strahl  mit  der  optischen  Axe  bildet» 

1 


s 


also 


|/cosa^   ,   sin'i/; 
\     cs«     +"c7" 


,  .        .   ft     ,  t       x  +  x' 
z  ■-  —  sin  er  sin  a  sin  2  n  \  -=r  -*- 


r    ct*    _  c,1 


T  1  1 

da  auch  noch  statt  T  wegen  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  1  die  Wei- 
lenlange 1  gesetzt  werden  kann. 
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Diese  beiden  Strahlen  sind  nach  derselben  Ebene  polarisirt,  inter- 
feriren  demnach  so ,  dass  man  erhalt  die  resulürende  Intensität  nach  8  226 
mit  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  von  z : 

P  =  (cos  a'  cos cif  +  (sin  a'  sin  er)1  —  2  sin  a  sin  o!  cos  a  cosa'  x 

cos2/r  P0  +  -r IEr  -£■    H — JT*       :1- 

Die  Phasendifferenz  ist 

101 


r..+jgi_I.j/-«+-jt]„. 


2«  'Die  optische  Axe  ist  senkrecht  zur  Krystallplatte. 

In  diesem  Fall  tritt  eine  Vereinfachung  ein,  weil  beide  Lichtstrahlen 
während  ihres  Durchgangs  durch  den  Krystaü  in  p|    m 

der  Einfallsebene  bleiben.  Es  ist  dann  xp  der 
Brechungswinkel  des  extraordinären  Strahles,  da 
die  optische  Axe  des  Krystalles  mit  dem  Einfalls- 
los zusammenfällt. 

Nach  den  in  Figur  100  angeschriebenen  Be- 
zeichnungen ist 

OD  — OEsini, 

und  in  AOEI  ist 

OE_OI.sin(0  — r) 
cos  xp 
Ist  J  die  Dicke  der  Platte ,  so  ist  0 1  —  J :  cos  r ,  mithin  nach  Ein- 
setzung dieser  Werthe 

OD       z/sinisin(ift  —  r) 
1  lcosrcos^/ 

Man  findet  weiter 

i  •    •  •    ■ 

sim 


«"•»..oi.Sl1 


lo 


cs  cos  r 


sinr 


sinreosr 
1 


ctj/l— csssinfi  * 
da  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  in  der  Luft  =  1  genommen  ist. 

Für  den  letzten  Theil  der  Phasendifferenz 


IE 


|/cos*i/; 


+ 


sin*!/; 


ist  zunächst  IE 


cosi// 


.  Zur  weiteren  Untersuchung  über  die  Quadrat- 


wurzel müssen  wir  zurückgehen  zu  8  373. 6. 

Wir  erhalten  den  dort  mit  r  bezeichneten  Werth,  den  wir  hier  zum 
Unterschied  von  dem  Brechungswinkel  mit  (r)  bezeichnen  wollen,  indem 
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-wir  unserem  Problem  entsprechend  setzen  w=-l,v=u  =  o,  denn  die 
i  Axe  ist  das  Einfallsloth.   Demnach  ist 

sin*(r)  —  sinM  (c?  +  (cj  —  cj)  cosf(r)), 

oder  aufgelöst 

.  2    .  c\  sinM 

Daraus  findet  man 

1  — c?sinM 
cosw  — 1  +  (c,_cf)gin,., 

also 

*«/x       1  — cJsinM 
cot*  (r)  —  — ,  .  ,. — . 
'  cfsinM 

Dies  giebt  dann,  in  (4.)  (5.)  (6.)  S.  449  eingesetzt,  da  A'  —  zf  wird, 
x'  —  c?  sinM,    z'  — » ca  sini  |/1  —  cJsinM, 


also 


,  c;  (1  —  c?  sin2  i) 

C0S  ^  —  c/rinM  +  cSa  —  cJsinM)' 


c.4  sinM 


.       -  Vj       Oll*     J 

^  ™ *  c/  sinM  +<*  (1  —  cj  sinM)' 

$*ip       sin'ift c?  sinM  +  1  —  c?  sinM 

j!     +  ~cj  c,4  sinM  -f-d  (1  —  cj  sinM) 


Mithin  ist 


c*  +  (c?  —  cf)c2sin*i 


*;• 


r       cj  c? 


sin*  \p  J 


ct  cos  \f)  j/c|  +  (cj  —  c^  cj  sin*! 

und  damit 

do  +  io  *=ieI/c^-^ 

lo             '       <£             c? 
^  f sin  i  sin  (t/;  —  r)   , 1 1 1 

~      |    cosrcosi//      +  c2 y  1  — d  sin* i  _  cj/l  —  c*  sinMj " 

In  diesen  Ausdruck  müssen  wir  endlich  noch  den  obigen  Werth  von 
xp  einführen  und  r  ausdrücken  durch  i  mit  Hülfe  der  bekannten  Gleichung 

—  •  Wir  erhalten  dann  nach  passender  Ordnung 


smr       c< 


v> 


—  —  {^1  —  c?  sinM  —  |/1  — ^sinM}  =-  D. 


ci 


Nehmen  wir  endlich  J  nicht  zu  klein,  so  wird  i  klein  sein  und  können 
deshalb  höhere  Potenzen  von  sin*!  vernachlässigt  werden.    Dann  ist 

D«=-  isinMCcJ-cl). 
c, 
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Dieser  Werth  in  P  von  1.  substhuirt,  giebt 

P  os  (cosa'  cosa)*  +  (sin  er7  sina)'  —  2  sina  sina7  cos  er  cos  a7  cos  2 /r  -y , 

—  cos*  (a  +  of)  +  sin2a  sin  2  a7  sin1 27*  -p. 

Führen  wir  endlich  den  Z.  x  aus  §  381  ein,  so  erhalten  wir,  da  dann 

al  "»x  —  a  ist: 

I*  =  cossx  +  sin2a  sin  (2j  —  2a)  sin***  -p 
und  dem  entsprechend 

I"  — sin'x  —  sin 2a  sin  (2%  —  2er)  sin*rc  -p. 
Die  Phasendifferenz  ist 

-*.J^8il|.i(c?_c|). 

Diese  Formeln  müssen  selbstverständlich  denen  in  8  381  ähnlich  ge- 
bildet sein. 

3«    Discussion  der  erhaltenen  Formeln. 

Der  in  2.  erhaltene  Werth  von  D  hängt  zunächst  von  i  so  ab,  dass  er 
für  dieselben  i,  abgesehen  von  den  anderen  Grössen,  dieselben  Werthe  erhält. 
Daraus  folgt,  dass  in  einem  um  die  Axe  des  convergirenden  Bündels  geleg- 
ten Kreiskegel  die  Phasendifferenz  dieselbe  ist,  dass  also  sich  um  die  Axe 
des  Krystalles  herum  eine  Anzahl  von  im  homogenen  Lichte  hellen  und 
dunklen,  im  weissen  Lichte  farbigen  Kreisen  herum  legen  müssen. 

Die  Phasendifferenz  ist  ein  ungerades  Vielfaches  von  jr ,  wenn 

JL 

j  —  (2n-  1)  -i,  d.  h.  sin'i  —  (2n-  1)  ^^  1 
ist,  und  ein  gerades  Vielfaches,  wenn 

-y-  *■=  2n  — ,  d.  h.  sin*i  —  2n   a    *   .  — 
1  2  cj  —  c\  J 

ist.  Da  nun  der  Halbmesser  der  hellen  und  dunklen  Kreise  bei  homogenem 
Licht  gemessen  wird  durch  tangi,'  oder  auch,  da  die  i  klein  sind,  durch  sin  i, 
so  folgt  aus  den  obigen  Formeln,  dass  diese  Halbmesser  umgekehrt  pro- 
portional der  Quadratwurzel  der  Plattendicke  und  direct  proportional  der 
Quadratwurzel  der  Wellenlänge  sind,  dass  sie  bei  verschiedenen  Krystallen 
von  der  Geschwindigkeitsdifferenz  des  ordentlich  und  ausserordentlich  ge- 
brochenen Strahles  abhängen. 

Setzen  wir  nun  %  —  0,  d.  h.  steht  der  Analyseur  so,  dass  die  Strahlen, 
welche  austreten,  so  schwingen,  wie  das  einfallende  Licht,  so  ist 

I*  =  1  —  sin*  2  c  sin*  tt  -=- . 

Ist  nun  a  =  0  und  a  =  90°,  so  ist  V  =  1.   Dies  erklärt  das  weisse 
Kreuz.   So  lange  a  nur  wenig  von  0  und  90°  verschieden  ist,  ist  auch  I 
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nur  wenig  von  1  verschieden ,  es  muss  sich  deshalb  das  weisse  Kreuz  nach 
beiden  Seiten  ausbreiten  und ,  da  bei  grösseren  Kreisen  gleichen  Werthen 
von  a  längere  Bögen  entsprechen,  müssen  die  Arme  des  Kreuzes  in  grösse- 
ren Abständen  von  der  Mitte  breiter  werden. 

n  -f  1 
=  — 5 —  1,  so  ist  I2  =  1  —  sin22<y  —  cos22a. 


IstD 


n 


D-=T1, 


jy     n 


I1  —  1. 


Die  Intensität  schwankt  demnach  zwischen  1  und  cos2  2  et  und  dieser 
Unterschied  ist  am  grössten,  1  —  0,  wenn  a  «  45°  wird. 

Ist  dagegen  %  SSBS  90°,  hat  man  also  die  gekreuzte  Stellung  des  Pola- 
risationsapparates, so  ist 

D 
I*  =  sin2  2  a  sin2  tz  -s-  . 

Dann  ist  1  =  0,  wenn  a  =  0  und  a  =-=  90°  wird.      Dadurch  ist  das 
schwarze  Kreuz  und  auch  dessen  allmähliche  Verbreiterung  erklärt. 

=     7"     1,  so  ist  I2  —  sin22or, 


IstD 


n 


D-yl, 


11        11 


I2  —  0. 


Die  grössten  Intensitätsunterschiede  sind  demnach  auch  hier  bei 
<x  -=  45°. 

Allgemein  ist,  unabhängig  von  D,  I2  «=  Min.  und  I'2  —  Max-,  wenn  bei 
einem  beliebigen  %  ist  sin 2a  =  0  oder  sin  (2%  —  2a)  =  0,  d.  h.  bei 
a  mm  0  a  —  90°,  oder  bei  ^  —  er  —  0,  %  —  a  —  90°.  Dies  lehrt,  das« 
bei  jeder  beliebigen  Stellung  des  Apparates  die  farbigen  Ringe  durchzogen 
sind  von  vier  farblosen  Durchmessern,  von  denen  in  obigen  Fällen  bei 
X  =  0  und  x  ■"s  90°  immer  zwei  sich  decken. 


4. 


Die  Krystallplatte  ist  parallel  der  Axe  geschliffen. 


Fig.  101. 

z 


Als  Ausgangspunkt  kön- 
nen wir  hier  die  Formeln 
von  1.  nehmen;  denn  in  die- 
sen ist  noch  keine  specielle 
Annahme  Ober  die  Lage  der 
Axe  gemacht.  Es  ist  deshalb 
zu  untersuchen 


DO  +  IO  y  — 


IE 


1/cos2i/j 


+ 


sin2 ip 


Die  Buchstaben  und  Li- 
nien der  Figur  101  sind 
gleichbedeutend  mit  denen 
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an  Figur  99.  Die  optische  Axe  bilde  mit  0  C  den  Winkel  A.  Es  ist  dann 
§  373, 6.  u  —  cos  A,  v  =  sin  A,  w  =  0,  folglich,  wenn,  wie  in  2.,  die  Be- 
zeichnung (r)  eingeführt  wird ,  und  die  in  §  373,  6.  angedeutete  Rechnung 
vorgenommen  wird, 

sin2  (r)  =  sin2  i  (c2  +  (c2  —  c*)  cos1  A  sin2  (r)), 

also  .        "  ' 

.  2/  x  c?sin2i 

sin2  (r)  = 


cös*(r) 
cot2(r) 


1  —  (cl  —  c2)  cos2  A  sin2  i ' 
1  —  (cj  —  cf)  cos2  A  sin2  i  —  c2  sin2i 


x— »i 


1  —  (c|  —  cj)  cos2  A  sin2  i 
1  —  (cj — cj)  cos2  A  sin2i  —  cj  sin2 i 


cj  sinH 

1  —  sin2  i  (c?  rin2  A  + 1\  cos2  A) 
cj  sm2i 
Aus  den  Gleichungen  (4.)  (5.)  (6.)  S.  449  folgt  dann  nach  Substitution 
dieser  Werthe  und  einer  einfachen  Rechnung 

z'  =  ct  sini  J/l  —  sin2i  (cj  sin2  A  +  cj  cos2A)» 

x'  =i  sin*  i  (cj  sin2  A  +  c*  cos2  A), 

y'  =  —  sin2i  (cj  —  cj)  cosA  sinA. 

Diese  Werthe  würden  dann  geben  x'2  +  yft  +  '*•  Man  erhält  aber 

diesen  Ausdruck  bequemer  durch  Substitution  der  betreffenden  Werthe  in 

die  S.  449  angegebene  Form  der  Gleichung  der  Wellenflache. 

Diese  Rechnung  giebt 

x'»  +  y'«  +  Z't  _  sin«i  (Ca  _  cj  (Cj  _  ct)  cos»  A  sin«j^ 

folglich  dann 


cosip 


c!  cosA  sini 


'a 


sint// 


j/c2  —  ej  (cj  —  cj)  cos2  A  sin2  i 
ct  f/l  —  c\  cos2  A  sin2! 

f/cj  —  cj  (c2  —  cj)  cos2  A  sin2  i 

Nun  ist  aber 

OD  —  OEcosZ-EOD, 

und,  wenn  die  Coordinaten  des  Punktes  E  x  und  y  sind, 

y 


OE 


sin^EOF' 

cosZ-EOD 


also  0  D  ««  y    .  -»   ^7^.  • 

J  sin  £.  EOF 

Da  nun  die  Linien  EO  und  OD  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel 

bilden 

Z.EOF,     90°-^/-EOF,      90°, 
900— i,  9Q0?  j, 

so  gilt  nach  dem  bekannten  Satz  der  analytischen  Geometrie 

cosZ_  EOD  —  cos Z.  E OF  .  sini, 
mithin  ist 

OD  —  ysini.cotg^LEOF. 
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Nun  ist  aber,  wenn  r  den  Brechungswinkel  0 1 C  bedeutet, 

*    ,  vnv       x  —  OC       *  —  ^tgr 
cotg  Z.  E  0  F  = = -2- 

y  y 

also 

0 D  «=  sin i  (x  —  ^/tgr). 

In  §  373, 6.  sind  a,  B,  c  die  cos.  der  Winkel,  welche  der  gebrochene 
extraordinäre  Strahl  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  genannt.  Behalten  wir 
diese  Bezeichnung  bei,  so  ist 


und  dann 


x  ■-  IEa  und  z«  J»IEc,  also  x  —  d  — , 
OD  ■■  J sin i  ( tgrl  --■  ^/sini  f  -?  —  tgrj, 


4 

also  endlich,  wenn  noch  tgr  aus  - —  =  —  genommen  wird  und  die  oben 


sinr       c, 


gefundenen  Werthe  von  x',  z'  substituirt  werden, 

n  n /      sin2  i  (c?  sin8  A  +  c|  cos2  A)  cj  sin2  i        \ 

XCjf/l — sin2i  (cjsin2  A+cf,cos2A)       c,  yi  —  cjsin2i/ 


Für  0 1  erhalten  wir  wie  in  2. 


c,  cosr  c,|/l  —  c*sinTi  * 

Nach  der  Einführung  der  Werthe  von  cosxp  und  üaip  ist 


V 


cos2i/;       sin2]/;  1 


°»  c?  j/cj  —  cj  (cj  —  cj)  cos2  A  sin2  i 

und,  wenn  man  nun  bedenkt,  dass,  wie  vorhin  schon  angegeben, 


c 
ist,  so  findet  man 


z' 


|F  1/cos2i/;       sin2!/;       J 

*       <£~  cf     ™Ci|/i_  sinM^si^A  +  cicosU)' 

Die  Substitution  der  einzelnen  Werthe  giebt  endlich 

d-od  +  oi1-ieI/^  +  8-^, 

J    1  —  c,sin2i  1  —  sin2  i  (c2  sin2  A  +  c»  cos2  A)    1 

|c2  f/1 — cJsinM       Cj  1/ 1  —  sin*  i  (c2  sin2  A  +  c|  cos2  A)J  * 

—  J {-  f/1  —  cJsinM  —  -  f/l  —  sin2i(c2sin2A  +  cJcos2A)f . 
Dieser  Ausdruck  ist  immer  von  A  abhängig,  ausser  wenn  i  ™  0  ist, 

dann  reducirt  sich  derselbe  auf  D  ~  z/  ( 1,  wie  vorauszusehen; 

\c2        cj 

denn  dann  passt  diese  Untersuchung  zu  §  381. 
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5.    Discussion  der  erhaltenen  Formel. 

Wir  suchen  zunächst  die  geometrischen  Orte  aller  Punkte  gleicher 
Helligkeit,  wenn  allein  D  berücksichtigt  wird,  also 
X  und  a  unverändert  bleiben.  Wir  projiciren  die  pi*- 1W- 

Erscheinung  auf  eine  Ebene  parallel  der  Grenz- 
ebene des  Krystallblättchens  und  nehmen  in  dieser 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  xy,  dessen 
Anfangspunkt  mit  dem  Schnittpunkt  der  früheren 
xy  Ebene  und  der  Axe  des  Lichtbttndels  zusammen- 
fällt und  dessen  x  Axe  parallel  der  Axe  des  Kry- 
stalles  ist.  Die  Einfallsebene  eines  im  Punkt  P  (Fig.  102)  die  Ebene  durch- 
setzenden Lichtstrahles  ist  dann  OP,  ferner  ist 

a  x  •    a  y 

cosA  —  ■ ;  . ,     sinA  =  — r===. 

Nennen  wir  E  die  Entfernung  des  Punktes,  nach  dem  die  sämmtlichen 
interferirten  Strahlen  convergiren,  von  der  Projectionsebene,  so  ist 

Da  aber  i  immer  kleine  Winkel  sind,  so  können  wir  auch  setzen 

.   .       j/x'  +  y* 
sini  —  * — jjf-"^' 

Die  Einführung  dieser  Werthe  in  D  giebt 

oder  näherungsweise 

Nach  einiger  Umformung  erhalten  wir  daraus 

iE'  [2  ^  -  t]  -w-.  «"• 

Da  dies  die  Gleichung  einer  Hyperbel  ist,  so  haben  wir  damit  gefunden, 
dass  ßämmthche  Punkte,  für  die  D  einen  bestimmten  Werth  hat,  auf  einer 
Hyperbel  liegen,  deren  Mittelpunkt  0  ist  und  deren  eine  Hauptaxe  mit  der 
optischen  Axe  zusammenfällt. 

Die  weitere  Untersuchung  hängt  nun  von  der  Discussion  dieser  Hy- 
perbelgleichung ab. 

(c  —  c  \ 
Cl   C2    / 

Dies,  ist,  wie  schon  erwähnt,  der  Werth  von  §  381.      , 

Nennen  wir  3  den  Unterschied  zwischen  der  Phasendifferenz  der  Mitte 
und  derjenigen  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Platte,  so  ist  allgemein 

D  —  J  C|~c*  +  3 
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und  damit  die  Hyperbelgleichung 

(C,  —  Ca)  J  li  * 

Für  einen  negativen  Krystall  ist  ct  >  cs ,  mithin  die  reelle  Halbaxe 
a  der  Hyperbeln  parallel  der  y  Axe,  also  renkrecht  zur  optischen  Axe, 


*    (c,  —  c2) 


7  (cf  — c,)^/ 
und 

j  _  ai  («■  —  Ct)  ^ 
2E»       ' 

Es  wächst  demnach  mit  zunehmender  Entfernung  a  von  der  Mitte  senk- 
recht zur  Axe  die  Phasendifferenz  proportional  dem  Quadrate  des  Abstandes, 
also  die  Curven  gleicher  Helligkeit  rücken  um  so  näher  zusammen,  je  weiter 
sie  von  der  Axe  entfernt  sind. 

Setzen  wir  y  ■—  0,  so  folgt  aus  der  Hyperbelgleichung 

*  c,  (c,  —  ct)  J 

0  2ClE*        X* 

Es  ist  mithin  die  Phasendifferenz  parallel  der  optischen  Axe  negativ. 
Setzen  wir  dann  d  =  —  df,  so  wird  die  Gleichung  der  Linien  gleicher 
Helligkeit 

E'      *c'*! .     —  c,x'  — c,;1. 
{cx—ct)J         a  1J 

Dieser  Gleichung  entspricht  ein  zweites  System  von  Hyperbeln,  deren 

reelle  Axen  parallel  der  optischen  Axe  liegen.    Diese  Curven  rücken  auch 

einander  immer  näher,  je  weiter  wir  uns  von  der  Mitte  entfernen.  Beide 

Hyperbelsysteme  sind  getrennt  durch  i*0.  Dann  wird  die  Gleichung 

c,  yf  —  cf  xf  —  0, 

also  die  Gleichung  der  Asymptoten,  deren  Neigung  gegeben  ist  durch 

Diese  ist  also  um  so  stärker,  je  grösser  die  Doppelbrechung  ist 
Eine  der  in  3.  angestellten  analoge  Betrachtung  giebt  endlich  noch 

Aufschluss  über  die  Intensität  der  betreffenden  Farben.  Das  Maximum  findet 

statt  bei  %  —  90°,  wenn  a  —  0  oder  a  =  90°  ist. 

6.    Allgemeine  Formeln  für  eine  Platte  aus  einem  zwei- 

axigen  Krystall. 

Die  Figur  103  ist  analog  denen  zu  den  vorigen  Nummern  gezeichnet 
Die  Untersuchung  wird  hier  noch  complicirter,  ab  die  vorigen  waren; 
denn  beide  in  IA  zusammentreffende  Strahlen  geboren  zu  Strahlen,  die 
im  Allgemeinen  nicht  in  der  Ebene  MN  liegen,  welche  das  Ausfallsloth 
L/I,  die  austretenden  Strahlen,  mithin  auch  die  betreffenden  Wellennor- 
malen enthält,  s'e  und  so  seien  die  beiden  einfallenden  Strahlen,  welche 


I 
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Fig.  103. 


so  gebrochen  werden,  dass  von  jedem  der  eine  der  beiden,  in  die  er  zerlegt 
wird,  mit  dem  einen  des  anderen  in  IA  zusammentreffen.  E  und  0  seien 
die  Projectionen  der  Punkte 
e  und  o,  in  denen  die  Strahlen 
eintreten,  auf  MN  und  S'E, 
SO  die  Projectionen  von  s'e 
und  so  auf  die  Ebene  MN.  Legt 
man  nun  durch  Ee  eine  Ebene 
senkrecht  zu  s'e  oder  S'E, 
welche  den  Strahl  so  und  des- 
sen Projection  in  c  und  C 
schneidet,  so  ist  analog  dem 
Früheren ,  wenn  wiederum  die 
Geschwindigkeit  des  Lichtes  im 
umgebenden  Mittel  1  gesetzt 
wird,  der  Phasenunterschied 

il 

s'T       «PT, 

wo  mit  s',  s"  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  Strahlen  ol  und  ei 
bezeichnet  werden.  Nun  ist  aber,  wenn,  wie  oben,  i  der  Einfallswinkel  ist, 
r7,  r"  die  Brechungswinkel  der  Wellenebenen  sind,  und  cor,  a>"  die  Winkel 
oLE  und  eLE  bedeuten, 

co  =  CO  =  OE  sini,      OE  =  Le  cosco"  —  Lo  cosa/. 
Wenn  ferner  J  die  Dicke  der  Platte  und  Z_oIL  =  i//,  Z_eIL  =  i//' 
ist,  so  bat  man  Le  =  J  tang  \p",  L o  =  J  tang  t//,  mithin 

co  =  J  (tangi//'  cos<o"  —  tangi//  coscc/)  siai. 
Ferner  ist  •  • 

01=* ;,        ei  =±» r#. 

cos  xf/  cos  xfr ' 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  den  Phasenunterschied  giebt 

D  =  J l(tg  tf*"  coact/'  —  tg xl/  coscü')  sini  +  -. ? Tt T\. 

\^  ^  ^  ^  ^  s'  cos  xf/       s"  COS  Xf/f  j 


2tt 


/co        ol 


Da  ferner 


sini 


sinr'       sinr" 


jt 


ist  nach  der  bekannten  Bezeichnung  der  Geschwindigkeiten  c'  und  c"  und 
der  im  umgebenden  Mittel  =*=  1 ,  so  ergiebt  sich 

ffsini//'  coscu' 


D 


■  L  c"  COSl// 

sini//  cosco 


"sinr"  1       1 

if/'  s"  cosy"J 


cr  cos 


i/  sinr'  1      11 

xf/  s^cosi/Zj]' 


Um  nun  hieraus  n/  und  cd"  zu  entfernen,  bedenke  man,  dass  dieselben 
die  Neigungswinkel  der  Ebene  durch  Einfallsloth  und  Strahl  gegen  die  Ebe- 
nen durch  Einfallsloth  und  WeHennormalen  sind.  Bedeuten  dann  q'  und  q" 


Klein,  Theorie  der  Elaiticität  etc. 
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die  Winkel  zwischen  Strahl  und  Wellennormale,  so  ist  nach  einem  bekann 

ten  Satz  der  sphärischen  Trigonometrie 

cosq'  =  cost//  cosr7  +  sini//  sinr'  cosa/, 
cosq"  —  cos^/'  cosr"  +  sint//'  sinr"  cosco". 

Bedenkt  man  dann,  dass 

,       Ol        c'  „        EI        c" 

cosq'  —  — -r  —  -r,  cosq"  =  — -  _  — 

1        01        s'  ei        s" 

ist,  so  findet  man  aus  diesen  Gleichungen 

c'  c" 

-j-  —  cos  xf/  cos  r*  -77  —  cos  */;"  cos  r" 

COSCO'  ■=»  : -7—: ; >  COSCc/'  —  : ,„    .       ,, 

sin  t/Zsinr'       '  sin  xff'  sin  r" 

und  damit  

[""cosr'  _  cosr"!       £  []/l  —  c/2sin2i  _  |/l  —  c^sin'n 
D  —  J  Li7"         c"  J  ™  T  [  c'  c"  J 


7*    Die  Krystallplatte  ist  parallel  der  Ebene  durch  die 

beiden  optischen  Axen  geschliffen. 

Um  die  c'  und  c"  fortzuschaffen,  benutzen  wir  die  Formel  von  §  374. 5., 
wo  die  oberen  Indices  durch  §  374,  8.  verständlich  sind, 

Man  sucht  zunächst  aus  diesen  Formeln  die  q>  zu  entfernen  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  in  §  374.  8.  Da  der  Krystall  parallel  der  Ebene  der  op- 
tischen Axen  geschliffen  ist,  so  ist  wt  «  0 ,  w2  ■=  0 ,  also 

cosqp(  =  —  ut  sinr',     sinqp'  =*  y/\  — ujsin2^, 

co&<pi  =  —  u,  sinr',    sinf/)J  «=  |/l  —  uJsinV, 
oder  da  sinr*  —  c'sini  ist, 

cosqpj  —  —  c'u!  sini,     &mq>[  —  1  —  i  c'2u2  sin2i, 
cos ^5  «  —  c' u2  sini,     sinqpj  =  i  —  i  c'uj  sin2i, 
wo  die  Werthe  der  sin.  näherungsweise  genommen  sind ,  unter  Rücksiebt 
darauf,  dass  i  nur  klein  ist. 

Die  Substitution  dieser  Werthe  giebt 

c'2  —  ^tA  +  5LTL5?  (c'i  u,  u2  sin2  i  —  1  +  i  c'2  (u?  +  uf)  sin2  i). 
Ganz  ebenso  erhält  man 
c"2  —  ^±^  +  ^=^-°  (c"2  u,  u2  sin2  i  +  1  —  i  c"2  (uf  +  u2)  sin2  i). 
Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  liefert 

r't— 1^2 r"» ^^ 


4  _  (CJ  _  d)  („,  +  u,)*  sin*  i'  4  +  (c?  —  c?)  (u,  —  u,)'  sin'  i 
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Durch  Einsetzung  dieser  Ausdrucke  in  D  erhalt  man 

n  —  ^  \\  *  —  W  —  <fl  (u,  +  u,)'  »in*  i  —  4  cj  sinM 

1         2^ 

f/4  +  (c?  —  <&  (u,  —  uf)«  sin»  i  —  4  c?  sin»  i| 

Vernachlässigt  man  hier,  weil  i  kleine  Winkel  sind,  die  vierten  Poten- 
zen von  sini,  so  reducirt  sich  dieser  Ausdruck  auf 

D  «-  J  [2  ~ *  t(c? ~ C|)  (u'  +  "J*  +ic®  6iat'1 
\  2c, 

2  +  *  [fc?  —  cp  (ut  —  u,)*  —  4  c?]  sin'  i| 

2c,  /• 

Zur  weiteren  Vereinfachung  dieses  Werthes  legen  wir  die  x  Axe  mitten 
zwischen  die  optischen  Axen.  Wenn  wir  dann  g>  nennen  den  Winkel  der 
Einfallsebene  gegen  die  xzEbene,  und  die  Winkel  a«,  aus  §  374.  3,  ein- 
führen, so  finden  wir 

Ul  —  cos(y  —  a0),    u,  —  cos  (q>  •+-  ao), 
also  ut  +  ua  =  2cos<jp  cosa,,,    ut  —  ut  —  2sinqp  sina«,, 

und  damit 

c  —~*  c  l 

D=^-£ 3{2 — si^iftCj+cJ^iC^^c^ao+CsSi^qpsin'ao) — CjCjj. 

2c,c3 

Die  Discussion  der  erhaltenen  Formel  muss  Resultate  ergeben,  die 
denen  in  5.  enthaltenen  analog  sind,  da  die  Formeln  für  die  Intensität 
ebenso  gebildet  sind. 

Für  die  Linien  gleicher  Helligkeit  ist,  wenn  wir  die  Methode  von  5 
anwenden,  also  setzen: 

sinM  —  ^-g^-,     costy  — ^q-p,     sin  V  =  x* +~* 
und  cosa0,  sina0  ausdrücken  durch  c,  und  c2  nach  §  374.  3, 

Er^2Clc8  — 2(ct-c3)J 

Cl  C2  Cl  C3  "T"  C3 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  bestimmt 
sind  durch  — 

Eine  weitere  Entwickelung  ist  angedeutet  am  Schluss  der  nächsten 
Nummer. 


8.     Die   Krystallplatte   ist  senkrecht  zu  einer  der  Mittel- 
linien geschliffen. 

Wenn  wir  wie  in  7.  hierbei  verfahren  wollten,  so  hätten  wir  v,  =  v2 
=  o,  w,  «as  w2  —  c0  zu  setzen  und  den  u1T  u2  alle  Werthe  von  —  1  bis 

32* 
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-f- 1  zu  geben.  Es  bietet  uns  aber  §  374.  4,  eine  bequemere  Methode.  Wir 
beziehen  die  Untersuchung  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen  zAxe  mit  der 
Mittellinie,  also  dem  Einfaüsloth,  welche  Richtung  zugleich  die  einer  Ela- 
sticitätsaxe  ist,  zusammenfällt  und  dessen  x  und  yAxe  mit  den  anderen 
beiden  Elasticitätsaxen  zusammenfallen.  Wir  setzen  wie  oben  die  Geschwin- 
digkeit der  Wellenbewegung  ausserhalb  des  Krystalles  1.  Die  Welle  md, 
wenn  wir  uns  die  Figur  91  zu  §  373  vergegenwärtigen,  würde  nach  der 
Zeit  1  so  weit  gekommen  sein,  dass  sie  die  xy Ebene  (dg  ist  deren  Pro- 
tection auf  die  Papierebene)  in  einer  Geraden  (deren  Protection  g)  schnitte, 
deren  Gleichung  gegeben  sein  mag  durch 

mx  +  ny»l. 

Bedeutet  q>  den  Winkel,  welchen  die  x  Axe  mit  der  Einfallsebene  bil- 
det, und  i  den  Einfallswinkel,  so  muss  sein 

m  =  sini  cosqp,    n  «=  smi  sin q>. 

Die  gebrochene  Welle  ist  dann  nach  der  bekannten  Construction  die 
Ebene  durch  diese  Linie,  welche  die  Wellenfläche,  deren  Mittelpunkt  der 
Einfallspunkt  (d)  ist,  berührt.   Deren  Gleichung  sei 

mx  +  ny  -f  p2_  i, 

cos  r'  cos  r" 

wo  nun  p  sein  muss  entweder  — r-  oder  — jr-  . 
r  cr  c" 

Wenn  aber  diese  Ebene  die  Wellenfläche  berühren  soll,  so  muss  nach 
§  374.  4,  (1.),  weil  das  dort  genommene  Coordinatensystem  mit  unserem 
übereinstimmt,  und  weil  die  Gleichung  der  gebrochenen  Welle  der  dort  an- 
genommenen Gleichung  (e)  entspricht, 

x'=»mc2c3,     y'  =  nc3cf,     z'  —  p^c, 
sein,  wo  x',  y'  z'  der  Gleichung  der  Wellenfläche  genügen..  Die  Einsetzung 
dieser  Werthe  von  x',  y',  z'  in  die  Gleichung  der  Wellenfläche  giebt  zur  Be- 
stimmung der  unbekannten  p  folgende  Gleichung: 

(c22  c3*  m2  +  c32  ct2  n2  +  c,2  c22  p2)  (m2  +  n2  +  Pf) 

-  [(c,a  +  O  m2  +  (c32  -f  c,2)  n2  +  (ct2  +  c22)  p2  +  1  =  0, 
oder 

c,2  c22  p4  +  (c22  c32  m2  +  c32  c,2  n2  +  ct2  c22  (m2  +  n2)  —  (c,2  —  c,2)  p2 

—  +  (ca2+c,2)m2+(c32+c12)n2  —  1  —  (m2  +  n2)(c,2c32m2-f  c^V) 

—  —  [c32(m2  +  n2)  — l][c22m2  +  Cl2n2  — 1]. 

Setzt  man  dafür  abgekürzt 

c^V  +  Np2 P, 

so  erhält  man  

2Cl2  c,2  p2  —  —  N  +  j/N2  —  4c,2  c22  P. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  wir  hier  nur  die  beiden  positiven  Werthe 

von  p  benutzen  können;  denn  nur  für  diese  dadurch  bestimmten  Werthe 

kann  die  gebrochene  Wellenebene  die  positive  zAxe  schneiden. 

Diese  Werthe,  welche,  wie  oben  schon  bemerkt  ist,  die  — j-  und 
cosr"  c 


c 


77—  sind,  geben  dann  in  den  Werth  von  7. 


D«z/ 


Farbenringe  in  dicken  Krystallplatten.   (§  382.)  501 

n       a  f0081*/ cosr"~| 

eingesetzt 

XJ  2c1ac,a  f  2c11c22  J- 

Um  nun  die  Linien  gleicher  Helligkeit  kennen  zu  lernen ,  benutzen 
wir  das  Verfahren  der  vorigen  Nummer,  beziehen  also  die  Linien  wieder 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  und  setzen 

i/x2  +  y*  x  y 

sin  i  ss  ' -?— L        rnfl/T)=  sin  <y>  =  J 

E  v       fA'  +  y*  *      fA'  +  y* 

Man  erhält  nun  zunächst  durch  zweimaliges  Quadriren  des  für  D  ge- 
fundenen Ausdrucks 

d.  i.  nach  Wiederherstellung  des  Werthes  N  und  P 

Cj2  ca2  sin*  i -+- c32  sin*  i  (c,2  cos*  q>  +  cx*  sin1  q> ) — (c,2  +  Cj1)  -f-  c,2  c22  —^\  = 

4  ct2  Cj1  (c3*  sin*i  —  1 )  [sin1!  (c22  cos1  q>  +  ct2  sin*  q>)  —  1]. 
Durch  Einsetzen  der  obigen  Werthe  geht  diese  Gleichung  über  in 

«iVfr1  +  yf)+c,f  (c,2  x2  +  ct2  y2)  -  (c^+c,2)  E2  +  c,2  c,2  E2  ^]*  _ 

4ct2  c,2  (c32  (x2  +  y2)  -  E2)  [c,2  x2  +  c,2  y2  -  E2], 
oder  nach  einer  einfachen  Transformation  in 

[c,2  (c,2  -  c,2)  x2  +  ct2  (c,2  -  c32)  y2  +  (c,2  -  c,2)  E2]2 
—  4  c,2  (c,2  -  c82)  (c,2  +  c,2)  E2  x2  — 

2^E2c12c,2[(c12+c/)-cf2(c12+c32)x2-c/(c12+C32)y2]-E*c14c/^. 

Diese  Gleichung  bedeutet  eine  der  Lemniskate  ähnliche  Curve,  auf  die 
sie  um  so  mehr  kommt,  je  näher  c,2  —  c,2  gleich  c22  —  ca2  ist  und  je  kleiner 
i  und  damit  x  und  y  gegen  E  sind;  denn  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
einer  Lemniskate  ist 

(x2  +  y2  +  p2)2  — 4p2x2=q*. 

Ist  i  bs  0,  d.  h.  gehen  die  Strahlen  senkrecht  durch  den  Kry stall,  so 
erhalten  wir  auch  hier  die  schon  früher  gefundene  Formel 

£_  JL_  1 

Dieselbe  Entwickelung  passt  für  jede  andere  Art  der  KrystaDplatte, 
nur  ist  dann  eine  Transformation  des  Coordinatensystems  der  Wellenfläche 
Torzunehmen  nach  den  für  den  Krystall  passend  gelegenen  Coordinaten. 
Es  ist  auch  klar,  dass  dann  stets  die  Form  der  Curven,  wenn  nur  sin2  i  bei- 
behalten wird,  gegeben  ist  durch  eine  Gleichung  derselben  Art. 

Besonders  einfach  wird  die  Entwickelung  für  die  vorige  Nummer; 
denn  es  reicht  dann  aus,  wie  immer,  wenn  nur  das  Einfallsloth  parallel  einer 
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Elasticitätsaxe  ist,  eine  einfache  Vertauschung  der  Bezeichnung  x,  y,  z  und 
damit  der  c, ,  c2 ,  c3  zur  Aufstellung  der  nöthigen  Gleichung. 

9«    Unterbrechungen  der  isochromatischen  Gurven. 

Die  Aufgabe  dieser  Nummer  besteht  darin,  diejenigen  Punkte  zu 
suchen,  in  denen  Strahlen  austreten,  welche  senkrecht  gegen  das  erste  oder 
zweite  Nicol  polarisirt  sind,  oder  allgemein  die  Austrittspunkte  derjenigen 
Strahlen  zu  finden,  deren  Schwingungsebenen  einander  parallel  sind.  Die 
Schwingungen  finden  statt  in  der  Wellenebene,  deren  Gleichung  nach  8., 
wenn  wir  die  Ebene  durch  den  Coordinatenanfang  legen,  gegeben  ist  durch 

mx -f- ny +  pz  —  0.  (1.) 

Ferner  müssen  dieselben  nach  §  374. 2,  mit  der  Richtung  des  grössten 
und  kleinsten  Radius  der  Elasticitätsfläche  zusammenfallen.  Wenn  nun 
A,  B,  G,  wie  §  374.  2 ,  die  cos.  der  Winkel  bedeuten ,  welche  der  Radius  q 
mit  den  Elasticitätsaxen  bildet,  so  ist  die  Gleichung  der  Elasticitätsfläche 

Q*  _  Cla  Aa  +  ca*  B*  +  c,»  C*. 
Die  Lage  des  Minimalradius  ist  bestimmt  zunächst  durch 

qAq  —  0  —  ct*  A  dA  +  c*  B  dB  +  c,*  C  dC.  (2.) 

Zur  Bestimmung  der  -rj  und  -pr  erhalten  wir  nun  durch  folgende 

Betrachtung  die  nöthigen  Gleichungen. 

Da  die  Schwingungen  in  der  Wellenebene  stattfinden ,  so  müssen  die 
Werthe  x  =  £>A,  y  =-»  ^>B,  z  =  qC  der  Gleichung  der  Wellenebene  (1.) 
genügen,  also  ist 

mA  +  nB  +  pC  =  0.  (3.) 


Da  ferner 
ist,  so  erhalten  wir 


A*  +  B*  +  C*  —  1 


mdA  +  ndB  +  pdC  — 0, 

AdA  +BdB  +  CdC  —  0. 
Daraus  folgt 

dC^mB  —  nA      dB       pA  — mC 

dA        nC  — pB'    dA^nC  —  pB  ' 
Diese  Werthe  in  (2.)  eingesetzt  giebt  also  die  von  den  A ,  B ,  C  zu  er- 
füllende Gleichung 

0  =  Cl2A(nC—  pBJ  +  c^BfpA  —  mC)  +  c,JC(mB- nA).    (4.) 
Ist  nun  x  =  ay-f-bzdie  Gleichung  der  Schwingungsebene,  so  muss, 
da  dieselbe  durch  die  Schwingungsrichtung  gehen  muss,  sein 

x  A  — aB  +  bC,  (5.) 

und,  da  sie  durch  die  Normale  der  Wellenebene  geht,  deren  Gleichungen 

m  n  m — ab 

x  =  —  z,y  =  —  z  sind,  muss  gelten  macan+bp,  d.  h.  b  — ■ •• 

P  p  p 

Dies  in  (5.)  eingesetzt  giebt 

A=-aB  +  m~anC.  (6.) 
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Da  nun  z  —  0  die  Gleichung  der  Grenzebene  des  Krystalles  ist,  so  ist 
die  Durchschnittslinie  der  Schwingungsebene  mit  dem  Krystall  x  —  ay, 
also  a  die  Tangente  des  Winkels,  den  diese  Durchschnittslinie  mit  der  y  Axe 
bildet,  oder  was  nahe  dasselbe  ist,  da  die  Schwingungsebene  nahe  senkrecht 
auf  der  Krystallfläche  steht,  die  Tangente  des  Winkels  der  Schwingungs- 
ebene gegen  den  Hauptschnitt  yz.  Es  haben  daher  alle  Wellenebenen, 
welche  demselben  a  entsprechen ,  parallele  Schwingungsebenen. 

Man  findet  nun  aus  (3.)  und  (6.)  A  und  B  ausgedrückt  durch  C,  nämlich 
n       C(amn  —  p*  —  m1)  •   .        C(mn  —  ap*  —  an') 
p(ma  +  n)        '  p(ma  +  n) 

Diese  Werthe  werden  dann  in  (4)  eingesetzt,  und  man  erhält,  nach- 
dem man  mit  den  gleichen  Coefficienten  dividirt  hat, 

Q_c«  [mP-aCp'  +  n'inn'  +  p'+m'] 
1  am  +  o 

,  (amn  —  p*  —  m2)  a  (p1  +  p'  +  m') 
/  *  am-fn 

+  c9*  (an  —  m)  (mf  -+- p*  +  n*). 

In  diese  Gleichung  müssen  dann  die  Werthe  von  m,  n,  p  aus  der 
vorigen  Nummer  eingeführt  werden.    Bedenkt  man  noch,  dass      # 

sin  r*  .  A 
sin  i  «■  — z —  ist, 
%  c' 

so  erhält  man 

*  8*n*  r* cos  ff  (sin  y  +  a  cos  q>)  —  a 

1  sin  i*  (a  cos  q>  +  sin  q> 

a  (sin*  r*  sin  g>  {a  cosy  4-  siny}  —  1) 

4  sin  r'  (a  cos  q>  +  sin  g>) 

|+  c,*  sin  r*  (a  sinqp  —  cosqp), 

wo  also  (p  ist  der  Winkel,  den  die  x  Axe  mit  der  Einfallsebene  bildet  und 
a  die  Tangente  des  Winkels  der  Schwingungsrichtung  mit  der  y  Axe. 

Da  nun  hier  cf  hegt  zwischen  c8  und  c2  und  die  beiden  Ringsysteme 
nur  bei  solchen  Krystallen,  deren  Axenwinkel  sehr  klein  ist,  zugleich 
beobachtet  werden  können,  so  dürfen  wir  näherungsweise  setzen 

c'  =  c3  =  ct  «=  i;  und  dann  sin  r'  =  v  sin  i . 

Wird  endlich  die  Erscheinung  bezogen  auf  die  im  Vorigen  schon  immer 
gebrauchte  Ebene,  also  gesetzt 

s'P>  =   x»  +  y'  '     C08?™?+7'     sm  ' E^"' 

jso  erhält  man 

0  —  c,*  [x(y  +  ax)  —  ^-'J  —  c/  j^ay  (ax  +  .y)  —  ^J 

+  c,2(ay  —  x)(ax  +  y), 
oder  anders  geordnet 
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0  —  [«,» -  c.»  -  a»  (©,»  -  c3')]  x  y  +  a  [c,*  -  c3*]  x»  -  a  [c/  -,c,*]  y* 

Zur  Discussion  dieser  Gleichung  führen  wir  ein  neues  Coordinaten- 
gyätem  ein,  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  alten  zusammenfällt,  dessen 
neue  x  Axe  aber  mit  der  alten  yAxe  einen  Winkel  xp  bildet,  so  dass  ist 

(ct*  —  Q  —  (c,a  —  c39)  a* 

tg2Xp a(Cla-2c3«  +  0       ' 

Die  ftftr  dieses  neue  Coordinatensystem  transformirte  Gleichung  wird 
*  dann  nach  einigen  einfachen  Rechnungen, 

y>2  [(Cj*  _  C3»)  cos»  xp  +  (c2*  —  c3»)  sin8  xp]  —  x»  [(c,1  -  c3*)  sm*  *// 

Ef 

+  (ca*—  c32)  cos2  V]  --  -i  (ci2  —  c22)  COS  2  0. 

In  dieser  Hyperbel  treten  also  zunächst  alle  diejenigen  Strahlen  aus, 
deren  Schwingungsebenen  unter  einander  parallel  sind  und  mit  der  alten 
yAxe  einen  Winkel  bilden,  dessen  Tangente  =a  ist.  Zugleich  treten  dann 
in  dieser  Hyperbel  die  Strahlen  aus,  deren  Schwingungsebenen  zu  den 
eben  genannten  senkrecht  sind. 

Tretenmin  in  die  Kry stallplatte  Strahlen,  deren  Schwingungsrichtungen 
mit  der  yAxe  den  Winkel  h  bilden,  so  dass  a=tgh  ist,  so  treten  in  dieser 
Hyperbel  nur  die  Strahlen  der  einen  Art  aus,  mithin  erscheint  dann  eine 
helle  oder  dunkle  Hyperbel,  jenachdem  die  analysirenden  Apparate  parallel 
sind  oder  sich  kreuzen. 

Die  Lage  dieser  Hyperbeln  kann  nun  leicht  weiter  untersucht  werden. 
Es  ist  nämlich  deren  reelle  Halbaxe 

f E«  (c,a  —  ca')  cos  2  xp 

g  —  v%  [(ct*  —  c3a)  —  (c,*  —  c,*)  sin2  xp  * 

Diese  Grosse  g,  die  in  der  Richtung  der  y'Axe  liegt,  ist  imaginär 
wenn  cos2i//  eine  negative  Grösse  ist,  d.  h.  wenn  xp  liegt  zwischen  45° 
und  — 45°  und  im  Scheitelquadranten,  es  bilden  also  die  reellen  Axen 
aller  Hyperbeln  mit  der  Verbindungslinie  der  Austrittspunkte  der  optischen 
Axen,  d.  i.  der  x  Axe,  Winkel,  welche  ^  45°  sind. 

Die  Grösse  g,  welche  also  veränderlich  mit  xp  ist,  erreicht  2  Maxima, 
nämlich  für  xp — 90°  und  —  90°,  und  2  Minima,  wenn  #= 45°  und — 45°ist. 
Da  nun  dieselbe  die  Entfernung  der  Scheitel  von  der  Mitte  giebt,  so  folgt 
daraus,  dass  die  Hyperbeln  von  der  Mitte  am  entferntesten  sind,  wenn  die 
Richtung  der  x'  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Hauptschnitten  des  Kry- 
stalls,  d.  h.  der  xz  und  yz  Ebenen,  halbirt,  und  sie  gehen  in  zwei  sich  senk- 
recht schneidende  Linien  über,  wenn  die  Richtung  der  neuen  Coordinaten- 
axen  mit  den  alten,  also  den  Hauptschnitten,  zusammen  fallen. 

Um  dies  physikalisch  zu  deuten ,  gehen  wir  zurück  zu  dem  Ausdruck, 
welcher  xp  bestimmt.  Wenn  a  —  +  oo  wird ,  so  ist  2  xp  =  +  90°  oder 
^«  +  45,  und  wenn  a  « 0  ist,  so  findet  man  2 xp  nahezu  —  0  und  +  180, 
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also  \p  —  +  90,  da  xp  nicht  zwischen  45°  und  —  45°  liegen  kann.  Das 
beisst  dann  die  Hyperbeln  sind  von  der  Mitte  am  entferntesten,  wenn 
die  Schwingungsebene  des  eintretenden  und  des  austretenden  Lichtes  die 
beiden  Hauptschnitte  des  Krystalles  halbiren  und  die  Hyperbeln- gehen  über 
in  zwei  sich  senkrecht  schneidende  Gerade,  wenn  diese  Schwingungs- 
ebenen mit  den  Hauptschnitten  zusammenfallen. 

Aendert  sich  xp  nur  wenig,  so  treffen  wir  Strahlen,  die  nur  geringe 
Neigung  gegen  die  ersteren  haben,  folglich  wird  durch  Interferenz  nur  eine 
geriifge  Aenderung  in  der  Helligkeit  stattfinden ;  daher  erklart  sich  die  Ver- 
breiterung der  Hyperbeln. 
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1.    Umformung  der  Reflexionsformeln  für  n  <  1. 

Nach  den  in  §  376.  1.  und  3.  aufgestellten  Formeln  ist  für  den 
reflectirten  Strahl  die  Schwingungsamplitude  senkrecht  zur  Einfallsebene 

,  .    j.  sin(0  —  a) 

a'  —  c  sin  o    .    !\   . — r 

sin  (ß  +  er) 

und  parallel  der  Einfallsebene 

a"  —  c  cos  d    *JQ  . — (- . 

In  allen  den  folgenden  Untersuchungen  hat  man  i  statt  sin  d  und 
cos  d  zu  setzen ,  um  die  Erscheinungen  zu  haben ,  wenn  gewöhnliches 
Licht  einfällt. 

In  diese  Formeln  führen  wir  statt  des  Brechungswinkels  den  Brechungs- 

sincr    .  . 

eiponenten  n  —  - — -  ein.   Also  ist 
r  sin  ß 

,  .    •  fn^-f-l  —  2sin2a       2cosal/sin2a  — n2  .1 

*-*«*[ — r=^ b=v — *J 

—  csinb*  [A'  — A"i], 
sin2a  — 
sin1 
B'  +  B"i]. 

1)  a  — 90°,  so  ist  a'2  +  a"2=-c2.  Dies  Resultat  war  zu  erwarten; 
denn  bei  dieser  Annahme  streift  das  Licht,  also  muss  die  Intensität  unver- 
ändert bleiben. 

2)  sin  er  —  n  giebt 

a'  —  c  sin  o* ,  a"  =  —  c  cos  <J ,  also  auch  a'2  -f-  a"2  =  c2, 
d.  h.  das  reflectirte  Licht  hat  bei  dem  Beginn  der  totalen  Reflexion  dieselbe 
Intensität  als  das  einfallende. 

3)  sin  a  >  n.  Bei  dieser  Annahme  bleibt  in  den  obigen  Formeln  das 
Imaginäre,  dessen  Bedeutung  nun  untersucht  werden  soll. 


a"  «  c  cos  6* 
—  c  cos  d 


>in*q  —  n2  (1  -f-  naco8*a)        2  n2 cos  a  [/sin2 a  —  n2    .  "1 
*in2a  —  n2  (1  —  n2cos2a)      sin2a —  n2(l  —  n2cos2a)    J 
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Ohne  Zweifel,  sagt  Fresnel*),  bedeutet  das  Imaginäre,  dassdie  Voraus- 
setzung unserer  Rechnung,  nach  welcher  in  der  Grenzfläche  selbst  die 
reflectirten  Schwingungen  mit  den  einfallenden  zusammenfallen,  nicht 
mehr  erfüllt  ist,  dass  ein  Theil  der  Bewegung  unterhalb  der  reflectirenden 
Fläche  zurückgeworfen  ist  und  dadurch  eine  gewisse  Veränderung  gegen 
den  in  der  reflectirenden  Fläche  zurückgeworfenen  Theil  erfahren  hat.  In 
der  That,  wenn  dieses  die  richtige  Auslegung  des  imaginären  Ausdruckes 
ist,  so  muss  die  Analyse  nothwendig  für  den  Coefficienten  der  reflectirten 
Amplituden  eine  imaginäre  Grösse  geben.  Denn,  wenn  man  den  von  der 
reflectirenden  Fläche  an  durchlaufenen  Weg  mit  x  bezeichnet  und  mit 
sin  (a  -+-  x)  die  Verschiebung  eines  Aethermoleküles  im  Punkte  x,  im  Falle 
die  Vibrationsperioden  an  der  reflectirenden  Fläche  mit  der  einfallenden 
coincidiren,  so  wird,  wenn  an  der  Fläche  ihre  Perioden  um  eine  gewisse 
Grösse  verschoben  oder  verzögert  werden,  die  Verschiebung  im  Punkte  x 
werden  sin  (a'  +  x).  Wenn  aber  A  eine  reelle  Grösse  ist,  so  kann  nie 
A  sin  (a  +  x)  «s  sin  (af  +  x)  werden  für  alle  Werthe  von  x,  d.  h.  wenn 
man  fortfährt  die  Schwingungsperioden  so  zu  zählen ,  wie  man  anfänglich 
gethan  hat,  es  giebt  demnach  keinen  reellen  Werth  des  Coefficienten,  der 
im  Stande  wäre,  die  Verschiebungen  der  Moleküle  darzustellen. 

Wir  nehmen  desshalb  an,  dass  das  Imaginärwerden  eines  Theiles  dieser 
Ausdrücke  bedeutet,  dass  der  reflectirte  Strahl  aus  zwei  Theilen  besteht, 
deren  einer  in  der  reflectirenden  Fläche  zurückgeworfen  ist,  während  der 
andere  um  i  Wellenlänge  verzögert  wird. 

Um  zu  beweisen  dass  die  Verzögerung  gleich  ^Wellenlänge  genommen 
werden  muss,  verfahren  wir  folgendermassen.    Wenn  y«asin27r~ 

die  Schwingung  eines  Moleküles  ist,   so  bedeutet  y  = —  a  sin2;r  = 

die  derselben  entgegengesetzte  Schwingungsbewegung,  die  also  gegen  die 
erste  um  */2  Wellenlänge  verzögert  ist.  Multipliciren  wir  also  die  Amplitude 
einer  Wellenbewegung  mit  —  1 ,  so  erhalten  wir  eine  neue,  die  gegen  die 
erste  um  V2  Wellenlänge  verzögert  ist.  Multipliciren  wir  abermals  mit  —  l, 
so  ist  die  Verzögerung  wiederum  {ji  Wellenlänge,  also  nun  eine  ganze  Welle. 

Es  soll  nun  y  —  fa  sin  2  71  y=r  gegen  y  =«*  a  sin  2  7t  ■=-  um  V*  Wel- 
lenlänge verzögert  sein,  wo  f  zu  bestimmen  ist.  Dem  obigen  analog 
müssen  wir  dann  mit  P,  P,  P. . .  multipliciren,  wenn  die  Verschiebung 
2 .  V4, 3 .  V4, 4 .  lli . . .  Wellenlängen  betragen  soll.  Es  ist  demnach  P =— 1, 
P  =  f ,  P  —  1 ,  d.  h.  f  =■=  J/  —  1.     Wenn  demnach  die  Amplitude  der 

Schwingungsgleichung  eines  Lichtstrahles  mit  i=|/  —  1  multiplicirt  ist,  so 
bedeutet  dies  eine  Verzögerung  um  */4  Wellenlänge  und  umgekehrt. 


*)  Pogg.  Ann.  22. 


Girculare  Polarisation  durch  Total-  und  Metallreflexion.  (§  383.)  507 

Die  Schwingungen  des  reflectirten  Strahles  mit  complexer  Amplitude 
A' —  A"i  und  B'  +  Bf'i  können  demnach  geschrieben  werden 

a'  —  csind   A'sin27r(  i=r  —  y)  —  A"  sin  2 n  1 7=-  —  y —  —  J    . 

a"—  ccosd  B'sin  in(j  ~  y)  +  B"  sin  *"  (y  —  j  —  j)\ . 

Dass  nun  aber  auch  hiermit  die  Gesammtintensitat  =  c*  ist,  soll  in  der 
nächsten  Nummer  erörtert  werden. 


2.    Das   reflectirte    Licht   ist   elliptisch-   oder   circular- 

polarisirt. 

Die  Ausdrücke  der  eben  gefundenen  zu  einander  senkrecht  statt- 
findenden Schwingungen  lassen  sich  auf  folgende  Form  bringen : 

.•.0/t         e        D\  j-o/1         e        &\ 

c  sin 0  sin  2tt  (  7p  —  y  —  y  J ,     c  coso  sin  2n  ( -=r  —  y  —  y  1 , 

wo  zur  Bestimmung  Ton  D  und  D'  nach  §  226  die  Gleichungen 

DD'  D  D/ 

cos27Tr-  —  A\  cos27Ty  =-»B' oder  sin27rr- —  —  A",  sin2*ry  —=B" 

zu  erfüllen  sind.  Es  ergiebt  sich,  wie  zu  Ende  der  vorigen  Nummer  ver- 
langt ist,  dass  die  letzteren  Bedingungsgleichungen  nicht  den  ersteren 
widersprechen;  denn  es  ist  A'*  +  ktn  —  B'* -f- B"a  —  i.  Diese  Schwin- 
gungen geben  aber  nach  §  228  im  Allgemeinen  elliptisch  polarisirtes  Licht. 
Das  elliptisch  polarisirte  Licht  geht  in  circular  polarisirtes  über, 
erstens  wenn  nach  §  228  c  sind  —  c  cosd  d.  h.  d  —  45°  ist  oder  bei  ge- 
wöhnlichem Licht,  wo  statt  sind  und  cosd  V*  steht,  zweitens  wenn 

D D/ 

— - —  =  1/4  (2m  +  1),  wo  m  ™  0,  1,  2,  . . . .  ist,  oder  wenn 

A 

?5_(D-D')-^(2m  +  l),  oder 

t 

cos  y?  (D  —  D')  —  0  ist. 

Führen  wir  nun  die  Werthe  von  D  ein,  so  wird  die  Bedingung 

A'B'  —  A"B"  =  0, 
oder  nach  Einsetzung  der  Werthe  von  A  und  B  aus  1.,  und  nach  Entfernung 
des  Factors  (1  —  n*)  im  Zähler  und  Nenner 

(1  +  n«)  sinaa  —  2sin4q  —  n*  _ 
(1  -f-n*)sin*a  —  n* 
Setzen  wir  den  Zähler  =  0 ,  so  giebt  dies 

.t  1  +  n*  +  j/(l+n)2  — 8n* 

sinfa  =«*  — ■ —     \   • 

4 

Um  hier  einen  reellen  Werth  von  et  zu  bekommen,  muss 

(1  +  n«)*  >  8n2  oder  n  <  0,  4142  sein. 
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Es  ist  aber  der  Brechungsexponent  des  am  meisten  brechenden  Kör- 
pers, des  Diamant,  zur  Luft  erst  0,  4142.  Will  man  durch  schwächer 
brechende  Mittel  circular  polarisirtes  Licht  erhalten,  so  muss  man  mehr- 
.  fach  reflectiren  lassen,  indem  jede  neue  Reflexion  unter  demselben  Winkel 
a  wiederum  dieselbe  Phasendifferenz  ertheilt. 

Um  so  circular  polarisirtes  Licht  durch  totale  Reflexion  zu  erlangen 

nahmFresnel  ein  Trapezoeder  aus  Spiegelglas  von  St.Gobain.  Für  dieses  ist 

1 
der  mittlere  Brechungsexponent  nach  Luft  7-—-  ™  0,662.     Zur  Bestim- 

1,01 

mung  des  nothwendigen  Einfallswinkels  muss  gelten,  wenn  wir  dreimal 

reflectiren  lassen ,  nach  einer  Reflexion 

Q    D  — D'       .       .     D— D'        ..         AA 
3 .  — -- —  —  ^4  also  — r —  =  V12  und  dann 

COS  27t : =«COS  27t  ji  =  COS  73  .  «r  ™=  ^T"  . 

Dies  nun  mit  dem  gegebenen  n  eingesetzt,  giebt  zur  Berechnung  von  a 
sin'«  (1  +  0>662a)  —  2  sin4a  —  0,662'       O 
sin2«  (1  +  0,662*)  —  n*  *"*   2    * 

Daraus  findet  man  er  =  69°  12'  33". 

Dasselbe  erreichte  Fresnel  durch  ein  Parallelepipedum,  dessen  spitzer 
Winkel  54  V2  °  ist,  so  dass  auch  a  =  54  V2  °  wird,  durch  zweimalige  Reflexion. 
Die  hier  anzustellende  Rechnung  geht  aus  von 

D  —  D'       ,       D  — D' 

D  —  D' 

COS2/T  y —  COS  2  7t  V8  —   l\l  V~2, 

(1  +  n')  sin1  a  —  2  sin4  a  —  n*  ^ 

(l  +  n2)sin*a  — n*      "~~  /2  Y 
Daraus  wird  dann  für  ein  gegebenes  n  der  Winkel  et  berechnet. 

3.     Totalreflexion    mit   Hülfe   der   verallgemeinerten 

Reflexions  theorie. 

A)  Das  Licht  schwinge  senkrecht  zur  Einfallsebene.  Die  Formeln 
S.  479  verlieren  ihre  Gültigkeit;  denn  es  ist  sin/? >  1  also  cos ß imaginär. 
Wir  setzen  demnach  wie  S.  479 

£  =V a,*  +  b,*  cos  U  +  arctg  M , 

£'  -=  j/a«  +  b'»  e~b'  ((t  +  arctg  |Ü  . 

wo  nach  den  Formeln  von  S.  476  ist 

,  .   .       sin  (ß —  a)         ,  ,  ...        2  sin/?  cos  a 

a,  +  b,i  =  .   ;a. — , ,     a'  +  V 1  —    .    ;a  , — , 

sin(/?  +  cr)  sin  (ß  +  a) 

t,.       _      xeosa' 

B'l  —  27t  7Z . 
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Nach  dem  Verfahren  von  S.  480  haben  wir  nun  die  Ausdrücke 

\  a~*  +  b*  und  — - 

und  die  entsprechenden  mit  dem  Accent  zu  bestimmen.   Es  wird 

a, —  b,i  aus  a,  +  b,i,  wenn  wir  statt  ß  schreiben  180  —  ß  und  analog 

bei  a'  -f-  bf  i .    Mithin  ist 

b,i        sin'  (ß  —  a)  —  sin*  Q*  +  «)  2tgatgi3 

a,  ~sina(/?-a)  +  sin>(/y  +  q)~tg»g  +  tg»^~lgzg-^ 

r    '    '     '         r    8in(|?  +  c)    sin(£  —  a) 

2  sin  ff  cos«       2  sin  ff  cos  a 
b'i        sin  (ff  +  <*)       sin  (ff  —  er)  tg  a        „ 

3^  V^        ■  '  vr  ^B    — —      — «M   tfi[  0  1 

a'         2  sinff  cosa    ,  2sinffcoscr  tgff         b  *  ' 

sin  (ff  +  a)  +  sin(ff  — a) 


l/gqFyi  _  V*™f™*  .  **%  C0S°  -2  cos  g. 

r  r    sin  (//  +  et)    sin  (ff  —  a)  * 

Die  Einführung  dieser  Werthe  mit  Beibehaltung  der  Abkürzung  q 
giebt  dann 

g,-co82*(-xco8a+y8ina-^-ii) 

r-2co8ee-XcwatWaco82^(y-8^-i±*-^). 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  dies  in  Bezug  auf  die  reflectirte 
Schwingung  mit  2.  übereinstimmt,  wenn  man  den  dort  durch  D  ange- 
deuteten Werth  weiter  ausführt 

B)  Das  Licht  schwinge  in  der  Einfallsebene. 

Die  Formeln  (11.)  bis  (14.)  S.  480  verlieren  hier  ihre  Gültigkeit,  da 
sin  ß  >  1 ,  also  cos  ß  imaginär  ist.  Wir  gehen  zurück  zu  den  Gleichungen 
(5.)  bis  (8.)  S.  478,  und  müssen  dann,  wenn  wir  sie  dem  Obigen  ent- 
sprechend behandeln,  um  aus  a  +  bf~ — 1  die  Form  a — b  )r — 1  zu  erhalten, 
setzen  —  a,„  —  ff',  180°— ß  für  a„,  ff',  ff. 

Diese  Rechnung  giebt,  wenn  man  setzt 

K4    ,        Jla  „       l/~        I5  m„  —  m" 

sinal,,*  r  sm'ar1       r       m"m„ — 1 

m      \/x   ,        ^~       ._m'  +  p(cos'«  +  m»sin'ff) 
'       P      ^A^sinV       W"  (1  — m'«)cosasina       ' 

r^1-cos2^(^xcosg+y^-Ly-i>)  r™«q 

IJM  \  *  T  7tJ  [_cosaJ 

["£„"1 m'"  —  1      co8*a  +  m/18in1tt     cosr    27rxsinam„:A 

[jj„J  _     m"*  —  m„* '         1  —  m»         P  iii^e  X 

'y  sin  a      t  +  #        r 


rm„cos~| 
L  —  sin  J 


2  TT 


27C, 


510  DI.  Optik. 

["§'"]  2cosr  27ZXsinam/:Ä 

\jjfj  ""*  sin  a  (1  —  m'2) 

T  cos  "I        /y  sin  a      t  +  #        r  \ 
[m'sinj l7C  \    l  f  2rc) ' 


m"1  —  1     cos2  er +m'2  sin1  er     cosr    — 2?rxsinam":A 


m"2  —  m„  1  —  m'1         r  sin  a 

f" — m"cos"|  0     /ysina      t  +  #        r\ 

[  _8in  J2*^— T ä*J' 

Jamin  hat  nun  durch  Versuche  den  Gangunterschied  zwischen  dem 
senkrecht  und  parallel  der  Einfallsebene  schwingenden  reflectirten  Licht 
untersucht  und  die  Theorie  bestätigt  gefunden.  Dieser  Gangunterschied 
ist  2  (r  —  q).  Nach  den  in  A)  und  B)  gefundenen  Werthen  von  r  und  q 
findet  man  /m'  +  p\ 

oder  annähernd,  weil  p  sehr  klein  ist, 

tg  (r  —  Q)  —  cotg  a  [m'  +  p  (1  —  m'2)]. 

4.    Metallreflexion. 

Wir  gehen  aus  von  der  folgenden  durch  die  Erfahrung  begründeten 
Annahme.  Die  Schwingungen  des  Aethers  in  Metallen  nehmen  rasch  ab 
-und  zwar  in  geometrischer  Progression,  da  ja  die  Intensität  derselben  auf 
gleiche  Wegstrecken  sich  notbwendig  in  gleichem  Verhältniss  vermin- 
dern muss. 

Wir  werden  demnach  die  Schwingungen  nach  §  279.  3,  durch  fol- 
gende Form  darstellen  können 

A   x  cos/0 +y  sin/?  ^  .         A    fx cos/? +y sin/9     -  t+#\. 

.    — 2/r £-f-* — ^©sinc    2zr ^-^ — *-©cosc. -£-  h, 

Ae  X  e      \  X  T   / 

wo  die  hier  eingeführten  Grössen  ©sine  und  ©cos«  die  später  daraus  ge- 
zogenen Folgerungen  erleichtern. 

Diesen  eben  genannten  Werthen  kann  aber  sofort  eine  physikalische 
Bedeutung  gegeben  werden ;  denn  setzen  wir  a  —  ß  —  0  d.  h.  betrachten 
wir  einen  senkrecht  auffallenden  Lichtstrahl,  so  geht  für  diesen  der 
Schwingungsausdruck  über  in 

.    — 27frv©sin$    27c[-z-@cose m— h« 

Ae  X  e      \X  T    / 

Es  würde  demnach  ©  sin  e  den  Absorptionscoefficienten  oder  Ex- 

tinctionscoefficienten  dieses  Strahles  bedeuten.    Wenn  c,  c',  X,  V  die 

bekannten  Grössen  in  Luft  und  Metall  bezeichnen,  so  müsste  in  obiger 

X  X        c 

Formel  -^ —  Xr  oder  0  cosc  =  -r-,  —  -7 sein,  d.  h.  die  Grösse  ©cos« 

©cosc  X'       c' 

bedeutet  das  Verhältniss  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  in  Luft  und 

Metall  bei  senkrechter  Incidenz. 


Circulare  Polarisation  durch  Total-  und  Metallreflexion.  (§  383.)  511 

Der  obige  Schwingungsausdruck  kann  auch  auf  folgende  Form  ge- 
bracht werden 


.    (\ cos/* -t-ysintf^,          .    .      .x      t+#\  . 
2tcI ^-jP — ^©(coss-f-sinei) ^f-)1 


Ae2^(XC08<?+ysin^e^-iy)i. 

Vergleichen  wir  nun  diesen  letzteren  Ausdruck  mit  dem  in  den  frü- 
heren für  durchsichtige  Mittel  gebrauchten 


Ae 


/xcosjH-ysing      t+d\ 


so  stimmen  dieselben  vollkommen  überein,  wenn  wir  setzen  V  =■*  -7? — ^, 

l 
es  ist  mithin  bei  den  Metallen  der  Brechungsexponent  rj  =  0e",  also  ist 

derselbe  imaginär  zu  setzen.  Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  könnten  nun  die 
allgemeinen  Regeln  entsprechend  Anh.  z.  §  376.  377.  entwickelt  werden. 
Die  longitudinalen  Wellen  werden  hier  in  einem  noch  weit  grösseren  Ver- 
bältniss  als  dort  abnehmen. 

Wir  brauchen  aber  die  ganze  Herleitung  nicht  zu  wiederholen ,  son- 
dern können  die  in  den  genannten  Paragraphen  gewonnenen  Formeln 
benutzen,  müssen  aber  immer  den  Brecbungsexponenten  «=  0e"  setzen. 

A)  Die  Schwingungen  erfolgen  senkrecht  zur  Einfallsebene. 

Wir  gehen  hier  aus  von  den  Gleichungen  Anhang  zu  §  376.  377.  2. 

für  das  reflectirte  Licht,  nämlich 

^        sinO?  —  et)        /.     —  xeosce  +  ysina       t  +  # 

f,  —  -t   ;a  ,     :  cos  2?r —-* ^ — 

sm  (ß  •+-  et)        \  l  T 

und  müssen  setzen 

.  V    .  sin  et         .       .... 

sm  ß  —  -r-  sm  et  =  — g—  e— «»,  mithin 

-       l/"       sin*a.e— 2«i 
cos/?  ■=*  1/  1 -gj —  abgekürzt  yem. 

Nach  einer  einfachen  Transformation  findet  man  dann 

!_  r®_e{e+xi)i 
sin  (£  —  a)  cos  et 

sin(/S  +  a)       1+y0e(j+u)i 

cos  a 

Dieser  Ausdruck  ist  von  der  Form  a  -j-  b  i.  Um  also  das  Schwingungs- 
gesetz zu  erhalten  wenden  wir  das  Verfahren  von  S.  480  an. 
Es  wird 

,  .                 cos  et 
a  — bi—  - =  /*. 

cos  er 
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Die  Intensität  des  reflectirten  Lichtes  ist  demnach 

Is«=  a2  +  b'  —  m^. 
Setzen  wir  zur  Berechnung  der  Phasenverschiebung  Isa=  tg  (f —  45°), 
so  ist 

cot  f  =  cos  (e  +  u)  sin  2  arctag  ( — ^- ) . 

Die  Pbasenänderung  Ds  ist  nach  den  Bezeichnungen  von  S.  479 
arctg  -r-,  das  giebt 

_  m  —  u  .    ,     ,     .         _  /coscA 

* D«  -  öM^fi = 8,n  (e + u)  tag  2  ""*«  [wr 

B)  Die  Schwingungen  erfolgen  parallel  der  Einfallsebene.  Wir  müssen 
hier  ausgehen  von  den  Formeln  S.  480.  Da  wir  aber  von  den  longitudi- 
nalen  Wellen  absehen  können ,  weil  selbst  bei  durchsichtigen  Körpern  ihr 
Einfluss  gering  ist,  so  können  wir  setzen  p  =  0  und  erhalten  dann 
q)  =  xp  =  0,  also 

sin  q>  ^  tg  (g  —  ß) 

sin  ip*** ig  (a-t-ßY 
Unsere  Formel  für  die  reflectirte  Schwingung  ist  demnach  (11.)  S.  480. 
|~§/1       W*—ß) nna o ^ /— x cos g+y sing      y+y       t+&\ [sin  a] 

Mit  Hülfe  derselben  Rechnungen  wie  unter  A)  finden  wir  nun  wieder 

Imaginäres  und  zwar 

1       Qcosttc(fi_uH 

y 

m= -r-^ . 

0cosae(£_u)i 

V 
Daraus  wird  dann  abgeleitet 

1_0cosae_(,--u)i 

u  — -pr1 und  Ipa  =  mju. 

l  +  0CO8%-(«-u)i 

y 

Setzen  wir  dann 

V  —  m^  — tag(g  — 45°), 
so  ist 

cot  g  =  cos  (e  —  u)  sin  2  arctg  ( ^t-*- — ] 

ü  \0  cos  aj 

und  die  Phasenveränderung  Dp  =*  arctg  —  wird  dann  bestimmt  durch 

a 

tg  Dp  =  7 — ,    *\  .  =  sin  («  —  u)  tag  2  artg  (-^ — ). 
°    v      (m  +  ^)  i  '     °        ^  \Q  cos  aj 

Dies  sind  die  Formeln  von  Cauchy ,  nur  bat  derselbe  statt  e  +  u,  y& 

die  Buchstaben  v,  U  gebraucht. 

Um  nun  das  Verhältniss  der  Amplituden  ■=*  der  beiden  senkrecht  zu 

's 
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einander  polarisirten  Lichtmassen  und  den  Phasenunterschied  Dp  — D.  der- 
selben zu  berechnen,  nehmen  wir  nicht  die  eben  gefundenen  Werthe,  son- 
dern wenden  das  oben  gebrauchte  Verfahren  an,  indem  wir  das  Verhältniss 
der  Amplituden  für  durchsichtige  Mittel 

tg  (q  —  ß)    sin(ß  —  a)  =  cos  (a  +  ß) 
tg{a+ß)lsin(ß+a)      cos  (£  — a) 

zu  Grunde  legen  und  statt  -^  setzen  0eei. 

Wenn  nun  die  oft  gebrauchte  Methode  angewendet  wird,  so  haben  wir 
hier  zu  setzen 

1_    8in,a    e-('  +  °»i 
y&  cos  a 


m 


sm*a 


Sm  «     e-(,  +  u)i 
yöcosa 
und  dem  entsprechend 


2 


y©  cos  a 
sin'«     e(a  +  tt)i 

y&  cos  a 

also 

v 

i 


II  /        *      2         \ 

f7=mii  =  tg2h,  wo  cos 2 h  =*=  cos (e  +  u)  sin  2arctg[  — ^ )  ist. 

«$  \y©  cosa/ 


m  —  fx  •    /     i     \  «    o      4    /  sin2« 


tg(Dp  —  D8)^? — — ^  =  sin  («  +  u)  tg  2arctg    -^ J. 

F  (m-t-^)i  ö  °  \y®cosa/ 

Die  Versuche  von  Jamin  *)  beziehen  sich  vorzüglich  auf  den  Haupt- 
einfallswinkel A  und  auf  das  Hauptazimuth  H.   Man  nennt  nämlich  Häupt- 


er 


einfallswinkel  den  Einfallswinkel,  für  den  Dp  —  Dg  =  -^  ist,  wo  also  der 


2 


Gangunterschied  — ^ X  eine  Viertel-Wellenlänge  beträgt  und  die  ellip- 

tische  Polarisatirn  in  die  circulare  (§  228)  übergeht.     Dafür  ist  dann 

p 

-  sb  tg  H ,  wo  H  ist  das  Azimuth  der  durch  Glimmerblättchen  wiederher- 

gestellten  geradlinigen  Polarisation  im  reflectirten  Strahl,  wenn  dasselbe  im 
einfallenden  Strahl  45°  gegen  die  Einfallsebene  geneigt  war. 

Der  Haupteinfallswinkel  oder  der  Winkel  des  Polarisationsmaximums 
oder  schlechthin  der  Polarisationswinkel  ist  auch  folgendermassen  be- 
stimmt :  Wendet  man  polarisirtes  Licht  an ,  dessen  Schwingungen  mit  der 
Einfallsebene  einen  Winkel  von  45°  bilden,  so  ist  nach  zwei  Reflexionen 
unter  dem  Einfallswinkel  gleich  dem  Polarisationswinkel  das  Licht  wieder 
linear  polarisirt,  wenn  die  beiden  Reflexionsebenen  zusammenfallen. 


f)  Pogg.  Ann.  74. 


Klein,  Theorie  der  Elasticität  etc.  33 
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Circulare  Polarisation  durch  Brechung.  (§  384.) 

1.    Zerlegung  eines  linear  polarisirten   Strahles   in  zwei 

elliptisch  polarisirte  Strahlen. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  ist  folgende:  Ist  uns  gegeben  ein  geradlinig 
polarisirter  Lichtstrahl  durch  die  Gleichung 

s  =*=  r  sin  2  7r  7=r, 

sosollen  zwei  entgegengesetzt  elliptisch  polarisirte  Lichtstrahlen,  welche 
diesen  linearen  ersetzen,  gefunden  werden  und  zwar  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  die  vorgeschriebenen  Richtungen  der  Einzelschwingungen  mit 
der  von  den  Hauptaxen  der  Ellipsen  zusammenfallen. 

Statt  unserer  gegebenen  Schwingung  können  wir  zunächst  zwei  senk- 
recht zu  einandec  polarisirte  Strahlen  setzen ,  deren  Schwingungsrichtung 
den  gegebenen  Winkel  q>  oder  90 — <p  mit  der  ursprünglichen  Schwingung 
einschließen.  Sind  diese  zu  einander  senkrechten  Richtungen  die  z-  und 
y  Axe,  so  ist 

z  =  r  cos  q>  sin  2  n  7=-,      y  =  r  sin  q>  sin  2  n-~  . 

Zerlegen  wir  nun  weiter 

z  =  z,  +  za=*=  v  sin  2  TT  f  y  +  n)  +  v  sin  2  ^  ( f-  —  n)' 

y  —  Yi  +  Ya  —  u  sin  2  n ( y  +  n)  +  u  sin  2  n  (  y  —  nj, 
so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  v  und  u  folgende  Gleichungen: 
z  =  2  v  cos  2  n7T  sin  2^7=-,  also  2v  cos2n7t  =  r  cosqp, 

y  =  2  u  cos  2  n/r  sin  2  TT  ip,  also  2  u  cos  2  n  n  =  r  sin  g>. 

Hieraus  ergiebt  sich 

1    rcosg)    .    fl    /t     ,     \  1   rcosfl)    .    ft     /  t        \ 

1       2  cos 2 n TT  \T         J        2       2  cos2n/r  \T        j 

1    r  sin  0     .    A     / 1     .     \  1    r  sin  qp     .    n     /  t 

J1       2  cos2n?r  \T         y  2  cos 2 n/r  VT 

Bei  dieser  Zerlegung  ist  noch  nicht  berücksichtigt,  dass  die  Hauptaxen 
unserer  Ellipse  mit  der  Richtung  von  z  und  y  zusammenfallen  sollen.  Wir 
haben  also  nach  §  228,  wenn  wir  z,,  y,  und  z2,  yt  zusammen  nehmen,  noch 

die  Bedingung  2  n  =  1/4  (2  m  +  1),  m  =  0, 1, 2 zu  erfüllen. 

Unsere  Gleichungen  werden  demnach,  wenn  wir  m  =  0  nehmen,  also 

n—  Vs» 

z,=— |/2rcos<)psin2firf7jr+g-\  za=-^2rcosysin2  7r (if  —  "g 

y^-^j/^rsin  5psin2/r^7jr+-gj,  y,=y|/2r sin 9)8^2^^  —  j 


i 


*i 
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SoUen  endlich  die  beiden  Schwingungen  zt,  y,;  z,,  y,  circular  polari- 
sirte  Schwingungen  sein,  so  müssen  wir  noch  über  eine  Grösse  verfügen 
dürfen,  welche  aber  nur  <p  sein  kann.  Nach  §  228  müssen  dann  die  Am- 
plituden der  Einzelschwingungen  einander  gleich  sein,  es  muss  also  sein 
Vs  j/2  cos  <p  —  Vs  V 2  sin  y,  also  cp  —  45°. 

Wir  können  zum  Schluss  also  setzen,  wo  nun  wie  vorhin  schon  zt ,  yt 
und  zB,  y,  zusammengehören, 

z,  —  I,  sin  2tz  y*    Y* -■  e*i  sin  2*r  (y  —  —  J  — =  —  ei,  cos  2n  y, 

—  I,  sin  2tt  y,     Yi  —  eli  *in  2*r  (y  —  j)  —  ei,  cos  2tt  y, 

wenn  tg  9?  =  e  gesetzt  wird,  wo  nun  e  zugleich  das  Verhältniss  der  Axen 
der  Ellipse  angiebt,  in  der  die  Schwingungen  stattfinden. 
Für  die  Zerlegung  in  circular  polarisirtes  Licht  wird 

z1==  —  rsin2rcy,     Y.™  Yr8in       IT  —  tJ^5- TrC°         T' 

zt*yrsin2rcy,     Yi"  2"r8in 2^( Y  "*"  tJ""  2"rC° s27*T' 

Es  ist  klar,  dass  alle  obigen  Formeln  noch  gelten,  wenn  die  anfäng- 
liche Schwingung  um  irgend  eine  Grösse  E  von  der  oben  genommenen 

t                     t         E 
entfernt  ist,  man  hat  dann  nur  überall  für  ^  zu  setzen  •=- p 

Leicht  ist  nun  zu  übersehen,  dass  die  hier  gefundenen  Schwingungen 

sich  wiederum  zusammensetzen  zu  z  *-»  2  It  sin  2  n  ■=■  und  z = r  sin  2  it  -= . 

2.    Betrachtung  von  Lichtstrahlen,  die  eine  zur  Axe 
senkrecht  geschliffene  Quarzplatte  vertical  treffen. 

Nach  der  von  Fresnel  aufgestellten  Hypothese  wird  ein  linear  polari- 
sirter  Lichtstrahl  beim  Eintreten  in  einen  Quarzkrystall  in  zwei  circular 
polarisirte  Strahlen  zerlegt.  Wenn  demnach  der  eintretende  Strahl  gegeben 
ist  durch 


s  =*=  r  sin  2 


ä(t)' 


wo  der  Einfachheit  wegen  unter  der  trigonometrischen  Function  ein  Glied 

E 

von  der  Form  -r-  weggelassen  bleibt,  so  wird  dieser  Strahl  sich  zerlegen  in 

z,  =  yrsin27ry,     ya  =  —  y  rcos27ty, 

h  ■"  y  r  sin  2/r  Y'     It ""  "2  r  cos    n  T  ' 
Wenn  nun  z/  die  Dicke  der  Platte  bezeichnet  und  der  zweite  Strahl 
eine  Verzögerung  gegen  den  ersten  erleidet,  die  mit  D  bezeichnet  werden 
möge,  so  sind  die  Gleichungen  für  den  den  Krystall  verlassenden  Strahl 

33* 


z2 
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zi=  2"  rsin27rhjr  — yj>  Y2  =  —  yrcos  2tt^  —  -A     • 

=  -rsin27rfY  — y  — DJ'     Yi  =  ^  rco8  2whjr  —  J—  DY 

Dieser  Strahl  setzt  sich  wiederum  zu  einem  linear  polarisirten  zusam- 
men. Sei  nun  q>  der  Winkel,  den  die  Schwingungsebene  dieses  austreten- 
den Strahles  mit  der  des  eintretenden  bildet,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
dieses' Winkels  eine  Gleichung  dadurch,  dass  wir  die  zu  dieser  Ebene  senk- 
rechte Componente  gleich  Null  setzen.   Es  gilt  demnach 

z,  sin  <p  +  z2  sin  cp  —  y2  cos  q>  —  yt  cos  <p  ==  0.  * 

WTerden  die  Werthe  von  z,,  z2,  y,,  y2  eingeführt,  so  liefert  dies  die 
Gleichung 

sin  (jp  sin  2  TT  f  7=- p  1  +  sin  qp  sin  2  ?r  1 7« j D 

-|-  COS  0>  COS  2  TT  f  7=- p  .1  COS  (jp  COS  2  TT  (  7=- = DJ  =0. 

Daraus  findet  man  mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  für  sin  a+sinß 

und  cos  a  —  cos  ß 

tg  g>  =  —  tg  ttD. 

Ist  q>  positiv  (negativ),  so  geschieht  die  Drehung  mit  der  (gegen  die)  Uhr- 
zeigerdrehung und  man  unterscheidet  rechts  (links)  drehende  Krystalle. 

Nach  dem  von  Biot  durch  Experimente  gefundenen  Gesetz  ist 

•JD_h^    J 
1   —  2  '  l2 ' 
wo  h  eine  constante  Grösse  ist. 

3«    Die   einfallenden   Strahlen   sind   nicht  senkrecht  zur 

Platte. 

Jeder  linear  polarisirte  Lichtstrahl  wird  durch  den  Krystall  in  zwei 
elliptisch  polarisirte  Lichtstrahlen  getheilt.  Sei  nun  die  Ebene  des  Haupt- 
schnittes, der  hier  mit  der  Einfallsebene  zusammenfällt,  die  zx Ebene  und 
die  Schwingungsebene  des  unregelmässig  gebrochenen  Strahles  die  zy  Ebene. 
Ein  eintretender  linear  polarisirter  Strahl,  für  den  wir  die  Amplitude  gleich 
1  setzen,  und  der  dann  gegeben  ist  durch 

s  =  sin27rf7jr)' 

E 

wo  wiederum  unter  der  trigonometrischen  Function  ein  Glied  -r-  wegge- 
lassen ist,  zerfällt  nach  1.  in  die  Theilstrahlen 

zt  — I,  sin  27r^7jr  +  vJ,     y2  =  — elf  cos  2 tc  ( ^  -f-  vj , 
z2  =  I2  sin  2  n  ( ^  +  v'J ,     y,  =  el2  cos  2  7t  (  ^  +v'J . 
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Bedenken  wir,  dass  die  beiden  Strahlen  für  sehr  flache  Ellipsen  endlich 
übergehen  müssen  in  senkrecht  zu  einander  polarisirte  Strahlen,  so  müssen 
wir  schliessen,  dass  die  grosse  Axe  der  einen  Ellipse  senkrecht  stehen  muss 
zu  der  der  anderen,  und  da  ferner  die  Grössen  der  Ellipsen  für  nahezu 
gleiche  Einfallswinkel  dieselben  sein  müssen,  so  werden  e  und  e  reciproke 

Werthe  sein,  also  e  =  — .  Wir  bemerken  ferner,  dass  wir,  wenn  wir  einen 

e 

entgegengesetzt  drehenden  Krystall  haben,  die  Vorzeichen  von  y2  und  y,  zu 

1  1 

vertauschen  haben,  also  setzen  müssen  4-  e  statt — e  und statt « = — . 

e  e 

InIj,  v,  v'  sind  die  unbekannten  Amplituden  und  Phasen,  zu  deren 
Bestimmung  die  Bedingung  gegeben  ist,  dass  diese  Theilstrahlen  zusammen 
den  einfallenden  bilden.  Bezeichnen  wir  nun  mit  a  den  Winkel  der  ur- 
sprünglichen Schwingungsebene  gegen  die  Einfallsebene,  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  der  I,,  I2,  v,  v'  folgende  Gleichungen : 

z,  cos  a  +  z2  cos  a  +  y,  sin  a  +  y,  sin  a  =  sin  2  ?r  7=-, 
z,  sin  ol  +  z,  sin  o  —  yx  cos  a  —  ya  cos  a  =  0. 
Da  diese  Gleichungen  gelten  müssen  für  jeden  Werth  von  7=- »  so  zer- 
fallen sie  in  die  folgenden,  wo  der  Einfachheit  wegen  vor  dem  v  und  v'  der 
Factor  2  ix  weggelassen  ist, 

(I,  cos  v  + 12  cos  v')  cos  o  +  ( ei,  sin  v I2  sin  v' J  sin  o  =  1. 

(I,  sin  v  + 12  sin  v')  cos  a  —  ( elt  cos  v I2  cos  v'  j  sin  a  =  0. 

(I,  cos  v  -f- 12  cos  v')  sin  a  —  ( ei,  sin  v I2  sin  v'  j  cos  a  ***  0. 

(I,  sin  v  + 12  sin  v')  sin  a  +  fei,  cos  v I2  cos  v'  1  cos  a  =  0. 

Diese  Gleichungen  sind  erfüllt,  wenn  den  folgenden  genügt  wird : 

I,  cos  v  -f- 12  cos  v'  =  cos  a,     ei,  sin  v I2  sin  v'  =  sin  a, 

e  / 

l 

I,  sin  v  +  I2  sin  v'  =  0,  elj  cos  v I2  cos  v'  =  0. 

Daraus  findet  man 

e 
Ij  sin  v  =  — 12  sin  v'  =  -g   .       sin  a  =  ep  sin  a, 

I  cos  v  =  -r  I,  cos  vf  =  -t— -. — 7  cos  a  =  p  cos  a, 
1  e*   2  e*+  1 

1 

wo  p  zur  Abkürzung  für  -t       -  gesetzt  ist. 

e  — y~  a 

Die ,  Einführung  dieser  Werthe  in   die  Gleichungen  der  einzelnen 
Strahlen  giebt 
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z,  =  p  cos  a  sin  27r  7=r  +  ep  sin  a  cos  2 tc  7=-, 
y2  «=  —  ep  cos  a  cos  2tt  «-  +  e*p  sin  a  sin  2 rc  7=-, 
z2  «k  e*p  cos  o  sin  2tt  7=-  —  ep  sin  a  cos  2  tt  7=-, 

yt  = ep  cos  o  cos 2/r  7=-  +  p  sin  a sin  2/r  7«. 

Wenn  nun  die  Lichtstrahlen  durch  den  Krystall  gehen,  so  werden  sie 
▼erschieden  gebrochen,  so  dass  dann  beim  Austreten  (vergl.  Figur  100) 
ein  ordentlicher  Strahl  z,,  y2  (Ol)  zur  Interferenz  kommt  mit  einem  ausser- 
ordentlich gebrochenen  z3,  y,  (EI). 

Df 
Bezeichnen  wir  den  Gangunterschied  mit  y,  so  haben  wir  für  einen 

positiven  Krystall  nach  2.  statt  za,  y,  zu  setzen  die  Werthe    , 

z2~e*p  cos  a  sin  2^(7=-  +  y  j  —  ep  sin  a  cos  2/r  f  7=7  -+-  y), 

o     / 1    ,    D'N    ,        .         .    0     / 1    ,   D'\ 
yt«»ep  cosacos2*r(  7=r-f-y  I  +  P  «n  «  sin  2t*  (  y  +  y  1. 

Diese  beiden  Strahlen  werden  endlich  durch  den  Analyseur  zu  einem 
geradlinig  polarisirten  Strahl  vereinigt.  Wenn  nun  a!  den  Winkel  zwischen 
Einfallsebene  und  Schwingungsebene  des  den  Analyseur  verlassendes 
Strahles  bezeichnet,  so  ist  die  gesammte  Bewegung 

z,  cos  af  +  z2  cos  of  +  y,  sin  ol  +  y2  sin  af. 

Die  Intensität  des  austretenden  Lichtes  I3  ist  dann  die  Summe  der 

Quadrate  der  Coefficienten  von  sin  2tt  7=-  und  cos  2  n  7=-. 

Die  Ausführung  dieser  Rechnung  giebt  nach  einigen  einfachen  aber 
langen  Transformationen 

P_  p*  (1  —  e*)*  cos» (a  +  a')  sin*7r  y 

r  d'  dh2 

+  p*    (1  +  ef)  cos  (a  —  af)  cos  11  y  +  2e  sin  (o  —  a')  sin  7r  y  . 

Stehen  die  polarisirenden  Apparate  sich  kreuzend,  so  ist  a — o,»90°, 
mithin 

P  —  p«[4e»  +  (l  —  ef)Jsinf2of]sinf/ry 

Sind  die  Apparate  in  der  Parallelstellung,  so  ist  a  —  af  =  0,  mithin 

ti  .     D'       /l  — eV     20  f   .  f     D' 

p™cos*7r  y  +  L    ,     ,1  cos2  2a'  Sin*7T  y. 

Für  die  Mitte  ist  nach  der  vorigen  Nummer  e  =  1,  also 
P— » <  cos  (a — «')  cos  TT  y  +sin  (a — of )  sin  n  y  > ™  cos8  f  a — a' — n  -r )  • 


p 


■' 
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Wir  bekommen  dann  I  -*  0,  wenn 

a_  ö'  — *ry«=90°  oder  n  j  —  (o  —  a')  —  90°, 
d.  h.  den  Drehungswinkel  für  die  betreffende  Farbe. 

4.    Discussion  der  erhaltenen  Formeln. 

Der  im  Obigen  gefundene  Ausdruck  enthält  die  noch  unbestimmte 
Grösse  D'.  In  §  382,  2.  ist  für  einaxige  Rrystallplatten,  deren  Dicke  J  ist, 
gefunden  worden 

D—  I^8in»i^=^. 
2  c, 

Dieser  Werth  muss  den  Experimentaluntersuchungen  entsprechend  hier 

noch  ein  additives  Glied  erhalten,  denn  es  ist  hier  für  i  =  0  nicht  D'  =  0, 

Vi      j4 

sondern,  wie  in  2.  angegeben  ist,  *wc  —  —.  Wir  setzen  demnach 

T-T^m-,_r  +  FJ. 
1)  Für  gekreuzte  Stellung  der  polarisirenden  Apparate  ist  nach  3.: 

D'  D' 

Dieser  Ausdruck  wird  gleich  Null,  wenn  sin  tt  y  =  0  oder  y-  —  m 

und  m  =>b  0, 1,  2, ... .  ist  unabhängig  von  a,  d.  h.  der  Lage  der  Schwingungs- 
ebene des  einfallenden  Strahles  gegen  die  Einfallsebene.  Bei  homogenem 
Licht  erscheinen  demnach  helle  und  dunkle  Ringe  und  bei  zusammen- 
gesetztem Licht  gefärbte  Ringe,  die  nicht  von  einem  dunklen  Kreuz  unter- 
brochen sind. 

Die  Intensität  des  Lichtes  hängt  dann  noch  von  der  Parenthese  ab. 
Dieser  Factor  erreicht  sein  Min.  (Max.),  wenn  cos  2  a  =  +  1  (0)  ist,  d.  h. 
wenn        2a  =  0,  180°,  360°,  540°  (90°,  270°,  450°,  630°)  oder 
a  =  0,    90°,  180°,  270°  (45°,  135<>,  225°,  315°). 

Die  Lichterscheinung  hat  also  abwechselnd  in  den  aufeinanderfolgen- 
den Quadranten  Min.  und  Max. 

1  4-  e* 
Verschwinden  würde  I ,  wenn  cos  2  o  =  - — ■ — z  wäre.     Da  nun 

1  —  e* 

1  +  e1  >  1  — ef  ist,  so  kann  dieser  Winkel  2  a  nicht  existiren,  wenn  aber 

e  hinreichend  klein  wird,  was  in  hinreichender  Entfernung  von  der  Mitte 

geschieht,  ist  cos2a  =  l,  d.  h.  es  wird  dann  das  betreffende  Min.  fast  NulL 

Es  wird  demnach  die  Ringerscheinung  von  einer  gewissen  Entfernung  von 

der  Mitte  an  durch  vier  fast  dunkle  Büschel  unterbrochen. 

Da  übrigens  in  unsere  Formel  für  Ia-  das  D'  nur  unter  einem  sin9  und 

auch  die  Grösse  e  nur  im  Quadrat  vorkommt,  so  muss  die  Erscheinung  für 

positive  und  negative  Krystalle  dieselbe  sein. 
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2)  Sind  die  polarisirenden  Apparate  einander  parallel  gestellt,  so  ist 

12  *     D'  ,   (\  —  e'V      ao      .  2     D' 

I2=cos87T  -T-  +  (  r~; — ;    cos22a  sin27r  -=-. 

1    ■   \1  +  ey  1 

Man  sieht  leicht,  dass  dieser  Werth  zu  dem  vorigen  P  addirt  1  giebt.  Wir 
erhalten  also  hier  die  zu  der  vorigen  complementäre  Erscheinung. 

3)  Bei  beliebiger  Stellung  der  polarisirenden  Apparate  gegeneinander 
haben  wir  zu  untersuchen  die  allgemeine  Formel 

P  =  p2  (1  —  e2)2  cos 2  (et  +  <*')  sin2  7t  y 

T  D'  D'^ 

+  P2    (1  +  e2) cos  (a  —  <*')  cos  &  -f  +  2  e  sin  (a  —  et)  sin  n  y 

Wenn  wir  hier  nur  zu  berücksichtigen  hätten  die  Phasenänderung 

D' 

y,  so  würden  die  I2  immer  dieselben  sein  bei  einem  bestimmten  D'  und, 

da  die  Punkte,  für  welche  D'  denselben  Werth  behält,  auf  einem  Kreise 
liegen,  so  würden  die  farbigen  Ringe  kreisförmig  sein.  Wir  wollen  nun  im 
Folgenden,  um  die  Form  der  hellen  und  dunklen  Ringe  kennen  zu  lernen, 
zunächst  bei  einer  bestimmten  Stellung  der  analysirenden  Apparate  an- 
nehmen, dass  bei  einer  geringen  Aenderung  von  D'  das  e  unverändert  bleibt, 
und  dann  suchen  die  Max.  und  Min.  von  P,  also  die  hellsten  und  dunkelsten 
Curven. 

Zur  Vereinfachung  unseres  Ausdruckes  für  I2  führen  wir  einen  Winkel 
\p  ein,  der  definirt  ist  durch 

tgxfj  =  2ep  tg(cr  —  ccr),  also  ist 

D'  D' 

cos  (a  —  cd)  costt  -j — f-  2ep  sin(a  —  af)  sin^r  y 

cos  (et  — «')        /  Df> 

—  — ^ cos  \xb  —  7t  -r 

COS  X/J  \  1  t 

=  cos  ( xfj  —  7t  y  )l/cos2  (a  —  a')  +  4n2 p2  sin2 (er  —  a')  . 

Dadurch  erhalten  wir 

D' 

I2  =  p2  (1  — .  e2)2  cos2  (ct+ctf)  sin2  7t  j 

+  [cos2  (et  —  a')  +  4  n2  p2  sin2  (a  —  et')]  cos2  (ifj  —  7t  y  ] 

oder  abgekürzt 

r  Df  /  D' 

I2  =  p2     a  sin2  7t  -. — \-  b  cos2  ( xf)  —  7t  y 

Für  den  geometrischen  Ort  der  Maxima  und  Minima  von  I2  haben  wir 

also  die  Gleichung  nach  unserer  oben  gemachten  Annahme 

dl2    y 


dT 


— -  =  0,  oder  nach  Division  mit  p1 


a  sin  2  7t  y  =  b  sin  2  ( xp  —  7t  y  I . 
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Setzt  man  dann  links 

D'  /       D'  \ 

27r-j-  =  i//-|-(27r-j i/m  ,  so  erhält  man 

/Ä     iy  \       b  +  a 

Wird  nun  wiederum  ein  Winkel  %  eingeführt,  der  definirt  ist  durch 

b  +  a 

i *£V  =  t8#'  so  *s*  endlich,  da  wir  noch  statt  \f)  setzen  können 

i)  "■"•  a 

Xff  +  mTr, 

tg  f  2/r  -= i//  —  m  n 1  =  tg  %  oder 

D' 

2tt  y  =  0/>  +  m^)+*- 

Dabei  ist  zu  bedenken,  dass,  da  e  immer  kleiner  als  1  ist,  b  —  a  po- 
sitiv ist,  also  tg  #,  so  lange  tg  V  eine  positive  Grösse  oder  a  —  a!  ein 
spitzer  Winkel  ist,  eine  positive  Grösse  oder  %<^\n  sein  muss. 

Die  erhaltenen  Formeln  lassen  sich  durch  eine  Figur  veranschaulichen. 

Seien  an  Fig.  104  N,N,,  N2N2  die  Richtungen  der  Schwingungsebenen  des 

in  den  Krystall  eintretenden  und  des  den 

Analyseur  verlassenden  Lichtes.  Die  um 

den  Punkt  A  beschriebenen  Kreise  mit 

den  Halbmessern  Ap,  Apt,  Ap2 * .  mögen 

D' 
gleichen  Werthen  von  2n  -y,  nämlich 

i//,  t/J+rc,  xp  +  2 7t..  entsprechen.  Die 
diesen  concentrischen  Kreise  mögen  die 
Halbmesser  Aq=:t/;+£7r,Aq1=t//+$7r,  N* 
Aq2=ip-\-$7t ....  haben.  Da  nun  nach 
der  letzten  Gleichung  für  die  Curven 
der  grössten  und  geringsten  Helligkeit 

27t~Y «(nur  +  xf))+y¥  und  %<\n  ist, 

so  müssen  diese  Curven  immer  zwischen  zwei  solchen  concentrischen  Krei- 
sen pq,  ptq,,  p2q2 ....  liegen. 

Um  nun  die  grössten  Aus-  und  Einbiegungen  dieser  Curven  zu  erhalten 
ist  die  Grösse  %  weiter  zu  untersuchen;  denn  das  Max.  [Min.]  %  wird  die 
gesuchten  Orte  geben. 


Fig.  104. 


Es  ist  tg  x  = 


b  +  a 


tgi/^und,  da  hier  xp  undb  als  constant  genommen 


und  a  den  veränderlichen  Factor  cos2  (a  +  a?)  enthält,  so  findet  man 
ein  Max.  [Min.]  %,  wenn  cos  (a  +  «')  =  +  1  *  [0]  ist ,  d.  h. 


a+a'=0, 


7t\ 


[£?*, 


\tc\  oder  wenn 


Die  grössten  Ausbiegungen  der  Ringe  befinden  sich  daher  in  der  Rieh- 


z 
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tung  n^m,,  welche  den  Z.  N,  AN2  halbirt,  und  in  dar  darauf  senkrechten 
Richtung  m2m2;  die  grössten  Einbiegungen  in  denjenigen  Richtungen» 
welche  die  Quadranten  zwischen  m,m2  halbiren  d.  i.  in  ntn,,  nto3.  die 
Ringe  bekommen  also  eine  Form,  die  einem  Quadrat  ähnlich  ist,  weiches 
abgerundete  Ecken  hat. 

5«    Verbindung  zweier  entgegengesetzt  drehender  Quarz- 
platten  von  gleicher  Dicke. 

Nach  3.  verlassen  die  erste  Platte  die  Strahlen 

z1  =  pcosa  sin  2  7*7=  -f-  epsina  cos2tft=  > 

y2  = —  ep  cos a  cos 2 TT  ■=■  -f-  e*p  sina  sin 2 tc  t=-  , 
2«=efpcosa  sin27t  (  7JT  +  -7-]  —  epsino  cos  2  7t  ff +t]» 

Yl  =  ep  coso  cos  2tc  (y  +  t)  +  Psina  sin  2yc("f  +T/' 

wo  (Zj,  y2)  und  (z2,  y,)  die  beiden  elliptisch  polarisirten  ScÄwingnngen 
bedeuten. 

Diese  Strahlen  mögen  nun  in  die  zweite  Platte,  welche  dieselbe  Dicke 
wie  die  erste  hat,  eintreten,  und  es  wird  nun  (z,,  yj  und  ebenso  (z„  y,) 
abermals  in  zwei  elliptisch  polarisirte  Strahlen  zerlegt,  die  aber  die  ent- 
gegengesetzte Drehung  haben. 

Der  aus  zt,  y2  entstehende  Strahl  werde  bezeichnet  durch  (z/,  y,0« 
(z/,  y/)  und  der  aus  z2,  yt  hervorgehende  durch  (z/',  y2"),  (z,",  y/T-  ^e 
entgegengesetzte  Drehung  wird  nach  3.  ausgedrückt  dadurch,  dass  wir  e 

1  1 

und  — -  vertauschen  mit  —  e  und . 

e  e 

Wenn  wir  ferner  2zr  =-  *-=  |  zur  Abkürzung  einführen,  erhaltener 

zunächst 

z/  «=  1/  sin  (£  +  v),    y2'  —  ei/  cos  (|  +  v) , 

z/  =  I2'sin(S  +  V),    y/  =— J-Vcosg+V). 

e 

Zur  Bestimmung  der  darin  enthaltenen  Unbekannten  gilt 

z,  =  z,  -|-  z2 , 

=  (1/  cos  v  -f- I2'  cos  v')  sin  |  +  (V  sin  v  +  V  sin  v*)  cos  £ , 

=  (_el/sinv  +  - I/sinv')  sin|  +  (eI/cosv  —  IV cosy') m$ 

e 

Dies  giebt  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  von  sin  £  und  cos  ? 

1/  cosv  +  1/  cos v'  *=  p  cosa, 

1/  sin  v  +  I2f  s>n  v'  =  epsin er , 
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—  ei/sin  v  -^ I/sinv'  *■■  e2psina, 

c  1/  cosv I,'  cosv'  =  —  epcosa. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  liefert 

I/cosv  »=(1  —  e2)  p2  cosa,    Is' cosv'  =  2e2p2eosa, 
1/  sin  v  sss  (l  —  e2) ep'sina,   I2'  sin  v*  =  2e3p2sina. 

Beim  Austritt  aus  der  zweiten  Platte  hat  man  demnach,  wenn  noch  zur 

Abkürzung  für  2n  (-=r  ~\--y)  gesetzt  wird  Jt , 

z/  —       (1 — ef)  p1  cosa  sin  £+  (1  —  e1)  ep2  sina  cos£, 
y/aB  —  (1 — e1)etpt  sina  sin  §  -+-  (1  —  e2)ep2  cosa  cos £, 
z,f  =-=       2e2  p2  cosa  sin  £2       -f-  2eap2  sinacos£9, 
y/  =       2  e2  p1  sin  a  sin  §s       —  2  e  p2  cos  a  cos  |2. 
Ganz  ebenso  erhalten  wir 

zt"  —  1/'  sin  (£  +  vf) ,    y,"  —  e  I,"  cos  (£  +  vt) , 

z2»  -  I2"  sin  (| + v/) ,     y/' i- I2»  cos  (§  +  vt') 

und  dann  aus  zf  ■=»  z"  +  zt"  und  y,  =  y2"  +  y/' 
I/'cosvl  =  2e2p2cosa,  I/'sinv,«  —  2ep2sina, 

I2"  cos  v/  =  —  (1  —  e2)  e2  p2  cosa ,     I2"  sin  v/  =  (1  —  e2)  e  p2  sin  a. 

Die  austretenden  Strahlen  sind  dann ,  wenn  noch  2  tt  (7=-  +  2  -p ) 

mit  |4  bezeichnet  wird, 

z/'  =  2e2  p2  cosasia£,  —  2ep2  sinacos£a, 

y2"  =  2e2  p2  sina  sin  £2  —  2c*p2  cosacosfa, 

if  =  —  (1  —  e2)  e2  p2  cosa  sin  |4  +  (1  —  e2)  ep2  sina  cos f4, 

y,"  =  (1  —  e2)  p2  sin  a  sin  £4  +  (1  —  e2)  e  p2  cos  a  cos  £4. 

Für  die  gekreuzte  Stellung  der  Polarisationsapparate  ist  a  —  at  —  90°, 

also  sin  a  =*  cos  a' ,     cos  a  —  —  sin  a' . 

Die  durch  den  Analyseur  vereinigte  resultirende  Schwingung  ist  endlich 
(1/  +  1/  +  z/'  +  i/O  cos  a'  +  (y/  +  y2'  +  y/'  +  y2")  sin  a'. 

Dies  setzen  wir  zur  Abkürzung  gleich  M  sin  f  +  N  cos  §• 
Die  zu  untersuchende  Intensität  ist  dann 

I*  ..  M2  +  N2. 

6.     Discussion  der  erhaltenen  Formeln. 

Es  muss  zunächst  unsere  Aufgabe  sein,  die  Werthe  M  und  N  und 
dadurch  I  zu  bestimmen.    Die  Einsetzung  der  berechneten  Werthe  in  die 
letzten    Formeln    giebt    nach    einigen    einfachen    aber    langen    Trans- 
formationen 
I*=p«(l_e2)2   X 

T                           D'  D'T  D' 

4e  cos2a/sin7T-j 2  (1  +  e2)  sin2  a'cosTr-y     sin27r-p 
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Diese  Formel  ergiebt  nun 

A)  1  =  0,  wenn  e  =?=  1.,  d.  i.  die  Mitte  der  Platten  ist  für  alle  Farben 
dunkel. 

D7 

B)  1  =  0,  wenn  sin^r  -r-  =  0.  Dies  ist  dieselbe  Bedingung  wie  für 

die  dunklen  Ringe  bei  nur  einer  Platte. 

C)  1  =  0,  wenn  ist 

D*  D' 

4e  cos 2a7  sin7r  -j-  =  2  (1  +  e*)  sin 2a'  cos7r  -y 

oder  tg7riL_kL^Jtg2a'. 

Da  nun  e  nicht  weit  von  der  Mitte  nur  wenig  von  1  verschieden  ist,  so 

können  wir  angenähert  schreiben 

D' 

tg7r-y-  =  tg2a' 

D' 
oder  7t  -=-  =  2a'  +  m^r,  m  =  0,  1.  2.  3 . . 

Das  ist  nach  4. 

i  J  |~sinai  C* ~ Ca>  +  yl  —  2c/  +  hitt. 

Da  nun  die  Grösse  links  mit  zunehmendem  i  wächst,  so  muss  auchc/ 
mit  dem  Einfallswinkel  wachsen.  Die  Punkte,  welche  obiger  Bedingung  ge- 
nügen, müssen  demnach  auf  einer  Spirale  liegen. 

Setzen  wir  nun  af  =  a"  +  i  hi'tt,  so  ist 

D' 

tg^r  —  =  tg  (2a"  +  m'/r  +  m/r). 

Setzen  wir  dann  m  =  1,  2,3,4...,  so  finden  wir,  dass  wir  damit 
wieder  auf  einen  schon  oben  erhaltenen  Wertli  et  zurückkommen,  womit 
nachgewiesen  ist ,  dass  nur  vier  von  einander  verschiedene  Werthe  von  ar 
der  obigen  Bedingung  genügen  und  zwar  sind  die  einander  benachbarten 
Werthe  von  a'  um  90°  von  einander  verschieden. 

Zur  Bestimmung  der  Ausgangspunkte  der  Spiralen  erhalten  wir  eine 
Gleichung,  wenn  wir  in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdruck  für  ar  setzen 
I  =  0.   Diese  Bestimmungsgleichung  ist  dann 

— —  =  2a'  +  mn. 

D)  In  grösseren  Entfernungen  von  der  Mitte  wird  e  grösser,  es  wird 
demnach  I  wieder  sehr  klein  werden ,  wenn  sin  2  ctf  =  0.  Dies  erklärt  die 
dort  auftretenden  dunklen  Büschel. 

Sind  die  Platten  umgekehrt  gelegen,  so  hat  man  überall  zu  setzen 
—  e  statt  e. 

Es  mag  zum  Schluss  bemerkt  werden ,  dass  hierdurch  auch  die  Er- 
scheinung erklärt  ist,  die  man  beobachtet,  wenn  elliptisch  polarisirtes  Licht 
auf  eine  Quarzplatte  trifft. 


Druck  von  J.  B.  Hirschfeld  in  Leipzig. 


